



















ESSAI HISTORIQUE 


SUR 


LE PROBLÈME DES TROIS CORPS, 


ou 


DISSERTATION 


SUR LA THÉORIE 

DES MOUYEMENS DE LA LUNE 

ET DES PLANÈTES, 

ABSTRACTION FAITE DE LEUR FIGURE ; 

Par Alfred GAUTIER, de Genève, 

LICENCIÉ ÈSLETTRES ET DOCTEUR ÈS-SCIENCES DE L’ACADÉMIE DE PARIS, 


Cœli enarrant gloriam Del. 

Ps. XIX. 



PARIS, 

DE L’IMPRIMERIE DE M 5lE V e COURCIER, RUE DU JARDINET N° 12, 

1817. 














A MONSIEUR. 


LE BARON MAURICE, 

MEMBRE DE L’ACADÉMIE ROYALE DES SCIENCES, 

OFFICIER DE L’UNIVERSITÉ, MEMBRE DE LA LÉGION-D'HONNEUR, 
MAITRE DES REQUÊTES AU CONSEIL-D’ÉTAT, etc., etc. 


Monsieur , 


Vos conseils et vos lumières ayant essentiellement 
contribué k l’entreprise et k l’exécution de cet Ou¬ 
vrage, ma reconnaissance et mon attachement me 
font un devoir de vous en faire publiquement hom¬ 
mage , et votre bonté m’autorise aussi k vous le 
présenter k titre d’indulgent et précieux ami. 


Alfred GAUTIER. 













PRÉFACE. 


vJn a dit déjà que l’histoire de l’Astronomie donne, plus qu’aucune 
autre, une juste idée des progrès de l’esprit humain. Si cela est vrai en 
général, cela s’applique spécialement, ce me semble, à l’histoire des tra¬ 
vaux que la découverte de l’attraction a fait naître. Il est beau de voir 
les hommes, courbés vers la terre par tant de besoins et d’intérêts divers, 
s elevant peu à peu au-dessus des idées et des préjugés vulgaires, porter 
leurs regards vers les deux, qui recèlent tant de merveilles et qui pro¬ 
clament la grandeur du Dieu tout puissant qui les créa. Il est curieux 
de les voir, malgré de grandes difficultés, observer les astres avec cons¬ 
tance, les suivre dans leurs mouvemens, former, pour lier les faits entre 
eux, des systèmes ingénieux, et les corriger peu à peu par l’observation, 
en se dépouillant des illusions auxquelles la faiblesse de l’esprit humain 
les avait d’abord exposes : puis profitant successivement des secours de 
l’expérience et d’instrumens plus parfaits, trouver les lois générales qui 
régissent notre système, et les réduire enfin à une seule à laquelle tout 
semble obéir. Mais il n’est pas moins intéressant de voir les Géomètres 
partir ensuite de ce principe unique, conclu des lois de la Mécanique 
et de la généralisation d’un certain nombre de phénomènes, pour les 
soumettre tous au calcul, et les déduire comme corollaires d’un théo¬ 
rème si simple et si fécond ; d’étudier les méthodes qu’ils ont suc¬ 
cessivement employées, de comparer les résultats auxquels elles les ont 
conduit, et de suivre ainsi la marche de l’esprit humain dans l’une des 
plus belles carrières qu’il ait parcourues. 

La théorie a présenté de très grandes difficultés qu’il a fallu sur¬ 
monter par degrés, en les divisant. L’imperfection des observations n’a 
pas même été inutiië sous ce rapport, puisqu’on ne permettant de 
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découvrir que les variations principales, elle a simplifié les recherches 
faites pour les expliquer, et qu’elle a évité aux Géomètres qui se sont 
les premiers occupés de ce sujet, ce dédale de petits effets divers qu’il 
eût été si difficile d’embrasser tous à la fois. Lorsqu’on a voulu attaquer 
directement le problème des mouvemens des corps célestes, on a reconnu 
bien vite qu’il était impossible à résoudre dans toute sa généralité. Il a 
donc fallu soumettre la rigueur mathématique, naturellement inflexible, 
à de nouvelles modifications, pour l’assujétir à représenter les phéno¬ 
mènes de la nature, sans lui ôter toute son exactitude. On a créé une 
théorie de l’art de négliger de petites quantités , de former des approxi¬ 
mations successives; et cette route nouvelle et glissante a égaré un ins¬ 
tant quelques-uns de ceux qui la parcouraient. Cependant, le nombre 
des Géomètres-Astronomes s’étant augmenté, ils se sont appuyés ou 
corrigés les uns les autres ; les observations se sont multipliées et per¬ 
fectionnées ; on a poussé plus loin les développemens analytiques, et on 
a trouvé des termes sensibles parmi ceux qu’on n’avait pas d’abord 
considérés; la gloire attachée à des succès si difficiles, a été un puissant 
encouragement aux travaux de ce genre. Enfin Fatiraction a triomphé 
sur tous les points ; et chaque difficulté qui s’est élevée a été pour 
elle l’occasion d’une nouvelle victoire. Un admirable accord s’est établi 
entre les résultats de la théorie et ceux de l’observation; la première, 
après avoir été long-temps guidée, est même devenue directrice à 
son tour : ses procédés, indépendans de tout obstacle matériel, ont 
démontré l’existence de nouveaux effets que l’autre avait à peine fait 
entrevoir, ou dont elle n’avait pu faire saisir la loi. C’est ainsi que 
les deux méthodes se vérifiant et se consolidant mutuellement : la 
science qui apprécie les phénomènes les plus compliqués, qui détermine 
la grandeur et la position mutuelle de corps dont la distance est immense, 
est parvenue enfin à un point de perfection, que sont bien loin d’avoir 
atteint d’autres sciences, dont les principes semblent être bien plus 
simples et l’objet bien plus à notre portée. 

Dans cette masse imposante de travaux divers que la théorie de l’at- 
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traction a fait naître, on peut distinguer trois classes principales. La 
première comprend les recherches relatives à la détermination des mou- 
vemens de translation des corps célestes, en supposant leurs masses 
réunies à leurs centres de gravité. La seconde, celle de leurs mouve- 
mens de rotation, en ayant égard à leur figure. La troisième traite de 
plusieurs phénomènes particuliers, tels que le flux et le reflux, l’aber¬ 
ration, la réfraction et l’attraction moléculaire. Je ne m’occuperai ici que 
de la première classe, sans y comprendre même la théorie des comètes, 
ni celle des satellites, excepté la Lune. Dans les deux premières parties 
de cet Essai, j’ai cherché à esquisser l’histoire des progrès les plus remar¬ 
quables que les Géomètres du 18 e siècle ont fait faire aux théories de la 
Lune et des Planètes, et à présenter en peu de mots une analyse raison- 
née des principales méthodes dont ils ont fait usage, en m’arrêtant à 
1 époque où a paru la Mécanique céleste, dont le mérite supérieur ne 
permet pas un examen de ce genre. L’objet de la troisième partie de 
cet Ouvrage est de donner un précis élémentaire de la méthode pour 
calculer les perturbations des corps célestes, fondée sur la variation 
des élémens de leurs orbites elliptiques, d’exposer les principaux théo¬ 
rèmes auxquels elle conduit, et d’indiquer les travaux les plus récens 
et les plus remarquables sur cette théorie. 

Sentant déjà toute la difficulté de présenter avec ordre et exactitude 
les recherches de tant d’hommes de génie, c’eût été une présomption bien 
plus téméraire encore de porter sur eux des jugemens superficiels; 
aussi me suis-je borné en général à les prendre eux-mêmes pour 
guides sur ce point, en recueillant l’opinion énoncée par chacun d’eux 
sur les productions des autres. Ainsi l’examen de la théorie de la Lune 
de Newton, fait par Clairaut et d’Alembert, peut servir à l’apprécier jus¬ 
qu a un certain point; la discussion entre ces deux derniers Géomètres 
nous éclaire sur les avantages et les inconvéniens de leurs méthodes ; 
la franchise d’Euler nous découvre les imperfections des siennes; enfin 
la difficulté, long-temps jugée insurmontable, de soumettre à la théorie 
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l’équation séculaire de la Lune et les grandes inégalités de Jupiter et 
de Saturne, relève encore le mérite de celui qui le premier y a réussi. 

J’ai cherché aussi à employer le plus possible les propres expressions 
de chaque Auteur, qu’il est si rare de pouvoir remplacer avec succès. 
Je me suis permis seulement de les abréger quelquefois et d’y faire de 
légères transpositions de mots ou de phrases qui ne peuvent nullement 
en altérer le sens. 

J’ai joui d’un avantage particulier, en trouvant dans ceux qui ont 
été mes juges, des secours et des encouragemens précieux. C’est d’a¬ 
près leurs conseils que j’ai choisi le sujet de mes recherches ; c’est dans 
leurs cours et dans les lectures qu’ils m’ont indiquées , que j’en ai en 
grande partie puisé les matériaux ; et je regarderai leur approbation 
comme la plus honorable récompense de mon travail. 


Explication de quelques abréviations employées dans le cours de 
cet Ouvrage. 


Mém. de Par. pour 
Stxv. Etr. 

Prix de VAcad. 

Mém. de Berl. 

Mém. de F Inst. 

Jour, des Sav. 

Rech. 

Syst. du Monde 
Méc. cél. 


Mémoires de l'Académie royale des Sciences de Paris. 
Mémoires présentés à cette Académie par des Savons Étrangers. 
Recueil des Pièces qui ont remporté les Prix à cette Académie. 
Mémoires de l’Académie royale de Berlin. 

Mémoires de lInstitut : Sciences mathématiques et physiques. 
Journal des Savans. 

Recherches sur différens points importons du Système du 
Monde , par d’Alembert. 

Exposition du Système du Monde, 

Traité de Mécanique céleste, 


par M. Laplace, 
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CHAPITRE PREMIER. 

Esquisse rapide des connaissances acquises sur les mouvemcns de la Lune ; 
par les Astronomes observateurs jusqu'à Newton 3 et de la théorie par 
laquelle il chercha le premier à expliquer ces mouvemens. 

L’astronomie, ain$i qu’un grand nombre d’autres sciences, n’a pas été d’abord cultivée 
pour elle-même. Ce fut pour régler le temps et la marche des saisons, pour se guider dans 
leurs voyages, que les hommes acquirent les premières notions sur les mouvemens des 
corps célestes. Des phénomènes qui excitaient la terreur et que l’on voulut expliquer, de 
vaines superstitions sur les vertus des astres, toutes les erreurs dangereuses de l’Astrologie 
judiciaire, quelque affligeantes qu’elles soient, provoquèrent cependant aussi d utiles tra¬ 
vaux; ceux-ci rendirent promptement l’Astronomie plus cultivée que les autres sciences 
humaines, et lui acquirent dès-lors ce premier rang qu’elle a toujours conservé depuis. 
D’Alembert remarque, dans le Discours préliminaire de ses Rech. sur le Syst. du Monde , 
« que malgré toutes ces idées fausses, et quoique les ouvrages astronomiques des anciens 
« n’aient pas été d’un grand secours aux modernes, il n’y a aujourd’hui presque aucun 
« principe général dont l’énoncé ou du moins le germe ne se trouve chez les anciens, 
» connue si la première impression de la nature était de nous donner des idées justes. 
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r> que Ton abandonne bientôt par incertitude ou par amour delà nouveauté, et auxquelles 
r> enfin on est forcé de revenir. » 


La Lune, par la clarté qu’elle nous verse, par ses phases, par sa révolution, qui fournit 
Découverte nne période naturelle, par sa proximité de la Terre et par ses éclipses, est, après la Terre et 
des principales ] e Soleil, l'astre le plus intéressant pour l’homme; elle peut nous donner une idée bien 
Lune'par L’ob- relevée de toutes les découvertes astronomiques dues aux anciens. On attribue déjà aux 
* nation. Chaldéens la connaissance du retour constant des éclipses, au bout de 223 lunaisons ou 


de 18 ans et 10 jours. En examinant avec soin le mouvement de la Lune, on observa 
promptement qu’au lieu de décrire un cercle autour de la Terre, d’une manière uni¬ 
forme, elle était soumise à une inégalité dont )e maximum montait à 5 ou 6°, dont la 


période était de 27^, et qui accélérait ou ralentissait alternativement sa marche. C’est 
ce qu’on a appelé depuis équation du centre. On reconnut que le point de la plus grande 
inégalité avançait de près de 3® à chaque révolution; que dans cet intervalle la distance 
de la Lune à la Terre changeait aussi; que le plan de 1 orbite de la Lune était incliné 
d'environ 5 ° à celui de l’orbite du Soleil, et que la Lune tendait toujours à arriver mi 


peu plutôt à la ligne d’intersection des deux plans. On représenta ces phénomènes en 
supposant que la Lune décrivait un cercle excentrique, en faisant mouvoir, chaque mois, 
la ligne des apsides de 3° vers l’orient, et en donnant à la ligne des nœuds un mouve¬ 


ment rétrograde sur l’écliptique. 

Hipparque, qui. vivait deux siècles avant J. -C., détermina, an moyen des éclipses et 
déjà avec beaucoup de précision, les durées des révolutions de la Lune relativement aux 
étoiles, au Soleil, à ses nœuds et à son apogée, et il aperçut des anomalies .dans son 
mouvement aux quadratures. Ptolémée suivit leur marche, en détermina la loi et la 
valeur, et découvrit ainsi l’inégalité de près de 1°^, que Bouillaud a nonynee élection, 
et qui diminue l’équation du centre dans les syzygies. Ptolémée construisit des Tables des 
mouvemens de la Lune, en se servant, pour les représenter, de l’hypothèse des épicycles. 
On fit beaucoup d’autres Tables après lui, mais sans observer aucune inégalité nou¬ 
velle, jusqu a Tycbo-Brahé, né en 1046, qui, par la comparaison d’observations plus 
exactes, en découvrit une d’environ un demi-degré, qui est nulle dans les éclipses et les 
quadratures, et qui est à son maximum dans les octans ; il la nomma variation. Il s aperçut 
aussi que le mouvement rétrograde des nœuds est sujet à une inégalité de près de 2 0 , et 
que l’inclinaison de l’orbite en éprouve une autre beaucoup plu^petite. Enfin Kepler, 
né en 1671, découvrit, en calculant les observations de Tycho, une inégalité d environ 
11' dont la période est d’un an, et qu’il appela, d’après cela, équation annuelle; elle 


augmente l’équation du centre du Soleil dans les éclipses. 

Jusqu’alors, et même depuis Copernic, on avait recouru aux épicycles de Ptoleniée pour 
représenter les mouvemens de la Lune, et Tycho avait besoin de cinq cercles pour cela. 

Lois Je Kepler. Kepler reconnut, après un grand nombre de recherches sur Mars, que l’orbite de cette 
planète est une ellipse dont le Soleil occupe un des foyers, et que la planète se meut de 
manière que le rayon vecteur mené de son centre à celui du Soleil décrit des aires pro¬ 
portionnelles au temps. Il étendit ensuite ses résultats à toutes les planètes; ^découvrit 
enfin, par des essais et après un grand nombre de tentatives, que les carrés des temps 
des révolutions des planètes sont entre eux comme les cubes de leurs grands axes ; c’est la 


troisième loi qui porte son. nom. 
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Il chercha aussi à déterminer, par des formules trigotiometriques, 1 angle que le rayon Problème de 
vecteur d’une planète fait avec la ligne des apsides, ou l’anomalie vraie, en fonction de t 
l’anomalie moyenne ou de l’angle que décrirait par rapport à Cette ligne Un astre qui, 
partant et arrivant en même temps que la planète, se mouvrait uniformément dans Une 
orbite circulaire. En effet, le temps de la révolution servant à trouver ce dernier angle 
par une simple proportion pour un instant quelconque, on réduirait ainsi la détermina¬ 
tion du mouvement elliptique à celle du mouvement uniforme et circulaire. Kepler 
employa pq,ur y parvenir un angle auxiliaire appelé l 'anomalie excentrique, et il obtint 
les valeurs du rayon vecteur, de l’anomalie vraie et de l’anomalie moyenne, en fonction 
de cet angle. Mais cette dernière relation contenant à la fois l’anomalie excentrique et son 
sinus, ne pouvait être résolue rigoureusement en nombres ; ce qui fit voir à Kepler que 
le problème de trouver l’anomalie vraie par l’anomalie moyenne, qui depuis a porté son 
nom, ne pouvait être résolu que par approximation, {Voyez note i.) 

On vit alors que l’équation du centre de la Lune tient à ce qu’au lieu de décrire un 
eercle, elle circule dans une orbite elliptique autour de la Terre comme foyer. C est 
ce qu’Horroxius établit le premier, au rapport de Newton ( Prin ., p. 461 )• Kepler con¬ 
jectura que le Soleil devait exercer une attraction puissante sur la Lune et les planètes, 
et que c’était celle de la Lune sur la mer qui produisait le flux et le reflux. Galilée, ne iicmc» & Rev- 
en 1564» avait établi les lois de la pesanteur terrestre, par ses belles expériences ,on ’ 
sur la chute des graves. On trouve aussi dans les ouvrages de Fermât, Hook et He- 
velius, différens passages qui prouvent qu’à l’époque où ils vécurent, l’idée d une action 
des Corps de notre système les uns sur les autres occupait déjà les esprits, et qu oâ 
songeait à remplacer par ces considérations le système des Tourbillons de Descartes, 
qui, malgré tout le génie de son illustre auteur, n’expliquait les'principaux mouve- 
mens que d’une manière vague et incomplète. Enfin la théorie des forces centrifuge* 
dans le cercle, trouvée par Huyghens (né en 1629), et rapprochée de celle des dé¬ 
veloppées du même auteur, conduisait immédiatement, comme le remarque d’Alembert, 

(Disc, prélim., p. 17) à la théorie générale des forces centrales. 

Newton (né en 1642, l’année même de la mort de Galilée ) arriva donc dans les cir- i^av"tadon 
' constances les plus favorablesau génie dont il était doué, pour démontrer, comme il le fit universelle, 
le premier, la cause générale de tous les mouvemens des corp3 célestes, et l’on sait que 
ce fut la Lune qui lui en fournit la première vérification. En effet, cet astre faisant sa 
révolution autour de la Terre en 27^ 7 * 4 ^ ï, par rapport aux étoiles, l’arc qu elle par¬ 
court dans une minute de temps est de 32 ",q 4 sexagésimales. Or, en supposant la Lune 
attirée vers la Terre par la même force qui fait tomber les corp9 à sa surface, le sinus 
verse de cet arc devait exprimer l’espace que cet astre aurait parcouru dans la première 
minute de sa chute, par l’effet de cette attraction. Il le trouva de i 5 * 1 i*î admettant ensuite 
que cette force croissait en raison inverse du carré des distances (ainsi que la troisième 
loi de Kepler le lui avait indiqué pour les planètes), et que les espaces parcourus soiit 
proportionnels au carré du temps, il conclut de là que l’espace parcouru dans une secondé, 
à une distance 60 fois moindre, c’est-à-dire à la surface de la Terre, devait être aussi de 
i 1 . L’accord de ce résultat, conclu du mouvement de la Lune, avec celui que Galilée 
avait trouvé long-temps auparavant par ses expériences directes sur la #hute des corps à 
la surface de la Terre, lui montra l’identité des causes qui produisaient ces divers effets. 
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et cela devint plus évident encore en ayant égard aux très petites modifications que 
l’attraction du Soleil et la force centrifuge de la Terre devaient produire dans le résultat 
conclu, pour le rendre tout-à-fait comparable au résultat observé. Il démontra récipro¬ 
quement qu’en admettant la loi de l’attraction en raison inverse du carré des distances, 
les aires doivent être proportionnelles au temps ; que les orbites des planètes sont ellip¬ 
tiques ; et la troisième loi de Kepler indiquant que l’attraction du Soleil agirait également 
sur toutes les planètes placées à la même distance de cet astre, lui montra que leurs 
poids sont proportionnels à leurs masses. 

C’est du développement de toutes ces propriétés du mouvement elliptique , de celles 
dés forces centrales et de celles du mouvement dans un milieu résistant, qu’il composa 
la première édition de ses Principes mathématiques de la Philosophie naturelle, qu’il 
publia en 1687, à l’invitation de Halley. Le 3 * livre de cet ouvrage contenait une appli¬ 
cation générale des théories précédentes au système du monde. Celle de la Lune ne parut 
qu’en 1702, dans l 'Astronomie de Dav. Gregory. Newton l’inséra ensuite, en 1713, dans 
la seconde édition de ses Principes, et y fit quelques additions dans la troisième, qui 
parut en 1726. 

Il serait peut-être plus facile de dire ce que Newton a laissé à faire à ses successeurs, 
que d’exposer tout ce qu’il a fait ou proposé de nouveau dans cet admirable ouvrage, 
dont l’analyse complète n’est pas de notre sujet. La méthode logique qu’il a constam¬ 
ment appliquée, et qui consiste à s’élever, par une suite d’inductions, des phénomènes aux 
causes, et à redescendre ensuite de ces causes à tou» les détails des phénomènes, sera 
toujours la meilleure dans les sciences physiques. Sa méthode géométrique de présenter 
par la synthèse tous ses résultats, en employant des figures et des constructions au lieu 
de formules, a dû 'céder à l’analyse algébrique, dont les procédés sont à la fois plus 
simples, plus féconds et plus généraux; niais on peut observer cependant que si, comme 
il le paraît, l’emploi des substitutions successives était connu long-temps avant lui des 
astronomes, c’est à Newton qu’on doit du moins d’en avoir fait le premier une méthode 
analytique qu’il appliqua à la résolution des équations par approximation, et que les 
géomètres ont employée depuis presque exclusivement pour l’intégration des équations 
différentielles du mouvement. 

Avant de chercher à analyser la théorie de la Lune, de Newton, il n’est pas inutile 
peut-être de faire voir en peu de mots avec quelle facilité on peut, au moyen de l’attrac¬ 
tion, donner une explication satisfaisante des inégalités que l’on avait reconnues depuis si 
long-temps dans le mouvement de cet astre, sans pouvoir en rendre raison. Si l’on conçoit 
en effet que tous les corps s’attirent en raison directe des masses et en raison inverse du 
carré des distances, le mouvement de la Lune autour de la Terre devra être altéré par 
l’action des corps environnans, et particulièrement par celle du Soleil, qui est environ 
4 oo fois plus éloigné de la Terre que la Lune, mais dont la masse est 33 y,ooo fois plus 
grande que celle de la Terre. Et comme l’application d’une même force à la Terre et à la 
Lune changerait leur mouvement absolu, mais non leur mouvement relatif, on voit que ce 
sera seulement la différence positive ou négative entre l’attraction du Soleil sur la Lune 
et celle qu’il exerce sur la terre, qui troublera le mouvement de la Lune rapporté à la 
Terre considérée comme fixe. Cette différence étant' la plus grande aux syzygies, c’est 
alors que l’action du Soleil tendra à éloigner le plus la Lune de la Terre. Mai: comrnt 
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c’est l’accumulation de ces petits effets successifs qui produit les plus grande? inégalités, 
ce ne sera pas aux syzygies, mais aux quadratures, ainsi que nous le verrons plus loin , 
que la Lune se trouvera le plus éloignée de la Terre par l’action du Soleil ( abstraction 
faite de l’excentricité de son orbite). Cette action produira sur la Lune une force dirigée 
du côté du Soleil, dans la moitié de l’orbite de la Lune qui en est le plus près, et dirigée 
en sens contraire dans l’autre moitié. Ainsi cette force agissant dans la direction du mou¬ 
vement de la Lune quand elle ira des quadratures aux syzygies, tendra à l’accélérer^ 
tandis qu elle agira dans une direction contraire et tendra à retarder le mouvement de 
la Lune, quand celle-ci passera des syzygies aux quadratures. 

Lorsque la Lune se trouvera à la quadrature qui précède la conjonction, son mouve- Vamtio». 
ment sera très lent, mais l’action du Soleil tendra à l’accélérer. Après avoir repris sa 
valeur moyenne, sa vitesse croîtra par degrés et sera la plus grande au moment de la 
conjonction-, dès-lors l’action du Soleil tendra à la diminuer; mais, en vertu de l’accrois¬ 
sement acquis , c’est alors que le mouvement sera le plus accéléré, et que la longitude 
vraie sera le plus avancée -, le maximum aura lieu 45° après la conjonction , au moment 
où la vitesse redeviendra moyenne. Les-choses se passeront d’une manière analogue dans 
1 autre partie de l’orbite ; ce qui explique la variation, qui est proportionnelle au sinus du 
double de la distance de la Lune au Soleil, et qui dépend de la composante de la force 
perturbatrice dirigée suivant la tangente à la trajectoire. 

L orbite de la Lune étant sensiblement elliptique, lorsque le grand axe se trouve Evcction. 
sur la ligne des syzygies et l’apogée du côté du Soleil, la force centrale de la Terre 
sur la Lune, qui est la plus faible dans la syzygie apogée, reçoit la plus grande dimi¬ 
nution ; et la force centrale, qui est la plus forte dans la syzygie périgée, y reçoit la plus 
petite diminution; d où il résulte que la différence des distances périgée et apogée, et par 
conséquent 1 excentricité (qui en est la moitié) est beaucoup plus considérable dans ce cas 
que lorsque le grand axe est dans la ligne des quadratures. Telle est la cause de Vélection. 



cet astre; mais cet orbe se contracte et le mouvement s’accélère à mesure que le Soleil 
s avance vers son apogée, et il en résulte une inégalité semblable et de signe contraire 
à l’équation du centre du Soleil. 


L action moyenne du Soleil diminue l’action de la Terre sur la Lune, car la diminu- ^ 
tion de la force centrale dans les syzygies est plus grande que son augmentation dans les 1 D 
quadratures. Ainsi la Lune tendant à sortir de son orbite elliptique, met plus de temps à 
aller de l’apogée au périgée, que si elle fût restée sur cette orbite, ce qui revient à donner 
un mouvement direct à la ligne des apsides. Ce mouvement, essentiellement périodique , 
seia soumis à des inégalités dépendantes des lois de la diminution de la force centrale 
et liées à l’évection ; il sera direct dans les syzygies, rétrograde dans les quadratureset 
ce sera l’excès de celui-là sur celui-ci qui produira le mouvement annuel de l’apogée. 

L’action du Soleil tend à sortir aussi la Lune du plan de son orbite, toutes les fois Variation de 
quelle ne se trouve pas dans lecliptique , et ces deux plans se coupent suivant la n ™linaison , p ‘ 

V j i 1 moii'emcnt de* 

ligne des nœuds ; on voit que cette action tend à diminuer 1 inclinaison quand la Lune nœuds. 

s’élève au-dessus du plan de l’écliptique, et à l’augmenter quand la Lune se rapproche 
de ce plan , puisque le Soleil tend, dans ce dernier cas, à le lui faire traverser un peu 
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plutôt. Ce double effet contribuera également a donner aux noeuds un mouvement 

rétrograde , qui sera nul dans les syzygies, et à son maximum dans les quadratures. 

11 pourra arriver cependant, quand les nœuds seront dans les octans, par exemple , 
que l’action du Soleil tende à augmenter l’inclinaison, quoique la Lune s’éloigne de 
l’écliptique , et à la diminuer, quoiqu’elle s’en rapproche. Cela aura lieu lorsque la Lune 
étant près d’arriver à son nœud, le Soleil agira dans la direction de son mouvement, et 
cela produira une diminution dans la rétrogradation des nœuds. 

Action moy Quant au rapport de la force principale de la Terre sur la Lune à la diminution que 
du Soleil. l’action du Soleil y produit, on démontre ( voyez note 4 ) qu’il est à peu près égal à la 
moitié du carré du rapport des moyens mouvemens de la Lune et du Soleil autour de la 
Terre ; et comme les observations indiquent que le mouvement de la Lune est environ 
i 3,4 fois plus rapide que celui du Soleil, on en conclut que la force principale est à 
peu près 358 fois plus grande que la force perturbatrice qui tend à la diminuer. «En 
» vertu de cette diminution ( Syst . M. , t. II, p. 73 ), la Lune est soutenue à une plus 
« grande distance de la Terre que si elle était abandonnée à l’action entière de sa 
n pesanteur ; le secteur décrit par son rayon vecteur autour de la Terre n’en est point 
n altéré, puisque la force qui la produit est dirigée suivant ce rayon. Mais la vitesse 
* réelle et le mouvement angulaire de cet astre sont diminués et il est facile de prouver 
„ ( voy. note 4 ) qu’en éloignant la Lune de manière que sa force centrifuge soit égale 
y> à sa pesanteur diminuée par l’action du Soleil, et que son rayon vecteur décrive un 
„ secteur égal à celui qu’il eût décrit dans le même temps sans cette action, ce rayon 
n sera augmenté de sa 358 e partie, et le mouvement angulaire sera diminué d’un 179 e . » 
Anal sc <le C’ est c * ans discussion et l’appréciation de tous les effets isolés de l’attraction réci¬ 
ta théorie de la proque de la Terre, de la Lune et du Soleil, que consiste la théorie de la Lune, de Newton, 
Lune, de New- p Qn p eu t distinguer deux buts principaux, celui d’expliquer toutes les inégalités déjà 
connues en en fixant la valeur, et celui d’en démêler de nouvelles. 

Prop dulir 1er Le livre I er des Principes , qui traite du mouvement des corps, contient trois propositions, 
«les Principes, l es 43^ 44 * et 45 e , sur le mouvement des corps dans des orbites mobiles et sur le mouve- 
de* â e pside^^. Ca, ment des apsides. Newton y fait usage des séries convergentes et de la méthode des 
premières et dernières raisons. Il démontre qu’en représentant par n le rapport de la 
révolution périodique du mobile à sa révolution anomalistique ( ou à son retour à la même 
apside), et par A le rayon vecteur de l’orbite. A"" -3 sera l’expression de la force 
centrale correspondante. Ainsi quand celle-ci décroîtra dans un rapport moindre que le 
carré des distances , n devra être plus grand que 1, et le mouvement des apsides sera 
par conséquent rétrograde -, tandis que lorsque la force décroîtra dans un rapport plus 
grand (ce qui est le cas de la Lime troublée par le Soleil ) , n sera plus petit que 1, et le 
mouvement des apsides sera direct. Connaissant la force centrale, on peut donc déterminer 
le*mouvementdes apsides, et réciproquement. Il examine les trois cas où la force centri¬ 
pète est uniforme , proportionnelle à une certaine puissance du rayon ou à une fonction 
de ces puissances. II cherche quelle est la loi de la force centrale pour un mouvement 
de 3 ° par révolution , et il la trouve représentée par , ce qui s’approche beaucoup 
plus de la loi de l’inverse du carré que de celle de l’inverse du cube. Dans le coroll. a 
de, la prop. 4^» il fait voir que si l’on retranche de la force centripète ~ qui fait décrire 
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une ellipse, une force C = A, la formule t8o° )J | donnera i8c° 4 => 44 " 

pour la demi-révolution anomalistique, ce qui indique un mouvement de i° 3 i' ü 8 ' pour 
la ligne des apsides au bout d’une révolution, et il remarque que le mouvement des ap¬ 
sides de la Lune est environ deux fois plus grand. Clairaut a voulu croire (Mém. Par ., 174a, 
p. 353 ) que Newton n’avait pas entendu faire une application au mouvement de 1 apogée 
lunaire par cet exemple; il semblerait cependant que c’était là son intention, puisqu il 
a représenté par C l’effet moyen du Soleil sur la Lune , et qu’il regardait bien cet effet 
comme à peu près proportionnel à la distance de la Lune à la Terre, ainsi qu on le voit 
prop. 66, cor. 7. 

Les prop. 66 — 69 contenues dans la 11* sect. du liv. I ,r , renferment le premier essai 
qu’on ait fait pour appliquer le système de l’attraction au mouvement de trois corps. t r ..rtîon mu- 
L’objet du i er théorème est de prouver que si trois corps inégaux s’attirent mutuellement tuellede 3 corp*. 
en raison inverse des carréaxles distances , et si l’on considère d’abord séparément l’action 
des deux plus petits, en supposant qu’ils tournent autour du plus grand, le corps inter¬ 
médiaire décrira autour du corps principal, comme foyer, des aires qui seront plus 
près d’être proportionnelles au temps , et une orbite plus sensiblement elliptique, si le 
corps central est en effet, comme on le suppose, soumis àl’attraction des deux autres, que 
dans le cas où il ne le serait pas ou le serait suivant une loi différente. 

Pour le démontrer. Newton suppose d’abord les trois corps dans le même plan. Il 
décompose l’attraction du corps extérieur sur le corps intermédiaire en deux compo¬ 
santes ; l’une, dirigée parallèlement à la distance de celui-ci au corps central, ne change 
pas la loi des aires, mais déforme l’ellipse en rendant la loi de la force centrale différente de 
celle de l’inverse du carré des distances ; l’autre composante, dirigée suivant la ligne qui va 
du corps central au corps extérieur, change à la fois la proportionnalité des aires au temps 
et la nature de l’orbite (celle-ci par une double raison). Mais si le corps central est 
également soumis à l’action du corps extérieur, ce ne sera plus que la différence entre 
cette action et la seconde composante, qui produira une force troublante dans cette 
direction. Ainsi plus cette différence sera petite, plus l’ellipticité sera approchée, et elle 
le sera le plus possible quand l’attraction qu’éprouve le corps central, suivant la même loi 
que celle du corps intermédiaire, sera égale à la moyenne de toutes celles qu’éprouve 
Celui-ci dans sa révolution autour de celui-là. Le même procédé conduit à une conclusion 
semblable dans le cas où les trois corps ne sont pas dans le même plan. 

C’est dans les 2a corollaires qui découlent de ce théorème que Newton analyse, d’une 
manière générale, détaillée et simple, quoique délicate, tous les effets divers qui résultent 
de l’attraction réciproque de trois corps sur le mouvement du corps troublé, sur la grandeur 
et sur la position des on orbite, suivant les diverses configurations que les corps présentent 
les uns par rapport aux autres ; il examine séparément les variations de toute espèce qui 
en résultent dans chaque élément, et cherche à suivre toutes les circonstances qui en 
produisent de différentes. Il remarque , cor. i 3 , que ses conclusions étant indépendantes 
de la grandeur du corps extérieur, s’appliquent aussi au cas où les deux autres tournent 
autour de lui, et il a égard , dans les derniers corollaires, à la figure et à la fluidité de la 
surface du corps central. Il cherche à prouver, dans la prop. 67 , que le corps extérieur 
(supposé plus petit que le corps central) décrit autour du centre de gravité des deux 
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in térieurs, comme foyer, une orbite plus sensiblement elliptique et des aires qui sont plus 
près d’etre proportionnelles au temps, qu’autour du corps central ; et dans laprop. 68, que 
cela a lieu plus exactement aussi quand celui-ci est soumis aux attractions des autres , 
suivant la même loi ; enfin il prouve, dans laprop. 69, que les forces absolues de deux 
corps l’un sur l’autre, sont entre elles comme leurs masses ; d’où il est naturellement 
conduit à observer 1 analogie qui existe entre les forces centripètes et les corps d’où 
elles émanent : c est alors qu il définit l’attraction , l’effort quelconque des corps pour 
s'approcher les uns des autres. 

C est dans le livre 3 * des Principes, qui traite du système du monde, que Newton fait 
1 application de tout ce qu il a établi dans le premier, et consacre onze prop. (a5 — 35) 
à la discussion approfondie des inégalités de la Lune, et à la recherche de leurs valeur* 
numériques. 

Dans la prop. a 5 , il cherche les forces provenant du Soleil, qui troublent les mouve- 
mens de la Lune. Il représente la force du Soleil sur la Terraipar la droite qui les joint, 
et décompose l’action du Soleil sur la Lune, dans le mouvement relatif de celle-ci, en 
deux forces -, l’une, suivant la direction du rayon vecteur de la Lune, "est à la fores 
centripète de la Terre sur la Lune, d’après la théorie des forces centrales , dans le rapport 
des carrés des temps périodiques, ou comme 1 : 178,725 ; ce qui lui donne son rapport 
à la gravité qui agit à la surface de la Terre; l’autre, dirigée parallèlement à la ligne 
qui joint le Soleil et la Terre, est représentée par une ligne qui estle triple de la différence 
des distances de la Terre et de la Lune au Soleil. Dans les syzygies, cette deuxième force 
est triple de la première ; ainsi elle e$t à la force principale = 1 : 5 (), 5 y , et la force 
solaire qui se compose alors de la différence des deux, est double de la première 
( voy . note 4). 

Dans la prop. 26, il s’occupe de la variation ( due à faction du Soleil ) , de faire que 
décrit le rayon vecteur mené de la Terre à la Lune. Pour plu3 de simplicité, il supposa 
l’orbite de la Lune circulaire, et les lignes qui joignent la Terre et la Lune au Soleil 
parallèles. Il décompose la résultante des forces suivant la tangente à la trajectoire, pour 
obtenir la composante qui tend à. accélérer le mouvement de la Lune ; il montre que cette 
composante est à la force parallèle au rayon vecteur, dans le rapport de 5 à 2 dans les octans 
(voy. n. 4 ); elle est donc les 2 -TTfT P u ,es 77775 de * a force centripète de la Terre sur 
la Lune, et ce rapport représente l’accroissement horaire moyen de la vitesse ou de faire 
décrite; mais comme le Soleil se meut en même temps que la Lune , cet accroissement 
doit être augmenté dans le rapport des révolutions synodiques et périodiques de la Lune; 
il devient alors Qx = , ' ; la plus grande aire décrite, qui correspond aux syzygies , 
est alors 1 -\-x ; la plus petite, qui correspond aux quadratures, est 1 —x ; ce qui montre 
que la variation élémentaire de l’aire, dans la quadrature, est à cette même variation dans 
la syzygie == 10973 : 11073. Il trouve que l’excès de la. variation dans un point inter¬ 
médiaire sur cette variation dans la quadrature, est proportionnel au carré du sinus de la 
distance angulaire de ce point à la quadrature. 

Dans la prop. 27, il indique comment on peut trouver la distance dé la Lune à la Terre 
par son mouvement horaire, au moyen de la relation qui exprime que faire est égale au 
produit du mouvement horaire par le carré du rayon ; car on voit par là que ce rayon 
est égal à la racine carrée du quotient de l’aire par le mouvement horaire. Il propose apx 
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astronomes d’en tirer le diamètre apparent de la Lune, et de voir comment cette règle 
s’accorderait avec les observations. 

Dans la prop. 28, il cherche la différence que l’action du Soleil produit dans les Variation des 
diamètres de l’orbite décrite par la Lune , en faisant d’ailleurs abstraction de son excen- diamètres de 
tricité. Comme la courbure de la trajectoire, dans le cas où le mobile est soumis à une ° ' 
force perpendiculaire à la direction de l’élément qu’il parcourt, est en raison directe de 
1 attraction et en raison inverse du carre de la vitesse , les valeurs précédentes lui donnent 
le moyen de trouver le rapport de la courbure de l’orbite lunaire, dans les quadratures, 
à cette même courbure dans les syzygies. Il cherche ensuite le rapport de ces courbures , 
en supposant que la Lune décrive une ellipse mobile, et trouve, par une méthode qui 
présente quelques difficultés, que la distance de la Lune à la Terre, dans les syzygies , 
est à sa distance dans les quadratures ( sans avoir égard à l’excentricité de l’orbite de la 
Lune) comme 69 est à 70. 

La prop. 29 traite de la Variation de la Lune : elle provient, soit de la forme elliptique Variation 
de son orbite, soit de l’inégalité des aires décrites par son rayon vecteur. Newton détermine 
par là son maximum à 3 u' 32 ". Mais le mouvement réel de la Terre, qui donne au Soleil 
un mouvement progressif apparent, fait que la Lune doit décrire un arc de plus de qc # 
depuis le moment des quadratures, pour être en conjonction ou en opposition avec le So¬ 
leil : positions qu’elle n’atteint que lorsque l’angle qu’elle a décrit est à l’angle droit dans 
le rapport de ses révolutions synodique et périodique. Tous les angles sont dilatés 
par là dans le même rapport , ce qui porte la variation à 35' 10" dans les moyennes 
distances du Soleil à la Terre. Elle varie encore par l’effet de l’ellipticité de l’orbite 
solaire , dans le rapport du carré du temps de la révolution synodique de la Lune divisé 
par le cube de la distance du Soleil à la Terre -, ce qui porte son maximum à 37' 11" au 
moment où le Soleil est à son périgée. Newton n’a pas égard , dans cette détermination, à 
1 excentricité de l’orbite lunaire, dont il laisse aux astronomes à évaluer l’effet sur cette 
inégalité, et il se borne à supposer que la Lune placée aux octans est toujours dans se» 
moyennes distances. 

La prop. 3 o est consacrée à la recherche du mouvement horaire des nœuds de la Mouvement 
Lune dans une orbite circulaire. Il démontre facilement que leur vitesse est propor- dcS 

tionnelle au produit des sinus des distances angulaires de la Lune et du Soleil au nœud, 
et de la Lune à la quadrature. Quand les nœuds sont dans les quadratures et la Lune 
dans les syzygies, ce produit est égal à l’unité ; alors l’angle des nœuds est égal à l’angle 
de déjlexion de la Lune , ou à l’angle décrit dans l’élément du temps ( en supposant que 
a gravité terrestre vînt à cesser) , qui exprime son écart de la ligne droite, par l’effet de 
a composante de 1 attraction solaire parallèle à la distance de la Terre au Soleil : le mouve¬ 
ment es nœuds sera donc alors au mouvement de la Lune dans le rapport de cette force 
a apnncipa e, ou 1 : 59,575, ainsi que nous l’avons' vu ; ce qui donne, pour un moyen 
mouvement horaire lunaire de 3 a' 56 " 27 '", un mouvement horaire du nœudde 33 "io" 33 ‘\. } 
quand les nœuds sont dans les quadratures. Il démontre qu’en général, quand les nœuds 
sont hors des quadratures et la Lune hors des syzygies , le mouvement horaire du nœud 
est égal à la moitié du mouvement horaire précédent qui a lieu dans les syzygies de 
la Lune, ou à 16" 35 " i6 ,T ...multipliée par le carré du sinus de la distance”de la 
•yzygie au nœud. 
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Dans fa prop. 3 i, il s'occupe du mouvement horaire des nœuds de la Lune dans une 
orbite elliptique. I] prouve que ce mouvement est proportionnel au produit de l’aire 
comprise entre l’élément de l’ellipse et la ligne des nœuds par le carré du sinus de la 
distance du nœud à la syzygie ; et comme il avait trouvé une relation analogue entre le 
mouvement des nœuds et l’aire dans un cercle, il ën conclut que le mouvement moyen 
horaire des nœuds dans l’ellipse est à ce mouvement dans le cercle, comme l’ellipse est 
au cercle, ou comme 69 ; 70; ce qui donne 16" 21* pour le maximum du mouvement 
cherche, en supposant les aires décrites proportionnelles au temps. Cette valeur est 
modifiée par les accroissemens que prend la vitesse ou l’aire décrite, par l’effet de la 
force perturbatrice. Nous avons vu que l’élément de cette vitesse à son maximum dans 
les syzygies, est à sa valeur moyenne dans les octans, comme 11073 est à 11023. Les 
temps sont en raison inverse de ces vitesses, et les mouvemens correspondans de la ligne 
des nœuds sont comme les carrés de ces temps. On aura donc 

mouv. des nœuds dans la syz., ou m : mouv. moy. des nœuds, ou mi: 1 îoaS* : 11073 
doù m — m' l m= 11 073 — 11 oa3 I 11073 == 99,79 ! 11073 ; 

d où 1 on voit que la diminution du mouvement des nœuds dans la syzygie est au mou¬ 
vement moyen, dans le rapport de 100 à 11073 à très peu de chose près. Ce décrois¬ 
sement aux syzygies est donc de 17 ** 43 ,T -, dont il prouve qu’il faut retrancher le ± 

du mouvement horaire moyen i6"2i", pour avoir le mouvement corrigé 16" 16" 3 7 ** 
dans son maximum. 

Monvem Newton évalue le mouvement moyen annuel des nœuds, dans la prop. 3 q, en prenant la 

•ueldesn«’u<£* sommedes mouvemens moyens horaires, ou en multipliant 16" 16*37° par 365 > 6 A q', 
valeur de 1 année sidérale, et divisant ce produit par 2 ; il obtient ainsi 19 0 49' 3". Cette 
expression s’applique au cas où l’on suppose que le Soleil, au bout d’une année révolue, 
revient au nœud d’où il était parti ; mais à cause du mouvement du nœud, le Soleil doit y 
revenir plutôt et avant d’avoir achevé sa révolution, ce qui doit produire une diminution 
dans le mouvement des nœuds. Il trouve en effet, par des méthodes qui dépendent de la 
considération des aires et du développement de leurs valeurs au moyen des séries infinies 
que le mouvement total du nœud par rapport aux étoiles entre deux de ses conjonctions 
avec le Soleil, est de 18 0 19' 5 "; l’excès de 36 o° sur ce nombre, donne 341° 40' 5 4 " pour 
le mouvement du Soleil entre ces mêmes conjonctions , d’où il tire 19 0 18' 1" pour le mou¬ 
vement moyen des nœuds dans l’année sidérale, ou dans l’intervalle pendant lequel le 
Soleil parcourt 36 o°. Il observe que la différence entre ce résultat et celui que donnent 
les observations, est plus petite que la 3 oo e partie du mouvement total, et qu’elle paraît 
venir de l'excentricité et de l’inclinaison de l’orbite lunaire. La première accélère trop le 
mouvement des nœuds, tandis que la seconde tend à son tour à le retarder un peu, et à 
le ramener à sa vitesse véritable. 

k?nœ V uds‘. Trai Dans la P ro P- 53 » 11 cherche le mouvement vrai des nœuds de la Lune ; mais à cause 
de la trop grande difficulté du calcul ( probablement due au peu de convergence de la 
série qu’il emploie), il se borne à donner, sans démonstration, une construction géomé¬ 
trique de ce problème, et s’en sert pour trouver l’angle qu’il faut ajouter ou retrancher du 
mouvement moyen, suivant que les nœuds passent des quadratures aux syzygies, ou 
des syzygies aux quadratures, pour avoir le mouvement vrai des nœuds. Il désigne cet 
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fcngle par le hohi â'œquatio semestris motus nodorum : il est de i° 3 o' dans les 
octans ; ce qui est conforme aux observations. 11 remarque aussi une autre équation 
qu’il appelle menstrua; mais elle ne lui paraît pas nécessaire à la recherche de la latitude 
de la Lune, parce que la variation de l’inclinaison de fiorbite éprouve aussi une inégalité 
analogue qui compense et corrige la première, de manière qu’on peut les négliger 
toutes deux. 


A la suite de cette proposition, Newton insère la méthode de Machin pour déterminer 
le mouvement des nœuds. Il cherche ensuite (prop. 34 ) la variation horaire de l’incli¬ 
naison de 1 orbite lunaire au plan de l’écliptique. Elle est exprimée dans l’orbite circulaire 
par le mouvement des nœuds multiplié par le sinus de l’inclinaison j et dans l’orbite el¬ 
liptique, par ce produit multiplié par le rapport du petit axe au grand axe. De là il 
parvient ( cor. 4) à une autre expression quand les nœuds sont dans les quadratures, 
savoir, 33 io (valeur du maximum de l’angle horaire des nœuds), multiplié parle 
produit des sinus de l’inclinaison et de la double distance de la Lune aux quadratures, 
divise par le diamètre de l’orbite. L’inclinaison est donc soumise , dans le temps du pas¬ 
sage de la Lune de la quadrature à la syzygie (les nœuds étant dans les quadratures) , à 
une variation totale de 2' 43 ", produite par la somme des angles horaires multipliée par 
le sinus de 1 inclinaison , et par le rapport du diamètre à la circonférence. 

La prop. 35 a pour objet la recherche de la valeur de l’inclinaison de l’orbite lunaire 


Variation tv»- 
rnin* de l’incli¬ 
na isoa de l’or¬ 
bite. 


Dctcrniinarin» 
de l'inclinaison. 


au plan de l’écliptique, dans un temps donné ; il la détermine au moyen d’une construc¬ 
tion géométrique qu’il démontre. Il trouve 16' a 3 " { pour la variation totale de l’inclinaison 
la plus grande, en faisant abstraction de la position qu’occupe la Lune dans son orbite. Si 
les noeuds sont dans les syzygies, l’inclinaison n’est point changée parles positions diverses 
de la Lune ; mais s ils sont dans les quadratures, il faut diminuer de i' 21" {(ou de la moi¬ 
tié de l’excès trouvé précédemment}, la variation totale moyenne quand la Lune est dans 
les quadratures , et l’augmenter de la même quantité quand elle est dans les syzygies. 

Enfin nous arrivons au scholie qui termine la théorie de la Lune, de Newton. «J’ai Scholief»*!. 


« voulu , dit-il, par les déterminations précédentes des mouvemens lunaires, montrer 


fl comment on peut y parvenir au moyen de la cause qui les produit, fl II annonce 
ensuite avoir trouvé plusieurs autres équations , sans exposer les méthodes par lesquelles 
il y est arrive. Il dit d'abord avoir reconnu que Yéquation annuelle du mouvement 
moyen, vient de ce que l’action du Soleil varie suivant la position que la Terre occupe 
dans son orbite elliptique , et l’avoir trouvée de 11' 5o" dans les moyennes distances du 
Soleil à la Terre. Il fait encore mention de deux équations annuelles du mouvement des 
nœuds et de 1 apogée, provenant de ce que leur mouvement est plus rapide dans le 
périhélie de la Terre qu’à son aphélie, en raison inverse du cube de la distance de la 
Terre au Soleil. Il trouve la première de 9' 24", la seconde de 19' 43 ", en se fondant sur 
deux raisonnemens qui ne paraissaient pas satisfaisans à d’Alembert, et qui, lorsqu’il* 
seraient vrais, ne devraient pas, dit-il, être énoncés comme des axiomes. 


La théorie de la gravite lui donne encore deux autres équations pour le moyen mou¬ 
vement lunaire, venant de ce que l’action du Soleil sur la Lune est un peu plus grande et 
l’orbite un peu plus dilatée, quand le grand axe de l’orbite lunaire ou la ligne des nœuds 
passe par le Soleil que lorsqu’ils en sont éloignés d’un angle droit. La première circons¬ 
tance produit une équation qu’il appelle semestris, qui dépend de la distance angulaire de 
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l’apogée de la Lune au Soleil, qui est la plus grande quand elle est de 45 a , et monte 
alors à 3 ' 45" dans la moyenne distance du Soleil à la Terre, autant, dit-il, qu’il a pu le 
conclure des observations. La seconde circonstance produit l’équation semestris secundo., 
qui dépend du sinus de la double distance du Soleil au nœud, et qui monte à 47" dans son 
maximum aux octans, dans la moyenne distance du Soleil à la Terre : ces deux équa¬ 
tions varient dans le rapport inverse du cube de la distance du Soleil à la Terre. 

Enfin la théorie lui a indiqué que l’apogée de la Lune doit avancer beaucoup quand il 
est en conjonction ou en opposition avec le Soleil, et reculer quand il est en quadrature, 
et que l’excentricité, qui est la plus grande dans le premier cas, est la plus petite dans 
le second : ces inégalités sont très grandes. L’équation semestre de l’apogée, qui en résulte, 
est d’environ ia° 18' à son maximum , et il se borne à la déduire des observations. 
C’est par cette inégalité qu’il exprime l 'évection. Il emploie, pour la représenter, la cons¬ 
truction d’Horroxius et de Halley, qui consistait à placer le centre de l’ellipse lunaire sur 
un épicycle dont le rayon était le sinus de l’équation principale de ia° 18'. La distance 
de son centre à la Terre exprimait l’excentricité moyenne de la Lune o,o 55 ; et en prenant 
sur ce cercle un arc égal au double de l’argument annuel, ou de la distance entre le So¬ 
leil et l’apogée de la Lune , l’angle formé par les lignes menées du centre de la Terre à 
l’extrémité de cet arc et à la Lune , représentait l’équation de l’apogée, et le premier de 
ces côtés , l’excentricité actuelle de l’orbite lunaire. Newton suppose seulement de plus , 
que la Lune tourne sur un autre petit cercle dont le centre se meut sur l’épicycle, afin 
d’exprimer que le centre de l’orbite lunaire se meut plus vite au périhélie de la Terre 
qu’à l’aphélie, dans le rapport inverse du cube de la distance de la Terre au Soleil. 

R «'«âme de la Nous venons de voir Newton exposer, le premier, la véritable cause des inégalités de 

Luae'deNew- ^ une connues, en calculer la valeur, et, guidé par la théorie, y ajouter six 
ion. ’ équations nouvelles, qui n’auraient pu que difficilement, vu leur petitesse, être dé¬ 

couvertes par la seule observation (*). On doit admirer à la fois le génie et le bonheur 
de celui qui, démêlant tous ces effets si compliqués et si variés, les déduit tous très 
naturellement d’une seule loi. On est frappé en lisant cette partie de l’ouvrage des 
Principes , de l’admirable concision de l’auteur,, qui ne laisse aucun espoir de pouvoir 
rendre ce qu’il exprime plus exactement et plus brièvement. Sa marche est aussi remar¬ 
quable par la manière dont tout se suit et s’enchaîne dans l’ordre,le plus naturel, en allant 
du simple au composé. Le plus souvent il commence par chercher la valeur du maximum 
de l’effet instantané de chaque inégalité dans le cas le plus simple ; il montre ensuite 
d’après quelle loi ou quel rapport elle varie ; il la suit dans toutes les circonstances diverses 
qui se présentent; puis les embrassant toutes à la fois , il parvient à sa valeur moyenne 
annuelle, en ayant égard à toutes les causes qui.peuvent la modifier. Cette gradation est 
en particulier bien marquée dans les propositions sur le mouvement des nœuds ; et la 
difficulté que présente encore la théorie de la Lune, aujourd’hui où l’on peut profiter de 


(♦) C’est ce qui inspirait à Halley, élégant pocle comme grand astronome, ccs vers à la louange de Newton : 
Jiiscimus hinc tandem qud causd argentea Phrrbc 
Passibus haud cequis graditur, eur subdita nulli 
Hactenus astronnmo, numerorum fraina recuset, 

Cur remeant nodi, curque auges progrediuntur . 
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tant de travaux et de tant de méthodes plus parfaites , relève bien la gloire de celui qui 
l’a ébauchée le premier, lorsque tout y était à faire. 

Les Tables que Halley, Flamsteed, Dunthorn, Cassini et beaucoup d’autres construi- Jugement 

“ J ’ . qu en ont port* 

sirent d’après les données de Newton, surpassèrent toutes les précédentes en exactitude. Clairaut et 
Il s’en fallait beaucoup cependant que sa Théorie de la Lune fût parfaite, et qu’iM’eut Alembcn. 
amenée au même degré où il avait porté d’autres parties de son traité des Principes . Clairaut 
lui reproche de supposer quelquefois des choses plus difficiles à entendre que celles qu’il 
explique. « Onne saurait aussi s’empêcher d’avouer, dit-il ( Mém.dePcir ., 1746,p- 3 fl 9 ). 
r> que la manière dont il a exposé ses découvertes a dû retarder l’utilité qu’on en pouvait 
n retirer. Je ne parle point ici de l’art avec lequel il avait caché sa méthode des fluxions, 
n la clef de toutes ses savantes recherches, parce que cette méthode, après lui avoir été 
r arrachée,- est devenue si familière, qu’on a oublié tout le tort qu’il avait eu de ne pas 
11 la communiquer. Mais je veux parler de son usage d’employer, dans la plupart des 
p endroits difficiles, un trop petit nombre de paroles à expliquer ses principes, tandis 
» qu’il paraît se livrer avec complaisance aux détails et aux vérités de calcul plus faciles 
n à démontrer, p 

D’Alembert qui a fait, dans le Discours préliminaire de ses Recherches, une analyse 
Tapide delathéoriede Newton, convient que la variation, le mouvement annuel des nœuds, 
la principale inégalité de ce mouvement et la variation de l’inclinaison, sont déterminés 
par des calculs faits avec beaucoup de clarté et de précision. Mais il l’accuse de supposer, 
sans démonstration, que l’orbite de la Lune est à peu près une ellipse dont il néglige 
même l’excentricité. Il élève quelques doutes sur la rigueur des suppositions dont il s’est 
servi dans les propositions qu’il n’a pas démontrées. Il ajoute cependant : u La philo- 
p sophie naturelle a tant d’obligations à ce grand homme, et il a montré tant de génie et 
p de sagacité dans les choses même où il a été le moins heureux, que nous ne devons 

n point cesser de l’admirer et de le regarder comme notre maître_C’est le sort des 

p pensees d un grand homme,- d’être fécondes non-seulement entre ses mains, mais dans 
n celles des autres ; et il y a peut-être plus loin du point d’où il est parti à celui où il 
p est parvenu, que du point où il en est resté à celui auquel nous pouvons maintenant 
p atteindre. r> 

Plus d’un demi-siècle s’écoula sans qu’on ajoutât rien d’important à lathéorie de laLune. Commerna- 
De nombreux ouvrages parurent cependant pour exposer et commenter celle de Newton ', tel v^ede» Prin- 
fut celui de Pemberton {A view of Newtons Philosophy, 1728) j celui de Machin, intitulé : cl P es - 
'Phe laws of the moon’s motions, qui parut en 1729. Leadbetter publia une Uranos- 
copia en 1735, et un ouvrage intitulé : A complété System of Astronomy, en 1738; enfin le 
Commentaire de3 PP. Le Seur et Jacquier parut à Genève en 1739—i 74 2 * Ceux-ci 
s adjoignirent dans ce travail, et chargèrent du soin d’en surveiller l’impression, J.-L. 

Calandrini, professeur de l’Académie de Genève, dont les notes, marquées d’un asté¬ 
risque, sont les meilleures de l’ouvrage. C’est sur la théorie de la Lune qu’il a fait les 
plus nombreuses additions. Clairaut le cite avec éloge, et d’Alembert reconnaît (Disc, 
prélim., p. 4o) « qu’il a montré beaucoup de sagacité et de connaissances, et que cet habile 
p commentateur est le premier qui ait entrepris, depuis Newton, de résoudre la question 
p du mouvement de l’apogée, n On le voit en effet, à la suite du Commentaire, cher¬ 
cher à reprendre lui-même toute la question et à parvenir directement, au moyen des 
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considérations géométriques, des suites et du calcul différentiel, à la détermination de 
l’accroissement du mouvement moyen, de l’équation annuelle et de toutes les petites 
inégalités que Newton n’avait pas démontrées. Il expose la méthode de ce dernier pour 
le calcul des apsides, et annonce que la théorie lui donne bien les mêmes lois, u Mais il 
n faut avouer, dit-il, que la quantité du mouvement absolu trouvée ainsi, n’est qu’environ 
» la moitié de celle que donnent les observations, n II expose alors une méthode qui lui 
est propre, et par laquelle il arrrive à trouver une quantité même un peu plus grande quo 
le mouvement observé. D’Alembert l’accuse d’avoir négligé, dans ce calcul, deux circons¬ 
tances essentielles, la variation de l’excentricité et la force perpendiculaire au rayon 
vecteur; il ne 1 annonce cependant qu’avec quelque réserve, et la complication de cette 
méthode 1 a peut-etre empêche de la suivre jusqu’au bout, et de rendre à son auteur toute 
la justice qu’il méritait. 

Mémoire de Dè^ l’année 1743, Clairaut avait lu à l’Académie des Sciences un Mémoire sur la théorie 
quelque*projv* de la Lune > dans le but de simplifier quelques propositions de Newton, en les traduisant 
° U " Cn Après être parvenu, au moyen d’une construction géométrique compliquée, 

ton. à l a véritable expression des forces du Soleil, il y donne la valeur du rayon de la déve¬ 

loppée de 1 orbite de la Lune, en supposant son excentricité nulle. Il relève à ce sujet 
une erreur contenue dans l’ouvrage de Machin ; il trouve une expression analytique de la 
variation qui s’accorde avec celle de Newton, et il donne à peu près la même méthode 
que lui pour trouver le mouvement des nœuds, en démontrant les deux théorèmes de 
Machin sur leur vitesse, insérés dans les Principes. 

Tables Euler publia à Berlin, en 1744, l’ouvrage intitulé : Theoria motuum planetarum et 
d kilîer ^ uae ’ cometarumeontinens melhodumfacilem ex aliquotobservationibus orbitas déterminandi, 
où il indique la méthode de trouver l’orbite d’une comète au moyen de trois observations ; 
mais la théorie de 1 attraction n’entre pour rien dans cet ouvrage.En 1746 il fit paraître, dans 
ses Opuscules, des Tables de la Lune dressées en partie sur la théorie, et où il employa la 
premier, au lieu de la construction compliquée où l’on supposait le mouvement de l’apogée 
et l’excentricité variables, le véritable argument de l’évection, c’est-à-dire le sinus du double 
de la distance de la Lune au Soleil, moins la distance de la Lune à son périgée. Ces Table* 
furent aussi insérées dans l’Almanach dçBerlin de 1750 ; elles étaient fondées sur des calcul* 
plus exacts, mais sans être non plus accompagnées de la théorie qui avait servi à les 
construire. Il y regarde l’excentricité comme constante ; il calcule et expose séparément 
toutes les équations de la Lune , et emploie l’anomalie excentrique pour déterminer le 
lieu de la Lune dans l’ellipse constante. 

Progrès des Plusieurs ouvrages remarquables avaient, depuis quelque temps, fait faire de grand» 
mluiquesd'pms P as aux sciences mathématiques. Euler, dans sa Mécanique, publiée en i 7 36 , avait 
Newton. appliqué l’Analyse à la science du mouvement; il avait intégré les équations linéaires du 
second ordre dans sa pièce de 1740 sur le flux et le reflux. 

L annee 17 43 avait vu naître le bel ouvrage de Clairaut sur la figure de la Terre, et la 
Dynamique de d’Alembert, non moins remarquable. Dès 1742, Maclaurin avait, dans 
son Traité des Fluxions, substitué aux formules des forces tangentielles et des forces 
normales, la décomposition des forces suivant trois axes rectangulaires, que sa simplicité 
a fait ensuite généralement adopter. Euler avait perfectionné la Trigonométrie, en y 
introduisant ces transformations, ces analogies et ces réductions faciles et fécondes , qui 
permettent de présenter dans chaque cas les formules sous la forme la plus commode. 
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Enfin , ce fut à peu près à cette époque que les Académies, en proposant des prix sur 
des questions d’Astronomie physique, n’accueillirent plus que les pièces fondées sur la 
théorie de l’attraction. Contribuant déjà essentiellement, par le concours des lumières et 
des travaux de chacun de leurs membres, au progrès des sciences, elles leur sacrifièrent 
en quelque sorte l’intérêt de leur propre gloire, en provoquant les recherches des savans 
étrangers et en couronnant leurs succès. Des jugemens impartiaux, des récompenses à la 
fois solides et glorieuses, excitèrent une noble émulation, vinrent au secours du talent dans 
le besoin, dirigèrent les travaux vers les points essentiels, et servirent comme d’un stimulant 
presque necessaire à des recherches dont la difficulté devait s’accroître de plus en plus. 

Après un certain nombre d années de repos et de réflexions, nécessaires peut-être au monde 
savant pour comprendre et approfondir les ouvrages d’un grand maître, nous allons voir 
naître tout-à-coup plusieurs travaux importans et simultanés sur les effets de l’attraction réci¬ 
proque des corps célestes dont il importe le plus de connaître les mouvemens ; l’époque 
est arrivée où les esprits, mûrs en quelque sorte pour les découvertes, se rencontreront sur 
les memes routes, où les géomètres se partageront la gloire sans se l’enlever. 


CHAPITRE IL 


Théorie de la Lune de Clairaut. Mouvement de Vapogée de la Lune. 

Clairaut après avoir, depuis le 7 janvier au G septembre 1747, remis successivementau 
secrétaire de l’Académie des Sciences, divers morceaux sur le problème des trois corps (qui 
ont paru textuellement ensuite dans les n°* de novembre, décembre 1760, et janvier 1761 
du Journ. des Sav.^ , lut a 1 assemblée publique du i 5 novembre 1747, un discours dans 
lequel il expose en ces termes la marche de ses idées sur ce sujet : u Après avoir examiné 
» long-temps la théorie de M. Newton sans en tirer la conviction que j’attendais, je me 
r suis déterminé à ne plus rien emprunter de lui, et à chercher directement la détermina- 
n tion des mouvemens célestes d’après la suppositibn de l’attraction mutuelle. Il fallait 
n pour y parvenir commencer par ce problème : Trois corps étant donnés avec leurs po - 
r sitions, leurs masses et leurs vitesses , trouver les courbes qu'ils doivent décrire par leur 
r> attraction supposée proportionnelle à leurs masses , et en raison inverse du carré des 
fl distances. Bien des géomètres avaient senti qu’on ne pouvait arriver à rien de satisfaisant 
fl et de général, dans le système du monde, qu’on n’eût préalablement détermine ces 
a courbes ; mais personne, que je sache, ne les avait trouvées, etc. fl 

Pour y parvenir, Clairaut considéra le mouvement d’un corps soumis a la fois a une 
force principale 2 dirigée vers un centre fixe , et à une autre force n perpendiculaire à la 
première, dirigée dans le même plan, et tendant à accélérer la vitesse du corps ; il parvint, au 
moyen de deuxlemmes qu’il avait déjà démontrés (A/ém. Par., 17 éfi ., page 24), à exprimer 
l’espace que chacune d’elles, considérée isolément, ferait parcourir au mobile dans l’élé¬ 
ment dt du temps, en fonction de son rayon vecteur r et de sa distance angulaire v à un 
axe fixe •, et comme les espaces parcourus ont aussi pour expressions le produit des forces 


Mémoire de 
Clairaut lu à 
l'Acadcmie eu 

*: 47 - 


Méthode de 
Claiiaut pour 
résoudre le pro¬ 
blème du mou- 
rem. d’un corps 
soumis à deux 
forces, l’une 
dirigée vers un 
centre, l’autre 

r ipcndiculaii* 
celle ci. 
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par les carrés des temps, il égala ces deux valeurs ; et, obtenant les deux équations géné¬ 
rales du mouvement dans un plan (*), parvint ainsi à résoudre complètement toute la 
partie mécanique du problème. 

Mais ces équations étant différentielles du second ordre entre r, v et t, ne pouvaient 
pas servir sous cette forme à déterminer le mouvement; pour y parvenir, Clairaut intégra 
une première fois, avec une constante arbitraire/, le premier membre de la deuxième, et 
il en conclut la valeur de dl en fonction de r, de dv, et d’une fonction p , qui représente 

I ' inté s rale de Ia force n "’wWpüée par ~ (**). Substituant cette valeur dans la première 

dcduit^par l’in- e Q uat i° n * après lavoir dégagée de la condition que t y fût la variable indépendante, il 
tiigraiion. obtint l’équation différentielle de la trajectoire, où il regarda dv comme constant; il sup¬ 
posa ensuite laforce 2 composée de deux parties, l’une ^ inversement proportionnelle au 

carré de la distance , et 1 autre quelconque qu’il appela <t> ; puis désignant par fl la somme 
de tous les termes de 1 équation différentielle, où les forces <t> et n entrent en facteur, 
précédées ou non du signe de 1 intégration, il parvint à une équation du second ordre, où 

— était la variable principale. Intégrant ensuite complètement, il obtint pour - une première 

partie analogue à son expression elliptique, et une seconde partie composée de deux 
termes où fl se trouvait sous le signe /multiplié par dv cos v ou dv sin v ( *** ) ; ayant 
ainsi réduit toute la difficulté de la solution cherchée à la détermination de p et de n il 
avait résolu la partie générale du problème, et il ne lui restait plus qu’à substituer, pour 
ces fonctions, leurs valeurs dans chaque cas particulier. 
île sfSorieaa 11 a PP li q uaal <^ ses formules au cas de la Lune qui gravite vers la Terre dans une orbite 
cas delà Lune, troublée par le Soleil; en supposant la Terre fixe, les trois corps dans le même plan, et 
l’orbite de la Terre circulaire; M représentant alors la somme des masses de la Terre 
et de la Lune. Il détermina les valeurs des forces troublantes 4 » et n, en fonction du rayon 
vecteur r , de l’anomalie vraie v (rapportée à l’apogée) * de l’élongation T (ou de la dis¬ 
tance angulaire de la Lune au Soleil), de la masse N du Soleil, et de sa distance / à la 


(*) rdv> — d'r=z2dl», rd'v -f -idrdv — Tldl*. ( Voyez la noie a, § i, pour la démonstration de ce» 
équations.) 

rilr'dv 


r ez note 3.) 


<•*> *= 777 =’ <'* 

{*'*'*) Après avoir suppose 1 = -f. ♦ , on arrive à l’equation 

d , 1 , fl rdr 

oi , n =*L±M£ll'. 

r d»' f* i-bjf 

Si l’on fait -Ç^=p, et qu’on intègre avec deux constantes c et g, on a 

“ = » — S «n *>— c co* v ■+■ «in vfOdv cos v — coa ufddv sin v , ( voyez note 3 ) 

et p est le demi-paramètre de l’ellipse qui serait décrite par l’action de la seule force —î. 
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terre, et substitua ces valeurs dans celles de n et p (*). Pour pouvoir ensuite intégrer les 
termes où entrait 12, qui est fonction de p, il aurait fallu qu'il pût réduire ces termes à des 
fonctions de la seule variable v, et pour cela substituer pour r et T, qui entrent dans les 
expressions de <I> et n, leurs valeurs en fonction de v, tandis que c’était précisément la 
détermination de ces valeurs qu’il cherchait. 

Clairaut vit ainsi l’impossibilité d’arriver par ce moyen à une intégration rigoureuse ; et 
la complication de l’équation différentielle, lorsqu’on y substitue pour p et 12 leurs valeurs 
générales, ne lui permit pas d’espérer qu’on pût jamais y séparer les variables par les 
méthodes connues ; il reconnut donc la nécessité de recourir à des procédés indirects et 
successifs pour résoudre le problème, en profitant pour cela de tous les avantages qu’ofFrait 
le cas particulier dont il s’occupait. 

Les observations lui apprenant que l’orbite de la Lune s’approche beaucoup d’être une 
ellipse dont l’excentricité est peu considérable, sa première idée fut d’exprimer cette con¬ 
dition en substituant pour r sa valeur donnée par l’équation polaire de l’ellipse, dans les 
termes de 12 où il se trouvait, en négligeant, dans les développemens, les puissances 
de l’excentricité supérieures à la seconde ; et la petitesse des forces perturbatrices 


Impossibilité 
d’une solution 
rigoureuse. 


Emploi des 
donncesdel’ob- 
servaiiou. 


1> et n venant du Soleil par rapport à la force principale —venant de la terre. 


rendant les termes où elles entraient très peu sensibles par rapport aux autres, l’autorisait en 
effet à ne substituer dans ces termes, pour les variables, que des valeurs approchées. Il les 
détermina donc d’abord par la condition que l’orbite de la Lune fût une ellipse ordinaire, 
et cela pouvait suffire pour représenter le mouvement troublé de cet astre pendant un an. 

Mais il remarqua ensuite que le mouvement que l’on avait reconnu depuis long-temps 

dans la ligne des apsides de l’orbite de la Lune, étant considérable, et produisant une 

révolution decette ligne en neuf ans, l’hypothèse d’une ellipse fixe n’était pas assez exacte, 

puisqu’il suffisait de deux ans et demi pour que la véritable position de la ligne des 

apsides fût à plus de 90° de celle qu’il lui assignait. Il supposa donc que la Lune décrivait 

une ellipse mobile dont les élémens étaient indéterminés ; son équation polaire (**), où K Prfmiire a „ 

représentait le paramètre, e l’excentricité et nty le mouvement de la Lune diminué du proximatinn du 

mouvement de l’apside, lui donna le moyen d’éliminer r des valeurs de p et de 12 . Pour t rouUc;! menl 

pouvoir substituer aussi la valeur de l’élongation T dans l’expression de 12, il intégra 

l’équation qui déterminait en l’appliquant successivement auxmouvemens de la Lune 

et du Soleil (***) •, ayant ainsi la valeur du temps que la Lune metàparcourir l’arc v, et celle 


(*) Les forces perturbatrices sont (note 4> § a ) * = — (1 +3cosaT), n =- —pi d’où Ion lire, 


, • NK 3 

en faisant 




■ 3 * r * --»t+îK£.;oiT+v 


(**) r = 


i — e cos mv 


( Voyez note 1 .) 

r*dv 


(***) La valeur approchée dt = -ÿ,-=r donne, dans le cas de la Lune, en substituant pour r la valeur 


3 
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du temps que le Soleil met à parcourir l’arc i correspondant, il les égala toutes deux; 

puis, remarquant que T = v— z, et désignant par -- - — le rapport (donné par les ob¬ 
servations) des temps périodiques dé la Lune et du Soleil, il le substitua au rapport des 
coefficiens de v dans les deux membres, et en conclut la valeur de T en fonction de v 
et des sinus de ses multiples. 

Il ne lui restait plus alors qu’à substituer, en se bornant aux termes du premier ordre, 
toutes ces valeurs dans fi, qui, étant ainsi réduite à une fonction des cosinus des multiples 
de v , rendait intégrables les termes de l'équation de l’orbite qui la renfermaient (*). Il obtint 

ainsi une deuxième valeur de ^, résultant de la première qu’il avait supposée, et d’une 

forme analogue à celle-ci, mais augmentée de plusieurs termes, l’un en cos v multiplié par 
une suite de coefliciens dont les deux premiers sont indépendans de e\ d’autres en 

tient l’équation COS ^ — 771 ^ V , COS Q+m), , cos S Vy multipliés par des coefliciens dépendans tous de la 
naire. première ou de la deuxième puissance de e(**). Le terme en cos v étant considérable (à cause 


precedente, négligeant les e i et intégrant, 

t == ft' - - *+• 25 sih mv ■+> sin Imv j ; 

[/pM i m J 

dans le cas du Soleil, r et p se changent en / (puisque le demi-paramètre p se confond avec la distance 
moyenne quand l’excentricité est nulle), MenN, s» en z, ce qui donne, en intégrant, 


v/n 


i /J* K*(i-f*3e*) f as 3e* . > 

On a donc —=± = ——< *'+• — »ih me -h sih*m«' > } d’oti l’on tire 

__ V W V>M l 4 m j* 

K* l/*W (i -f-|e») n — i ... rr , v n — i fie . 3< 

llVWl n n n 4, 

lh les valeurs de sini»T, cosâT. 

(*) Eh effet, supposons dans (i ntt terme A c ospv, il produira dahs la fonction 
A = sin vftldv cos v — cos vfCldv sin v, 

en intégrant entte les limites o et p, le terme é P t> K f p'oyKX noté $.) 


(**) La valeur supposée était -= ■! 


ni'; la valeur donnée par Pirttégration est, en faisant 


« — , supposant v compté à partir de l’apogée, et désignant, pour abréger, par f, g f k } i , h des 

fonctions de m , n, K, p, e f 

I - l±j £_ L Ce -f -7^— + «c *) «soi *> P + -Sïïl. cos î * 

hn'we _. ûui*e /a , \ 

p[(i — mn)*—n*] \n J p [(2 + mnp — *’] C ° S v» ✓ 

-f- —7 -—tîfllî -- cos i(- — m\ v , 

^[4(i—m/»)* — 7 »»] V* / 

(Voyez Mèm. de Par., r^S, V- 34g.) 
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de son coefficient), rendrait, s’il était conservé, la deuxième valeur très différente de la va¬ 
leur supposée, ce qui serait contraire à l’hypothèse confirmée par les observations, savoir, 
que la Lune décrit à très peu de chose près une ellipse mobile (*) ; ainsi, pour que la méthode 
ne soit pas fautive, il faut faire disparaître ce terme en profitant de l’une des indéterminées 
pour égaler à zéro son coefficient. Quant aux autres termes, affectés de plus petits coeffi- 
ciens que les premiers, ils ne sont pas contraires à l’hypothèse fondamentale, mais ils La comparai- 
indiquent seulement] quelle ‘n’est pas tout-à-fait assez exacte, et montrent la forme 

1 de l'équation 

des termes qu il taut ajouter a ceux qui composent la valeur elliptiqu ed e - pour conclue, iuidon- 

r t ne 3 équations 

obtenir une expression plus approchée. Enfin, quant aux deux termes semblables dans de condition, 
l’équation supposée et dans l’équation donnée par le calcul, on doit, pour exprimer leur 
identité et déterminer en même temps les deux constantes K. et e, égaler mutuellement 
leurs coefliciens. On obtient ainsi deux relations, dont l’une, donnée par la comparaison des 

coefficiens de cosmv dans les deux valeurs de -, contient e en facteur commun, et fournit, 

r 

en l’effaçant, la valeur de m en fonction du rapport des temps périodiques de la Lune et 
du Soleil (**) ; or, celui - ci étant connu par les observations, pour que la relation pré¬ 
cédente fut vérifiée et la bonté de la méthode confirmée, il aurait fallu qu’en substituant 
sa valeur dans celle de m , on retrouvât réciproquement par là , pour le mouvement de 
l’apogée 1 — m, une quantité qui différât très peu de celle que les observations lui assignent 
aussi. C’est ce qui n’arriva pas, ni bien loin de là, puisque Clairaut trouva avec étonne- ne^roare 
ment, par cette méthode, 1 — m= 0,0041964» 611 prenant le mouvement de la Lune ment de l’apo- 
pour unité -, ce qui ne donne que i° 3 o' 38 " pour le mouvement de l’apogée au bout 
d’une révolution de la Lune, tandis que les observations établissent ce mouvement de ^ qu’indiquent 
o,oo 8455 , ou au moins du double du précédent. 

Ce résultat singulier pouvait tenir à deux causes différentes , à la loi de l’attraction ou 
à la méthode ; mais la solution que celle-ci fournissait étant fondée sur ce que les obser¬ 
vations avaient appris depuis long-temps touchant la nature de l’orbite lunaire, ne 
pouvait pas être entièrement erronée , et il n’était pas naturel quelle donnât un résultat 
ei différent. Au contraire, la loi du décroissement de 1 attraction en raison inverse du cc u e anomalie, 
carré des distances , n’avait pas encore l’épreuve du temps pour la confirmer. Newton 


(*) On -voit, de plus, que le terme cos v ajouté à la valeur primitive de — , puis substitue dans celle 
de fl, produit dans A et dans la nouvelle valeur de - qu’on en conclut, le terme t'sin v, qui, contenant 
l’arc en dehors des signes périodiques, peut croître indéfiniment avec le nombre des révolutions. {F’oyc* 

note 3.) 

(♦*) On détermine les trois lettres K, e, m en posant les équations de condition 

K =r +7f‘ 

et l’on tire de celle-ci : i — m» = où l’on peut supposer K. = P, K étant à très peu près la moyenne 

distance de la Lune à la Terre. 
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avait dit lui-même qu’il fallait probablement des puissances de la distance supérieure» 
à la seconde, pour expliquer l’ascension des liquides dans les tubes capillaires, la rondeur 
des gouttes d’eau et la réfraction. Clairaut avait cru voir aussi que cette loi ne s’accordait 
pas avec les phénomènes de la figure de la Terre, et que les résultats tires des mesures 
(lu pendule, par la théorie, étaient différens de ceux que fournissaient les déterminations 
de l’arc du méridien, d’après les observations de Bouguer et de la Condamine. Aussi ce 
nouveau résultat le porta d’abord à abandonner entièrement l’attraction. Mais en faisant 
attention ensuite au grand nombre de phénomènes avec lesquels elle s’accorde , tels que 
les lois de Kepler, le mouvement des nœuds de la Lune (qu’il avait calculé séparément, et 
trouvé assez conforme à ce qu’enseigne l’Astronomie ) , le flux et le reflux de la mer, il lui 
sembla cependant aussi difficile de la rejeter que de l’admettre, u Ce qui me parut (dit-il 
Nonv Ile r> Mém. cité, p. 3 3 y) de plus simple et de plus propre à servir de dénouement, c’est 

tju’H propose de ” que l’attraction a lieu dans la nature, mais en suivant une autre loi que celle qu’avait 

substituer^ à „ établie M. Newton. Cette idée, qui vient d’abord à l’esprit, est en même temps combattue 

t on . r> par une difficulté qui semble la détruire. La Lune exige sans doute une autre loi d’attrac- 

r tion que le carré des distances -, mais les planètes principales ne demandent-elles pas 
y> au contraire cette loi, en conséquence de l’observation des règles de Kepler? Il est 
ri aisé cependant de répondre à cette difficulté , en faisant remarquer qu’il y a une 
» infinité de lois à donner à l’attraction, qui différeront très sensiblement de la loi du 
n carré pour de petites distances, et qui s’en écarteront si peu à de grandes, qu’on ne 

r> pourra pas s’en apercevoir par les observations-Qu’on regarde, par exemple, la 

» quantité analytique qui exprime la. relation de l’attraction à la distance , comme com- 
» posée de deux termes, l’un ayant le carré de la distance au diviseur, l’autre lecarré- 
« carré -, on verra, en comparant les effets de l’attraction à deux distances, dont l’une est au 
r> moins ICO fois plus petite que l’autre ( telles que la distance de la Lune à la Terre et 
n celle de Mercure au Soleil), que, pour la première, l’attraction sera sensible- 
n ment différente de ce qu’elle serait dans la loi du carré, et que, pour la seconde , la 
n différence sera au moins 100000 fois plus faible. J’avais autrefois imaginé de pareilles 
■r> formules d’attraction pour expliquer comment une même force qui ne se manifes- 
n terait dans les mouvemens célestes que proportionnellement aux carrés des distances , 
« pourrait cependant agir comme les cubes ou comme des puissances plus élevées dans 
n les phénomènes qui se passent sous nos yeux; je ne croyais pas alors que cette autre 
n partie de l’attraction pût se faire connaître par les planètes mêmes. N’ayant pas su 
v trouver, dans ce temps-là, la vraie théorie de la Lune, je me serais bien gardé de 
n croire autre chose que ce qui résultait de celle de M. Newton... . Appuyé maintenant 
» sur ma théorie de la Lune, je ne m’en prends plus qu’à l’insuffisance de la loi du carré 
« des distances, etc. * 

Dans la suite du Mémoire dont nous avons extrait le passage précédent, on voit Clairaut 
chercher à s’assurer , aux yeux du public, la priorité de cette découverte, qu’il regardait 
comme très importante, et ne pas même rendre tout à fait justice à cet égard , à Newton 
et à son commentateur Calandrini, en prétendant qu'ils n’avaient pas fait cette observation 
avant lui, tandis que l’on peut bien la leur attribuer déjà , ce me semble. Au reste, 
'Euler dente Clairaut ne fut pas le seul qui parvint à découvrir, à peu près dans le même temps, que 

aussi de la loi ] a théorie conduisait d’abord à des conclusions contraires à la toi de l’attraction; Euler 
de Newton 
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dit, dans la pièce sur les Inégalités de Saturne, qu’il avait envoyée à VAcadémie des 
Sciences, en 1747 , p. 9 : a Ayant comparé soigneusement les observations de la Lune 
n avec la théorie, j’ai trouvé que la distance de la Lune à la Terre n’est pas si grande 
n quelle devrait l’être selon la théorie; d’où il suit que la gravité de la Lune vers la 
» Terre est un peu moindre que selon la raison inverse des carrés des distances ; et 
n quelques petites inégalités dans le mouvement de la Lune , qu’on ne saurait expliquer 
n par cette théorie, m’ont encore davantage confirmé dans ce sentiment. ...(*) H me 
n paraît fort vraisemblable que l’action même de Jupiter sur le corps de Saturne s écarté 
„ considérablement de la raison inverse du carré des distances. Si l’on croit que la gra- 
n vitation universelle a une cause physique ou mécanique, on sera presque forcé d’accorder 
„ qu’elle ne s’étend point à l’infini, et alors il faudra avouer que les forces des corps 
v célestes décroissent davantage que selon la raison carrée des distances, puisque cette 
t raison les répandrait à l’infini, etc. n 

D’Alembert avait remis un Mémoire à l’Académie, le 6 novembre 1747 (avant d avoir p Aleml>ert 
entendu celui de Cîairaut), où il arrivait, par une autre méthode, au meme résultat sur le “ tsuUat 
mouvement de l’apogée, sans en tirer aussi explicitement que lui des conséquences contre CLuraut. 
l’attraction newtonienne. Il cherche cependant à prouver qu il n est point à craindre que 
les termes négligés changent sensiblement le mouvement de l’apogee , et en conclut que 
le centre de gravité de la Lune, abstraction faite de la force solaire, est tiré vers a 
Terre par une autre petite force qui n’est pas en raison inverse du carré des distances, et 
qu’il faut ajouter à la première. 

Tandis que les plus grands géomètres semblaient se réunir pour élever des doutes sur Bnffon gon 
la loi de l’attraction, Buffon (**) se présenta pour la défendre, et il y employa, à plusieurs tient f 
reprises, tant des raisonnemens mathématiques que des argumens métaphysiques. Nous newtonienne, 
présenterons un de ceux-ci, d’après d’Alembert (Rech. , tom. I, p. 186). u II me paraît, 

„ dit-il, assez naturel de penser avec M. de Buffon, que l’attraction étant regardée comme 
v une qualité physique, c’est-à-dire comme une loi primordiale de la nature, la loi 
n du carré, ou en général toute loi dépendante d’une puissance unique de la distance, 
n est préférable à toute autre fonction algébrique qu’on voudrait y substituer; car cette TOna>ion qni 
r> fonction renfermerait nécessairement au moins une quantité constante : de sorte que j et cn(re j ni cl 
» le rapport des forces attractives à deux distances quelconques du corps attirant ne Cîairaut. 
n serait pas déterminé par les seules distances , mais encore par quelque paramètre qui 
n modifierait et compliquerait ce rapport : ainsi l’attraction ne dépendrait plus simple- 
« ment de la distance, mais aussi de ce paramètre qu’on ne voit pas trop pourquoi la 

nature y aurait introduit, n Cîairaut répondit assez vivement à Buffon, en réfutant 
victorieusement les prétendues démonstrations mathématiques de celui-ci , qui sou enai 
une bonne cause par de mauvais argumens. Il montra que, quoique les ois simp es ou 


, ¥) D’Alembert (Recherchai. I, p. u3) parle d’une lettre de M «.permis, où il lui apprenait qu’Euler 
était arrivé longtemps avant les savans français, par «ne autre méthode, k la même conclus, on sur le mou¬ 
vement de l’apogée, et Euler avoue lui-même, dans sa Th. delà Lune, de i 7 53, avoir conserve plusieurs 
années ces préventions contre la loi de Newton. 

(-) En , 7 3G, Ruffon, encore peu connu, avait publié une assez mauvaise traduction du Traité des 
Fluxions de Newton. 
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composées d'un seul terme soient les plus probables et les plus belles, l’existence de* 
autres est possible. Il fit voir que l’idée d’une attraction magnétique de la Terre sur la 
Lune, dont Newton avait dit un mot ( Princ. math. , I. III, prop. 3 y) , était peu satisfai¬ 
sante , et ne s’appuyait sur rien. Il en dit autant de l’hypothèse de Bonguer, qui, pour ac¬ 
corder les faits, supposait que quelques parties de la Terre et des autres planètes attirent, 
suivant des fonctions différentes de la distance, et qu’il résulte de l’effet moyen de 
toutes ces forces particulières , une force totale par laquelle la planète agit suivant une 
loi complexe. Buffon observait cependant, avec raison, que les faits qui s’accordaient 
avec la loi de Newton étant plus nombreux que ceux qui l’infirmaient, on ne de¬ 
vait pas la rejeter si promptement. «M. Clairaut, disait-il {Mém. de Paris., 1745, p. 5 oo), 
>1 propose une difficulté contre le système de Newton ; mais ce n’est tout au plus qu’une 
r> difficulté qui ne peut ni ne doit devenir un principe -, il faut chercher à la résoudre 
n et non pas en faire une théorie dont toutes les conséquences ne sont appuyées que 
n sur un calcul ; v et il ajoutait, peut - être trop légèrement : et On peut tout repré- 
n senter avec un calcul, et on ne réalise rien. r> Cette discussion ayant excité un inté¬ 
rêt général, le bénédictin Walmesley voulut aussi prouver, contre Clairaut, que l’attrac¬ 
tion expliquait très bien le mouvement de l’apogée. Le chevalier d’Arcy lui répondit, 
en montrant que la méthode de Walmesley même ne donnait que la moitié du mouve¬ 
ment réel. 


Clairaut dê- Les esprits étaient donc incertains , et la rigueur des raisonnemens des géomètres 
couvre le pre- 4 le 3 décider, les uns contre l’attraction en général, d’autres contre la loi 

sujet du mouv. de Newton seulement, lorsque Clairaut, qui avait le premier élevé publiquement des doutes 
de 1 apogte. sur cette j q . ^ eut de la confirmer aussi le premier, au moyen des recherches 

mêmes qu’il avait entreprises pour établir celle qu’il voulait d’abord y substituer. Il partit 
de la valeur du rayon vecteur à laquelle il était parvenu dans son Mémoire (*) , afin de 
chercher la nouvelle loi de la gravitation nécessaire pour donner à l’apogée tout son 
mouvement. Il entreprit, dans ce but, une nouvelle approximation, en ayant égard aux 

termes en cos - v, cos ( - — m ) v, etc., qui, en vertu de la première approximation , 
n \n / 

devaient être ajoutés à ceux de la simple valeur elliptique de —. Il substitua cette seconde 
valeur dans l’expression générale de 12 ; il mit aussi pour sin a T et cos aT leurs dé- 
veloppemens en fonction de v, dont les premiers termes sont sin - v, cos - v. Il s’a¬ 
perçut alors que le produit de ces quantités par les cos v , cos (M- 

qui provenaient des puissances de — , introduisait de nouveau cos mv, augmentait beau¬ 
coup le coefficient de ce cosinus dans l’équation de l’orbite qu’il en concluait, et doublait 


(*) Cette valeur était de la forme 

- = x —e co* mu ■+■ Ccos ^ — y cos u ■+•1 cos *+• v 4- £ cos — awi ^ v. 
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presque la valeur de 1 —• m qui en résultait (*). Etant parvenu ainsi à retrouver, à 
peu de chose près, par la théorie , le même mouvement de l’apogée de la Lune qu’in¬ 
diquaient les observations, il vit que lorsqu’on n’en trouvait que la moitié, ce n’était 
pas la loi de Newton qui était en défaut, mais la méthode d’approximation employé», qui 
donnait, par la deuxième opération, des termes comparables à ceux de la première, 
tandis que se fondant vainement sur la convergence des résultats obtenus par ces procédés 
successifs , on n’avait pas eu encore l’idée de pousser plus loin l’approximation pour s’en 
assurer. Clairaut, après avoir remis à M. Grand-Jean de Fouchy, secrétaire de l’Académie, 
le 21 janvier 1749» « n Mémoire cacheté qui contenait les fondemens sur lesquels repo¬ 
sait son importante remarque, l’annonça publiquement à l’Académie, le 17 mai suivant, 
sans indiquer la route qui l’y avait conduit, et en rendant compte du simple fait auquel 
il était, disait-il, parvenu en considérant de nouveau la question sous un point de vue 
qui n’avait encore été envisagé de personne ; cette réserve et ce désir de déguiser 
même son procédé, en déroutant ceux qui l’auraient voulu chercher plutôt que de les 
mettre sur la voie, tenaient probablement à ce que déjà, à cette époque, on supposait que 
l’Académie de Pétersbourg, qui avait un prix à proposer, prendrait pour sujet la théorie 
de la Lune, et que Clairaut avait le projet d’y concourir. Cependant, malgré ces pré- EulerparTicnt 
cautions, Euler n’eut besoin que de la nouvelle de cette découverte pour parvenir au de son «fin nu 
même résultat par une méthode différente, ce qui ne l’empêcha pas de reconnaître que n,cme 1,6 “■ tat * 
Clairaut en méritait tout l’honneur (**). Quant à d’Alembert, s’il ne parvint pas à dénouer 
la difficulté avant de connaître le principe sur lequel s’était appuyé Clairaut, il eut au un p| lis Ki;in d 
moins postérieurement le mérite , en voyant que les termes qui avaient fait découvrir à î* 

Celui-ci la raison de sa première erreur ne suffisaient pas, et donnaient encore une théorie ctTob* 
différence de 3o', de pousser beaucoup plus loin que lui l’approximation , et d’arriver à scr,at,on - 
une valeur encore plus rapprochée de celle que donnent les observations pour le mou¬ 
vement de l'apogée de la Lune. 

Après la petite digression dans laquelle nous venons d’entrer sur une anomalie qui 
avait long-temps tenu les astronomes pour ainsi dire en échec, nous allons reprendre 
l’exposition de la méthode de Clairaut, que nous avons laissée au moment où il parvenait 
à la première expression du rayon vecteur dans i oibite troublée. Il indiqua , dès ij 4 T > 


>duira 


(♦) Considérons dans * le seul terme — y cos Q — m } * de plus que sa valeur elliptique ; il produi 

dans £ le terme 3* cos Q — c, dans £ le terme *y cos Q — v j et de là dans la parue . 

,; n îr + ys C* îp,, de n, le .«me ~ Z ~ 1 G" ”)] 

a/f* n aK J ù*d n p J n L P m •» H 

X «try cos mv, qu’il faudra multiplier par pour avoir le terme correspondant dans l’equation de 

l’orbite ; ce qui donnera, en la comparant avec l’cquation primitive, ainsi que nous 1 avons fait plus liaut^ 

d’obl’ou tire ,-m = 0.00836. 


(**) Th Lun p 130 Gloria hujus insignis inventi cum industriœ tum candori exccllcntissimi 

pi*»» ««S»» 


professus. 
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comment, en substituant cette valeur dans l’expression générale dedt (*), puis intégrant, 
on pouvait tirer la valeur du temps, et parvenir de là, en résolvant un problème sem¬ 
blable à celui de Kepler, et en évaluant ensuite tous les coefüciens en nombres au moyen 
de quelques élémeDs astronomiques, à des formules dont on pouvait construire des 
Tables qui détermineraient le mouvement de la Lune pendant un très grand nombre de 
révolutions -, mais cela était inutile jusqu a ce qu’on fût parvenu à la véritable expression du 
mouvement de l’apogée. Dès que Clairaut l’eut trouvée à peu près, par la théorie, il préféra 
prendre tout d’un coup pour m sa vraie valeur donnée par les observations, afin de ne 
pas revenir trop de fois au même calcul, et de ne pas compliquer inutilement les opérations, 
u II est clair, dit-il, qu’on en peut user ainsi, même quand on ne se serait pas convaincu, 
» comme moi, que c’est aussi la valeur donnée par -la théorie, puisque si l’on parvient 
n ensuite à retrouver par là cette même valeur, la supposition sera justifiée, et que dans 
» le cas où elle ne le serait pas, il aurait toujours fallu la faire pour trouver la correc- 
» tion que demanderaient les forces accélératrices, n 
Mémoire «le Le Mémoire de Clairaut, remis en janvier 1749 et inséré dans ceux de 1748, a pour 

Clairaut remis ^t re ; jj e [ Orbite de la Lune , en ne négligeant pas les carrés des quantités de même 
a I Academie en . 0 0 1 , , , 

*74g. ordre que les forces perturbatrices. Il contient le développement de la seconde approxi¬ 

mation qu’il avait entrepris de faire des mouvemens troublés, et qui lui fit découvrir la 
vérité au sujet du mouvement de l’apogée. Pour cela il reprend la valeur du rayon que 
Deuxième ap- ava j t f ourn i J a première approximation (savoir, sa valeur elliptique augmentée de 
dFs mouvemens quatre petits termes dont il désigne la somme par |). Il prend aussi pour le temps , ou 
lunaire*. pour l’ an omalie moyennexqui en résulte, la valeur à laquelle il était parvenu (**), 


l/piviv/i-f-a* 

(**) Il suppose 

— = 1 — ecosme-hC co»^e — y cos ^ — m^ e + «f cos -f- e-f-Çcos 2Ç- — m ^ e 
= 1 — e cos me-h g, a 

x ex e -\-besmme -f -ge* sin îme + ha. sin — mj e — qa sin - ^ j 

les coefficiens e, C, y, b, g , etc. étant connus par la première approximation. 

Il substitue ces valeurs dans les expressions des fonctions perturbatrices 

'= m 1 "'' 1 '’' n =Gf + mi~ 3 0 (,-2 ' +ir>i 

de là dans l’équation de l’orbite, 

1 I c sin e - , cos e rn , 

- —-cos e -f-/ ride cos v —-/ Clde Sin v , 

r p p p p 

et dans l’expression du temps, savoir: 

£"•*0“’+ï'O* 

-qni donne, en y substilnant pour r sa valeur, r — e cos me ; intégrant et prenant l’anomalie moyenne x 
à la place du temps, ce qui revient à effacer du premier terme dn second membre le coefficient de e , 

X v sin me — +f)de— 2ef(iÇ + f) sin me de 4 . ^fmïme-i-J'Ç-}!;*+ -p*^de-i-cic. 
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et il en conclut des expressions plus exactes de sin 2T et cos 2T; il les substitue ensuite, 
ainsi que celles de r et de ses puissances , dans les valeurs générales de p et de £2, en 
ayant égard, da:s celle-ci, au développement des trois premiers termes de son dénomi¬ 
nateur. Mais il suppose encore les orbites dans le même plan, celle du Soleil sans excen¬ 
tricité (quoiqu’il eût déjà remarqué , dès son premier Mémoire, qu’on pouvait y avoir 
égard facilement), et néglige les termes qui seraient introduits dans les valeurs des forces 
♦ et n , si l’on y conservait le carré du rapport des distances du Soleil et de la Lune 
a la Terre; ce qui lui donne pour 0 et n les mêmes expressions générales que dans le 
premier Mémoire. Après avoir fait tous les développemens, il substitue la valeur de £2 ro ^“ ation ** 
qu il en conclut, dans 1 équation generale de l’orbite troublée; il en tire pour r une 
nouvelle valeur plus exacte ; ce qui lui donne une des équations cherchées. Sa substitu¬ 
tion , ainsi que celle de p, dans l’expression du temps , lui donne , après des calculs très 
longs, la deuxième équation , savoir : un développement en fonction des sinus des 

multiples de v déjà connus, et d’autres tels que 3 mv, ^2 ^ —3/n^v, 

ceux-ci multipliés par de très petits coefïiciens. 

Pour déterminer en nombres les constantes qui entrent dans les deux équations précé- Expression du 

n _ j temps. 

dentes, il n’a besoin que de deux élémens., savoir : le rapport —-— de la révolution 

du Soleil à la révolution périodique de la Lune, et l’excentricité moyenne de l’orbite de 
cet astre. C’est encore une recherche longue et pénible, que celle de déterminer, par 
leur moyen, les coefïiciens cherchés ; il n’entre dans aucun détail à ce sujet; et après 
avoir dit seulement qu’il a fait usage pour cela de la méthode de fausse position, il 
présente le résultat d’une première opération (*) , et termine son Mémoire par la démons¬ 
tration de la proposition fondamentale de sa théorie ( celle qui lui donne l’équation 


différentielle de l’orbite troublée, et son intégrale ou la valeur générale de ^ ), qu’il 

avait supprimée dans son premier Mémoire, parce que sa solution ne lui paraissait pas 
alors aussi simple qu’elle pouvait le devenir. 

L’Académie de Pétersbourg prit, comme on l’avait supposé, la théorie de la Lune PiàcedeCJai- 
pour sujet du prix qu’elle proposa en 1760, et elle demanda : An omnes inœqualitates «11751 parl’A- 
quœ in motu Lunœ observantur, théories Newtonianœ sint consentaneœ; et queenam sit 
vera theoria omnium harum inœqualitatum , unde locus Lunœ ad quodvis tempus quam Prem è 
exactissimc possit definiri? La pièce de Clairaut, datée du 6 décembre iy 5 o, remporta tic, relative ?*]« 
le prix en 1751 , et fut imprimée à Pétersbourg en 1752. Cet ouvrage, qui doit faire un 
si grand honneur à son auteur, est fondé sur une théorie tout-à-fait analogue à celle de dans son orbi- 
ses précédens Mémoires. Mais après les premières approximations, il en fait une nouvelle ,e jy ouve |j c a 
où il a égard, pour la première fois, à l’inclinaison de l’orbite lunaire au plan de l’écbp- proximadonfJn 
tique et à l’excentricité de l’orbite terrestre. Ces considérations lui donnent, pour les p[„cùnm!m de 

_________- 1 ■ 1 - » ■ 1 ' ■ ■ — ■ ■ ■ - l’orbite lunaire 

... _ et à l’excentri- 

(*) Savoir : cité de l'orbite 

K . a „ /a N solaire, 

îr = 1 — o,o55o5 cos v -h 0,007179 cos - v — 0,011181 cos ~ m J t* -f- etc., 

* = v •+. 0,1 toaoû sin mv — 0,009167 sin ^ v + 0,002341 sin amp-f. etc. 


4 
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forces 9 et 17, de nouvelles valeurs en fonction de l’anomalie vraie v de la Lune dans son 
orbite, du sinus verse ^ de son inclinaison, de la différence T des distances angulaires' 
de la Lune et du Soleil au nœud ascendant de l’orbite de la Lune, de la distance angu-r 
laire u du Soleil à ce nœud, de la masse N du Soleil, et des rayons vecteurs variables 
r et / de la Lune et du Soleil (*). 

Nouvelles ex- Les expressions dps forces auxquelles il parvient ainsi, sont composées de trois parties : 

lEp^twbî- l0 * de leur valeur dansla première approximation, multipliée par des coefTiciens h 
trices. et h' } qui diffèrent peu de i ; a°. de termes donnant la correction du lieu de la Lune 

relativement à la position du nœud, et dont l’effet sera d’introduire trois petites corrections 
qui n’altéreront pas les premiers termes -, 3°. de termes dépendans de la parallaxe du 

Soleil, ou de l’inverse y de sa distance variable à la Terre, et dont le calcul se fait A 

part. Clairaut prend séparément les valeurs de p et de $2 pour ces trois espèces de termes. 
Indication de ^ substitqe ensuite dans l’expression générale du temps , i — e cos mv + ? au lieu de 
la marche du 

calcul et des — , et il l’intègre en laissant sous le signe f tous les termes qui ont en facteur p, leurs carrés 

Substitutions à T 

* alrc • ou leur produit, et bornant le développement à la quatrième puissance dee. Cette manière de 

laisser | en éyidenGe au lieu de substituer immédiatement sa valeur, a l’avantage de faire 
voir d’un coup-d’œil la correction qui provient d’un terme quelconque de l’expression de 
Il obtient ainsi un développement qui donne la valeur du temps eü fonction de v et des 
sinus des multiples de v ; et comme on peut à la plape du temps que la Lune met à par¬ 
courir un angle, substituer l’arc moyen décrit d’un mouvement uniforme, on a aussi par- 
là une relation qui donne la valeur delà longitude moyenue de la Lune x , en fonction de 
sa longitude vraie v et des sinus de ses multiples. 

Il faut encore j afin de pouvoir intégrer le$ tenues de ce développement qui restent sous 
le signe f, et ceux de l’équation de l’orbite où a se trouve dans le même cas, obtenir 
la valeur d e l’angle T, dont les sinus et cosinus entrent dans leurs expressions. Pour cela 
il compare, comme dans la première approximation, les valeurs du temps dans le¬ 
quel la Lune parcourt l’arc v, et le Soleil l’arc a ou v— T : ce qui revient à égaler le 

produit de la longitude moyenne x de la Lune, multipliée par le rapport ” ~~ 1 des 

moyens mouvemens du Soleil, et de la Lune, à la valeur approchée de la longitude moyenne 
du Soleil, en n ayant, égard qu’à la première çt à la seconde puissance de l’excentricité i 

(*) Les valeurs des forces sont (note \ et Th. CL, p. 4®) : 

« = — ^ (A'.-è-3AcosaT) - [ççs(au + a:T) + cos an] - (Z q cosT+ 5v'cos3T), 
n = — Ï^AsinaT—sin (au-f-aT)—(*7 8in T ■+• 5<7* sin 3T ), 

h, h', <7, q', ,)/ étant des fonctions de 4 et 4% telles que & =. x — 4 + ^ 4*» <7 = 1 — , etc., l étant 

déterminé par l'e'quation elliptique 


I — l ÇOS Z 

i f désigne le demi-paramètre de l'ellipse solaire, i. le ^apport dp s au. cxçeqtôçfo; an demi-grand axe. 
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de son orbite (*). On tire de là, par le retour des suites, la valeur de T en fonction de v 
et des sinus des multiples de x-, or, l’on connaît par la première approximation une va¬ 
leur approchée de a? en v et en fonction des sintis des multiples de v , qui peut suffire pour 
avoir T, à cause de la multiplication par la petite fraction 1 — - que tous les coefficiens 

TL 

de x subissent en passant dans T ; si on la substitue par-tout au lieu de x , on réduit 
ainsi l’expression de T à une fonction de v seulement, et l’on obtient par là celles de 
sin 2T et cos 2T ; quant à celles de cosT et cos 3 T, qui entrent aussi dans les valeurs de p et 
A, elles demandent moins de précis ion, parce que ces termes sont multipliés par le coeffi¬ 
cient —j? , qui est aussi peu considérable par rapport au coefficient « des premiers termes, 
que la distance moyenne de la Lune l’est à l’égard de celle du Soleil. Quant aux angles 
u et u -f- T, dont l’un est la distance du Soleil au nœud et l’autre celle de la Lune au 
même point, Clairaut renvoie la fixation de leur valeur au moment où l’on aura déterminé 
le lieu du nœud pour un instant quelconque donné. 

Après toutes ces préparations, il ne lui reste plus qu’à faire toutes les substitutions des 

valeurs des puissances de y et de j des sin. et cos. des multiples de T dans celles de p et 

, pour en tirer ensuite les nouvelles expressions dn rayon vecteur et de la longitude 
moyenne, développées suivant les puissances des excentricités et les multiples des longi¬ 
tudes vraies. Clairaut n’est pas entré dans le détail de ces opérations ; il observe seule¬ 
ment, peut-être en faisant usage à cet égard des remarques analogues d’Euler dans sa 

pièce de 1747, que la combinaison des cos Çi —v que contient ^j- avec les cos - qui 

j3 

se trouvent dans les valeurs de cos T ou de ^3, peut introduire, dans celle de fl, des 

cos v qui ont, comme nous l’avons vu, le dangereux effet d’amener dans la valeur de r 
des arcs de cercle. Il attribue cette circonstance à ce qu’il a supposé fixe l’apogée du 
Soleil, ce qui n’est pas permis en toute rigueur, puisque, quelque petite que soit sur cet 


00 a l'équation 


(*) La longitude moyenne du Soleil (ou l’intégrale de son moyen mouvement) étant 

/ * dz , 3 . . 

--:-— = z-f- atsm z + 71* sraaz , 

(t — tcosz)* 4 

3. . r tN 
z-f-at sinz ■+■ ^ t* sinaz = — - J x, 

d’où l’on tire, par le retour de* suites (note 5. *— Th. L. Cl •, p. 49) > L valeur de z ; puis en faisant 


zszt> — T, 


T = v — — V) x -f. ai sin ^ x — i* sin 1 


mais on a trouvé par la première approximation 

ae . , 3e* . 

x = v H-«n mv -f- -, — sin a mv -f- etc. » 

m 4 «i 

on trouvera donc, en substituant cette valeur dans la précédente (en se contentant de mettre son premier 
terme dans celui qui contient i* en facteur), une expression de la forme 

i X = - — Csin mv — y sin — sin (- 5 ) v — etc. y 

Ç t y, J, etc. étant des fonctions des coefficiens de la valeur de x multipliés par i — 


Termes dont 
la combinaison 
peut amener des 
arcs de cercle 
dansTintégialc. 



a g PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE, 

astre l’action de la Lune, elle n’en est pas moins réelle, et doit produire un mouvement 
dans son apogée, quoique très lent à la vérité. Si l’on y avait égard en prenant pour 
l’orbite solaire l’équation d’une ellipse mobile, ou en remplaçant * par p., on n aurait 
plus cet inconvénient, mais bien celui de la petitesse extrême du diviseur p a — i qu au¬ 
rait le terme de même espèce dans la valeur de y. Clairaut indique un autre parti a 

prendre, quiTui paraît le plus simple et le plus utile, c’est de calculer toutes les autres 
équations du mouvement de la Lune sur lesquelles le mouvement de l’apogee du o ei 
ne peut faire aucun effet; de comparer ensuite les lieux calculés avec la théorie, et e 
voir ce que les erreurs permettent de supposer par rapport à l’équation qui doit resu ter 
des cos pz\ mais il n’entre dans aucun détail sur l’application de ce procède, non p us que 
sur le mouvement de l’apogée de la Lune, qui résulte d’une théorie plus exacte, quoiqu i 
semblât l’annoncer (Th. L. , p. 28), et il se contente de poser simplement ses résultats , 

Résultats oh- .avoir : l'équation de l'orbite qui détermine et la valeur de la longitude moyenne x. 11 

SïE l es donne en fonction de, cos. et sin. de, multiple, de n et de » (. étant le rapport du mon- 
,i0M ' veulent moyen de, nœud, à celui de la Lune) multiplié, par de, coeffioien, numérique, ; 

ceux-ci sont exprimé, en parties du rayon pris pour unité au moyen de, valeur, e qua re 
élémen, astronomique,, «voir : l'excentricité moyenne de 1 orbite lunaire et edi. * I orbite 

solaire le rapport du moyen mouvement de ce, deux astres et la para axe u o ( ). 

La valeur trouvée pour x servirait à déterminer la longitude moyenne par le moyen 
de la longitude vraie , taudis que c'est au contraire la longitude vraie qu on «*•«““ 
Astronomie de déterminer en fonction de la longitude moyenne ; il faut donc conclure 
second résultat du premier au moyen du retour des suites (**)• 

Il parvient, par Clairaut y parvient en ne prenant d’abord que les quatre termes les plus 

le retour <les sui- J £ * par qua tre opérations successives, et au moyen d autant de Temm es 

.* 2 i£i?ï££ ^.'rne démontre pas , tandi, que le beau théorème de Lagrange peu, ,erv,r a obtenir 
ÆioTS, h immédiatement l'équation définitive. Les terme, en sinus, «pn 

m .venue. , _ de * étant plus petits que ceux-ci, on peut se borner, pour ceux qu ils 

^nemE li-ioTd/v, au sil du même multipie de x, ou de leur simple 


(♦) Il suppose 


e — o,o55o5, i — o,oi683, 


(**) Supposant x = u + a sin mu + b «in pu + c s * n q v > 

les lettres a b c, vi, p,q représentant des coefficiens et des multiples connus, on parvient réciproque, 
ment ( note 5) à l’expression 

„ f » + ^ + TO ) 8 in (p+ m)x-(p-m) sin (p-m)x] 

' “ x ~ a V. HT 4 4 J 3 

-f. I m sin imx — \^b [(am + p ) 1 «n (m« + p)* - — p) * sin (ai» — P)*J 

— ^ abc {q + p •+■ m)* sin (q + p 4* vi)x — ^ a'm' sin 3m* 4- le développement de tous les termes 
analogue» en 6, c, p et q. 
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combinaison deux à deux avec les multiples précédées (*), en négligeant même cette der¬ 
nière partie dans les plus petits termes. Il parvient ainsi à la valeur cherchée de la longitude 
vraie, et réduit en-arcs les coefficiens de chaque terme pris en parties du rayon, au moyen 
du rapport de la circonférence au diamètre (**). Tous les angles sont jusqu’alors supposés 
comptés depuis un axe où les deux astres étaient à la fois dans leur apogée. Clairaut 
remarque que comme il n’importe pas de savoir où est placé cet axe, parce que la diffé¬ 
rence entre v et x sera la même toutes les fois que les autres angles auront des sinus égaux 
et affectés des mêmes signes , il est clair qu’on peut donner à v et à x une origine quel¬ 
conque ; et que x exprimant la longitude moyenne de la Lune, prise de quelque époque 
fixe, la formule exprimera le lieu vrai de la Lune dans l’orbite. 

IÎ indique ensuite comment elle peut servir à calculer ces lieux pour un instant quel- Formation 
conque. On pouvait y parvenir immédiatement pour chacun de ceux qu’on voulait obtenir, ^ C ukr k ^liea 
par le calcul direct de la formule, sans emprunter d’autres secours que celui des tables vrai de la Lune 
ordinaires des mouvemens moyens et des sinus. Clairaut fit d’abord quelques applications dan * S0Q odMte - 
de ce genre pour avoir une première idée de l’exactitude de sa théorie; mais la longueur 
rebutante de ce procédé, où tout était à recommencer à chaque nouveau calcul, l’engagea 
promptement à construire des tables pour chacun des vingt-deux argumens que renfermait 
la formule, et dont les équations étaient données par les coefficiens de chaque terme; 
prenant alors dans les tables connues des mouvemens moyens, les valeurs des anomalies 
moyennes y et z de la Lune et du Soleil pour l’instant dont il s’agit, celles de la dis¬ 
tance moyenne t de la Lune au Soleil, et du double au de la distance du nœud au Soleil, 
avec ces premiers angles il formait facilement les autres argumens t — y, at — y, etc. 

Ces argumens trouvés, il cherchait, dans les tables construites d’après l’équation de 
l’orbite, les inégalités qui y répondent avec leurs signes; puis, les réduisant à une seule 
et l’appliquant au lieu moyen de la Lune, il obtenait son lieu vrai dans l’orbite pour 
l’instant déterminé. 

Il ne lui restait plus qu’à déterminer la position du plan de l’orbite pour pouvoir fixer a* partie : dc- 
à chaque instant le lieu absolu de l’astre dans le ciel : c’est l’objet de la seconde partie [.v^sition du 

du Mémoire couronné par l’Académie de Pétersbourg, où Clairaut cherche le mou-P lande lorb,le 
r 0 par rapport au 

—--- ■ - ■ 1 — -plan de l'éclip- 

(*) Ainsi le terme quelconque g sin qv introduira dans la valeur de v les suivans : tique. 


— gÇ ) S ' n { 1 x + \ a S( m + 7 / 8În (m -f- q)x ■+- ^ bg Q — m -f- < 7 ) sin Q “ " m + 7 ^ x 

— \og{m — q) sin ( m — q)x — I cg Q -+■ q ) sin Q + 7^ * + etc - » 

a __a 

ce qui résulte évidemment de la forme generale du développement de v, en y faisant P = ~ — m > 7 — "• 


( f *) Il a alors, en désignant la distance moyenne ~ de la Lune au Soleil par t , 

l'anomalie moyenne ^1-—x du Soleil para, 
l'anomalie moyenne mx de la Lune par f, 
la distance moyenne ^1—^-f-»^duSol. au noeud par u, 

,, x __ O 19' 5 ^"siny — 1' 53 "sin t -4- 9' 3 g"sinz -I- l'ai" sin au 
+ une suite de termes en fonctions des sinus des multiples des premiers, de leurs com* 
poses a à ï , et de quelques-unes de leurs combinaisons 3 à 3. 
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ventent des nœuds de la Lune, et la variation d’inclinaison de son orbite par rapport 
à l’écliptique. Il y parvient en suivant une méthode assez analogue à celle de Newton. 
C’est par une construction semblable à celle de la proposition 3 o du livre 3 des Principes , 
qu’il apprécie le mouvement instantané dq qu’a la ligne des noeuds par 1 effet de la com- 
Recherche du posante de la force perturbatrice qui agit parallèlement à la ligne menée de la Terre au 
mouvement <ks g Q j ei ]. 0 btient dq en fonction de l’espace que cette composante fait parcourir, divise 

P^HV-uoc du par l’élément de la trajectoire, multiplié par le cosinus î — 4 /de l’inclinaison de 1 orbite, 
Solel1 ' et p ar une fonction des cos. des multiples des angles v, q et z (*). Il remplace 1 élément 

dv 

du temps par celui de la longitude moyenne, et substitue ensuite à la place de v > • 

J— et z, leurs valeurs déterminées précédemment en fonction des sin. et cos. des multiples de 

x et des excentricités dont il néglige les troisièmes puissances ; quant aux termes de la 
valeur de dq, qui contiennent l’inconnne cherchée q, il y substitue, pour cet angle, une 
valeur composée d’une suite de ternies multipliés par des coefliciens indéterminés, et dont 
la forme est indiquée par l’intégration de la partie de 1 expression de dq qui est indépen¬ 
dante de q ', il se borne même aux termes les plus considérables. Il intègre ensuite l’ex¬ 
pression complète de dq pour obtenir la valeur cherchée de q ; et la comparaison des 
termes admis dans la valeur supposée de q avec ceux qui y correspondent dans l’autre 
valeur de cette même quantité produite par les substitutions qu’on vient d’indiquer, fournit 
des équations en nombre suflisant pour servir à exprimer tous les coelîiciens indéterminés. Le 
coefficient qui affecte x dans la valeur complète de q doit être la même chose que «, rapport 
du mouvement moyen du nœud à celui de la Lune, si la théorie de 1 attraction répond aux 
phénomènes: c’est ce que Clairautdit avoir vérifié en trouvant, après toutes les substitutions! 
numériques, une différence entre les deux résultats très légère et tout-à-fait négligeable. 
Il réduit en degrés les coefficiens de chaque sinus, et obtient ainsi, pour déterminer lff 
lieu vrai du nœud, après avoir déterminé le lieu moyen, un développement compose de 
quinze termes, dont les argumens sontdifférens, et qui servent à construire autant de tables 
qui déterminent chaque équation. 

Recherche de Clairaut cherche ensuite la variation de l’inclinaison I de l’orbite s ur l’écliptique, et 

la variation de_ ' ' 

l’inclinaison de 
l’orbite. 


est ^-cosTJr 


3 adjc* r cos T pour la valeur de cet espace en fonction du moyen mou- 


(*) La composante dont U s’agit ayant pour expression cosT (note \), l’espace qu’elle fait parcourir 
dt — en représentant par x le moyen mouvement de la Lune, 

K 3 N 

si l’on fait *=JTjÿï > on a 
veinent. On obtient ensuite 

dq — y <1— C 1 + cos ~~ “ cos C*7 *+• apl ) — cos ( a <7 + m)] } 

on tire de là, en mettant pour£, |,reti leurs valeurs, intégrant et négligeant d’abord les deux 
derniers termes de dq , une valeur de la forme 

q = MX— o sin — 0 x — X sm(x + x»)x + 9 sin ^ x 4 - /asin a(i — »» 4 - »)* 4 - etc. j 

on la substitue dans les termes de dq en cos (vq 4 , cos (a<jr 4 **) i on i nt ^8 rc e * 1 on obtient la valeur 

complète de q. ( f^oyez note 6 et Th L. Cl., p- 67.) 



CHAPITRE SECOND. 3 i 

exprime son rapport au sinus de l’inclinaison primitive, au moyen du mouvement instan¬ 
tané de la ligne des nœuds, pris avec un signe contraire et multiplié par la cotangente de 
la distance angulaire de la Lune au nœud ascendant (*). Il réduit cette expression par 
une méthode analogue à celle qu’il vient d’employer pour calculer le mouvement du 
nœud, à une fonction des cos. des multiples de x \ il l’intègre et conclut la valeur de I de 

celle de J *(**); I e terme constant de l’expression de I représente l’inclinaison moyenne 

de l’orbite de la Lune, et il le suppose de 5 ° 8 ' \ ; quant aux autres termes, l’identité de 
leurs argumens avec ceux qu on calcule pour le nœud, facilite la détermination de la 
différence entre 1 inclinaison vraie et la moyenne qu’on obtient au moyen de quinze tables 
d’équations. 

Après avoir construit des tables de toutes les équations calculées précédemment, tant Comparaisoi 
pour la détermination du lieu de la Lune que pour la position du nœud et la quantité de avec V^lM°rva 
l’inclinaison, Clairaut demanda à Lacaille quelques positions de la Lune déterminées tion - 
avec exactitude, afin de pouvoir juger du degré de précision de sa théorie. Cet habile 
astronome lui fournit une centaine d’observations de Cassini etdeMaraldi, bien discutées, 
avec les longitudes et les latitudes qui en résultaient. Clairaut calcula par la théorie, pour 
chacune d’elles, le lieu vrai de la Lune dans son orbite, celui du nœud et l’inclinaison, 
il les corrigea par toutes leurs équations ; retranchant ensuite la seconde de ces quantités de 
la première, il obtint l’argument vrai de la latitude qui, avec l’inclinaison vraie, lui donna, 
par la résolution d’un triangle sphérique, tant la longitude de la Lune que sa latitude (***). 

C’est par la comparaison de ces résultats avec ceux de Lacaille , qu’il termine la pièce 
dont nous nous occupons. Les erreurs extrêmes en longitude y vont à près de 6', mais 
leur moyenne monte à peine àa', et le nombre des erreurs posititives étant beaucoup 
plus grand que celui des négatives, y indique quelque cause constante, telle, par exemple, 
qu’une trop grande excentricité donnée à l’orbite de la Lune. Ainsi, comme le dit Clai¬ 
raut en terminant sa pièce, outre que les tables construites d’après sa théorie approchaient 
déjà plus de la nature qu’aucune de celles qui les avaient précédées (quoique le temps ne 
lui eût pas encore permis d’en rectifier les élémens), elles suffisaient pour résoudre la 
question proposée par l’Académie impériale, en démontrant qu’il est inutile de chercher 
d’autre cause des inégalités du mouvement de la Lune, que la seule attraction inversement 
proportionnelle au carré des distances. 


——- = — «facotdist. <[ à son nœud: 

*u» 1 

d’oA l’on tire (note 6) 

_ 3«(i— A)dx* p 

HÎTÎ- 4 dl - - JT c*® W ■+■»*)•+■ *»(*?■+• a*) — «ni (»* —a* >3* 

njl 

(**) Soit I =Y ■+■ log A j il obtient 

I = h A*^ -+• A A*^ ^ \^. ( Voyez note 6. ) 

-(***) En effet, si l’on désigne par S' la distance de la Lune au mrwt, en Fargmwnt de h latnnde 
S cette même distance comptée sur l’écliptique, 
l la latitude, 

on aura 


sin l = sin S' sin I, 


tang S = tang S'cosl. [ Voyez note ?, équations ( 5 ) et ( 6 ).] 




Addition an 
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CI ai raut envoya à Pétersbourg une addition à son Mémoire, qui arriva un peu plus 
tard que le terrai fixé pour le jugement des pièces ; il y indiquait quelques corrections a 
faire aux tables par lesquelles il avait calculé les cent lieux de la Lune ci-dessus mention- 
nés , en montrant que ces corrections rapprochaient la théorie des observations. 

Il commença, peu de temps après , l’impression de ses Tables, qu il n avait retaraee 
que pour en perfectionner la forme -, et quoiqu’elles n’aient paru qu’au commencement 
de 1754, le fond en était publié dès 1752 ( Hist. de l'Aead. , 1762, p. 1 13 )- 

Dans cet intervalle, Clairaut appliqua à la parallaxe horizontale de la Lune, ont 
la détermination occupait alors les astronomes , l’équation de l’orbite dont il n avait pas 
encore fait usage. Cette parallaxe peut en effet être regardée comme inversement propor¬ 
tionnelle à la distance de la Lune à la Terre, quoique, à proprement parler, cette 
distance ne soit inversement proportionnelle qu’au sinus de la parallaxe ; parce que son 
maximum n’étant que d’environ i° et sa variation de 7 à 8', on peut très légitimement 

substituer l’arc au sinus. L’équation de l’orbite donnant la valeur de y en fonction des 

cosinus des multiples de la longitude vraie v, il ne s’agissait plus que de remplacer celle- 
ci par la longitude moyenne x , en employant la valeur approchée de v, trouvée précé¬ 
demment (♦) , en fonction de x et des sinus des multiples de x. Le résultat n était encore 
que proportionnel à la parallaxe; mais il devint la parallaxe même aussitôt qui eut 
fixé au moyen des observations, la valeur de l’unité en minutes et secondes. Clairaut 
établit pour cela, avec Lemonnier, le maximum de la parallaxe de 61'8^, et remar¬ 
quant qu’en supposant dt nul, z et y égaux à 180° dans l’expression de y, tous les 

coefiiciens des termes sensibles excepté un seul, où n’entre point t, s’ajoutent entre eux 
de manière à produire la plus grande équation , il égala leur somme, prise ans cet e 
hypothèse, à 61' 8"; il en conclut l’expression cherchée de l'unité en minutes et secondes ( ), 

et de là celle des coefiiciens de chaque terme ; il obtint enfin , au moyen de quatre 
équations, toutes assez petites, et dont les argumens se forment facilement, la parallaxe 

cherchée avec une approximation suffisante. 

Clairaut, en exposant cette nouvelle application dan, un Mémoire que l on trouve dans 
ceux de l'Académie de, Science, de Paris, pour 175 a, p- ', rend compte aussi des 
‘ moyens par lesquels il était parvenu à simplifier la forme de ses Tables avant de le. 


(.) Il trouve ainsi, «n de.igu.nl par », b, c, d, «te. , de. «oeKcieus numérique, «primé, en partiee 
du rayon, 

K _ i _ a cos y + b cos ay + etc. -+■ e cos a* + d cos (y— z) + etc. 
r —ccos3y -F/co«4f— gcos{y+z) — hco${it— etc. 

(**) Si l’on suppose at = o , y = i8o», z= t8o», la valeur précédente se réduit à 
l + a + b + e + d— g, ou à 1,0786037, 

en mettant pour chaque lettre la râleur qn’elle représente. Clairaut pose l’équation 
i.orSôoST = 60' 8"; 


d'où il conclut 


56' K>7- 
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publier. De même que dans sa théorie, le calcul de la longitude vraie dans l’orbite y exigeait 
22 équations, qu’on obtenait à l’aide d’autant de tables à simple entrée, qui avaient pour 
argumens les divers multiples des moyens mouvemens. Il avait augmenté seulement de 
*' 39" l’époque des moyens mouvemens de Halley, et diminué de l’excentricité de 
l’orbite lunaire de Newton, ce qui s’accordait mieux avec les observations, et rendait 
le nombre des erreurs positives égal à celui des négatives. Ayant observé un rapport 
constant entre les petites équations du nœud et celles de l’inclinaison, il s’en servit pour 
abréger considérablement le calcul de la latitude et celui de la réduction à l’écliptique. 

Ce fut l’examen attentif des séries relatives au nœud et à l’inclinaison qui lui fit découvrir 
que presque toutes les équations de 1 inclinaison ont des coefficiens qui sont à ceux des 
équations du nœud relatives aux mêmes argumens , à peu près dans le rapport du sinus 
de l’inclinaison moyenne au rayon. Supposant donc que A représente un des argumens d „SFcîîde°lï 
quelconques des équations dans lesquelles cette observation a lieu, et S cos A l’équation latitude et de la 
-, . C sin A réduction à l’é- 

de 1 inclinaison dépendante de cet argument, ^ est l’équation du nœud, donnée cliptique. 

par le même argument, et partant- ~ n . A - celle de l’argument de la latitude ; il 

sin inclin. 0 1 

conclut immédiatement de là l’effet produit dans la latitude par les dix petites équations, 
tant du nœud que de l’inclinaison (*) , où il avait reconnu l’existence de ce rapport. Quant 
aux cinq équations où il ne croyait pas que la relation précédente eût lieu également, il 
calcula d abord, en les employant seules, le mouvement du nœud, la variation de l’inclinai¬ 
son, et de là la latitude et la réduction à l’écliptique. Il vérifia que cette dernière quantité 
était déterminée, par là, aussi exactement qu’il était nécessaire; et quant à la lati¬ 
tude, qui était déjà donnée à une minute près par la première opération, il la corrigea à 
l’aide de huit petites équations données directement au moyen de la remarque précé¬ 
dente. C’est par l’examen de l’erreur que l’on peut commettre, en les négligeant, dans 
la recherche de la réduction à l’écliptique , qu’il termine son Mémoire de 1753 ; l’expres¬ 
sion analytique de cette erreur (**), appliquée successivement à toutes les équations du 
nœud, fait voir que leur somme ne peut jamais produire que 4",7 d’erreur ; quantité assez 
petite pour qu’on puisse la négliger, sur-tout lorsque par là on abrège beaucoup le calcul. 

(*) En effet on a (note i), en désignant par l la latitude, par S' l’argument de latitude et par I l’in¬ 
clinaison , l’analogie 

sin l = sin S'sin I ; 

sa différentielle d. sin l ss cos S'dS' sin I -f- sin S'cos ldi donne, lorsque dS' = — ^ sin ^ , et que. 

^ — CcosA, d.s\nl —— Csin AcosS'-f-CcosAsinS'cos I; 

d’où l’on tue, en substituant l’unité à la place de cos l et de cos I, ce que l’on peut faire sans aucune erreur 
sensible, à cause de la petitesse de L et de I, et de celle des équations qu’on veut réduire : 

dl as fsin(S'—A). 

On voit par là qu en faisant A successivement égal à tous les argumens des équations omises, et C égal 
à tous les coefficiens de ces équations dans la série de l’inclinaisou, on pourra déterminer immédiatement 
les équations qui en résultent dans la latitude. 

(♦*) Soit J' sinA une équation du nœud, 

i<f cos A sera l’équation correspondante de l’inclinaison, 
i étant la tangente de l’inclinaison de l'orbite; 

il trouve ^ i'/sin (A—aS') pour la correction que ces équations produisent dans la réduction à l’édiptique 
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Le volume des Mém. de Paris pour 1752 contient, p. 5 g 3 — 622, un autre Mémoire 
de Clairaut sur la théorie de la Lune, qu’il présenta le 3 o avril 1755, et qui a pour 
titre : Construction des Tables du mouvement horaire de la Lune. Il contient 1 exposi- 
Me'moire de tion de la méthode par laquelle il était parvenu à déterminer l’expression générale de la 

Clairautprt ; scn- variation horaire du lieu de la Lune, et renferme les tables de ce mouvement, qu’il 
té à 1 Académie . , , 

des Sciences, en avait construites au moyen de cette formule. 

Le premier moyen qui se présente pour avoir le mouvement horaire de la Lune pour 
un instant quelconque, est de calculer le lieu de la Lune pour cet instant, et ce même 
lieu une heure plus tard ; la différence de ces deux lieux est le mouvement horaire 
Méthode peur demandé. Mais cette méthode lui parut trop pénible pour ne pas chercher à l’abréger, 
mouT I ' inCI tl ,<î et vo,c * comment d Y parvint. Supposant que e sin A fut une des équations quelconques 
raire du nu de du lieu de l^astre, d chercha la quantité « dont l’angle A, argument de l’équation proposée, 
la Lune. variait pendant une heure ; e sin représentant alors ce que devenait e sin A au 

bout d’une heure , la différence de ces deux expressions devait être 1 équation du mouve¬ 
ment horaire , correspondante à l’équation e sin A du lieu (*) ; d où il tira, en réduisant, 
une expression ttès simple de la première. Reprenant ensuite l’expression générale du lieu 
de la Lune, il y fit A successivement égal à tous les argumens qui s’y trouvaient -, « égal 
aux mouvemens moyens de ces argumens pendant une heure-, enfin e égal aux coefficiens 
qu’ont les sinus de ces argumens, et il obtint la valeur de chaque équation correspondante 
du mouvement horaire (**), en négligeant les huit dernières, à cause de leur petitesse ; 
ce qui réduisit le nombre de ses Tables du mouvement horaire à quatorze. 

La variation horaire de la longitude ne diffère de celle du lieu dans l’orbite que 
par la variation de la réduction à l’écliptique. Pour l’obtenir, il faut reprendre 1 argument 
de la latitude , lui ajouter sa variation horaire moyenne, et y appliquer aussi le résultat 
des équations de la variation horaire du lieu de la Lune. Ayant ainsi le nouvel argument 
r ;« î rvà *1 on - de la latitude pour l’instant qui suit d’une heure le premier lieu calculé, on aura, par 

gitude et de la j g m0 y en de cet argument et de la même inclinaison de l’orbite , la nouvelle réduction 
alUUde ' à l’écliptique, en négligeant les corrections insensibles qu’y pourraient apporter la variation 
horaire des nœuds et celle de l’inclinaison de l’orbite. Enfin , pour déterminer la variation 
horaire de la latitude de la Lune , il commence par calculer les changemens que les cinq 
équations de l’argument de la latitude et les trois de l’inclinaison peuvent subir pendant 
une heure, et il examine ensuite la variation que peuvent éprouver, dans le même temps , 
les huit dernières équations de la latitude; mais les corrections que ces dernières pro¬ 
duisent dans la latitude sont si légères , qu’elles peuvent aussi être négligées ; ce qui 
borne à sept le nombre des tables de correction delalatîtude pour le mouvement horaire. 

(*) Il obtint ainsi « «n (A 4- *) — * sin A = e* cos A — sin A 

ponr l’équation cherchée do mouvement horaire, qoaud on se borne au carré de « ; mais le plus souvent, 

J» cause de la petitesse du coefficient e, on peut se borner au premier terme. 

Si l’équation du lieu était représentée par e sin A au lieu de ecosA, l’equation du mouvement horaire 

serait — e* sin A — ços A. 

(**) Ainsi, par exemple, la première équation du lien étant — m 664" *m.r> ct ,e mouvement moyen 
de y pe ndant une heure étant «1e 3a' 4o", on aura, en prenant e — — aaGC>4" et * = ^a 4o" = 0,009603, 
— 3' 35",4 co sjr i" siny pour l'équation hyruùc du lieu de la Lune dépendant de 1 argument jf- 
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CHAPITRE III. 


Théorie de la Lune, de d’Alembert. 


NOüS venons de passer successivement en revue toutes les parties de la solution du 
problème des trois corps donnée par Clairaut. Pour juger avec impartialité celle de 
d’Alembert, il faut nous reporter à l’époque où aucun des travaux du premier n’était 
encore publié, afin de voir sous quel point de vue d’Alembert envisagea la question, et 
de bien constater toutes les idées dont il ne fut redevable qu’à son génie. 

Après avoir envoyé à l’Académie de Berlin des recherches sur la théorie de la Lune , Mémoire de 
d’Alembert lut à celle de Paris, le 14 juin 1747 > un Mémoire ayant pour titre : Méthode d’Alembert, lu 
générale pour déterminer les orbites et les mouvemens de toutes les planètes , en ayant ea ' 
égard à leur action mutuelle. Il est imprimé a la suite des premières recherches de 
Clairaut, dans les Mèm. de Par., 1745, p. 365 , l’Académie ayant permis à ces deux auteurs 
d’avancer ainsi de deux ans la publication de leurs premières solutions. D’Alembert com¬ 
mence par faire voir que pour trouver l’orbite d’une planète autour du Soleil, il faut 
transporter à cette planète, en sens contraire et dans une direction parallèle, les forces 
accélératrices que cette planète et toutes les autres exercent sur le Soleil, puis combiner 
ces forces avec les forces attractives du Soleil et des autres planètes sur la planète pro¬ 
posée , et avec la vitesse de projection apparente de celle-ci. Il fait voir ensuite que la 
détermination exacte de l’orbite d’une planète autour du Soleil dépend de trois choses : 
i°. de la projection de cette orbite sur le plan de l’écliptique (en entendant par là un 
plan fixe qui passe par le Soleil et dont la Terre s’écarte fort peu) -, 2 0 . du mouvement 
des nœuds ; 3 °. de l’inclinaison de l’orbite à chaque instant. 11 s’occupe successivement de 
déterminer chacun de ces trois élémens. 

Pour cela il cherche d’abord l’équation différentielle de l’orbite décrite par un corps A, Éqnationdif- 
attiré par un autre corps S, en raison inverse du carré des distances , et soumis de plus à p or y t ç. 
l’action de deux forces <p et*-, l’une dirigée vers S, l’antre perpendiculaire à la première. 

Il obtient l’expression du carré de la vitesse v de A, au point où sa distance à S est a;, en 
fonction de la vitesse initiale g, de la distance primitive a, de la force principale 


ïiL et des forces perturbatrices (*). Il détermine le temps employé à parcourir un secteur 

infiniment petit. Supposant ensuite que l’orbite ne diffère pas beaucoup d’un cercle ; que 
l’angle de la direction primitive du mouvement avec le rayon vecteur est droit, et que 

1 . , F t 

les forces pet tt sont très petites par rapport à F; enfin faisant - égal a —-- # 

x S a 

t étant une nouvelle variable très petite, il parvient à une équatiou en d 3 t , dont les 


(*) La force F est égalé k celle qu’exercerait, k la distance a , un corps place en S, et égalé k la somme 
des masses S + A; il obtient 




Monvem. des 
noeuds et varia¬ 
tion de l’incli¬ 
naison. 

Méthode d’ap¬ 
proximations 
successives. 
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deux premiers termes sont linéaires, et dont le troisième est le produit du carré de 
l’élément dz de l’arc pris pour variable indépendante, par une fonction des forces 
perturbatrices qu’il désigne par M (*). Si l’on pouvait réduire M à une fonction de z, 
l’intégration serait facile par la méthode que d’Alembert avait déjà indiquée Qart. 101 de 
sa Dynamique , et art. 80 de son ouvrage sur les Vents 3 (**)• Or, « comme l’orbite de la 
n planète autour du Soleil n’est que très peu dérangée par l’action de tous les autres 
» corps, on trouvera à peu près le point où la première se trouvera; on connaîtra de 
D même, approximativement, les points où se trouveront les autres planètes dans leurs 
» orbites, puisqu’elles sont censées se mouvoir à peu près uniformément, et dans des 
d orbites circulaires. Ainsi l’arc z étant donné , on aura les expressions enz de tous les 
n arcs décrits par les autres corps ; on aura donc aussi les expressions de leurs actions 
yt sur la planète que l’on considère ; ces actions étant rapportées sur le plan de projec- 
y) tion et décomposées, donneront les expressions de <p et *• en fonction de z, et de là la 
y> valeur cherchée de M. » 

Il indique ensuite comment on calculera le mouvement des nœuds, ainsi que la varia¬ 
tion de l’inclinaison (***). 

Si, après cette approximation, on voulait, dit-il, un plus grand degré d’exactitude, 
on pourrait recourir aux méthodes connues pour avoir, avec toute la précision désirée , 
les quantités dont on a déjà les valeurs approchées. Ainsi, dans la première approxi¬ 
mation , on pouvait supposer dans M, t nul, v 3 égal à Fa et ds égal à dz ; dans la seconde. 


(♦) L’équation approchée de l’orbite est 


(**) Soit en effet l'équation 
h intégrer : supposons qu’on ait 


■T {'-'/"H 


d*t -t- tdz » -t- M»i** rr. O 
dt —ydz = O r 


valeur qui réduit l’équation différentielle à 

dy -h tdz + M dz — O, 

on a, en ajoutant ces demi dernières équations, multipliant successivement leur somme par + ~ 

ct Jynri , et supposant ensuite t +yV=î=q, t-yV^i-k, les deux équations 
dq ■+■ qdz \/ —1 -t- Mds —i — O, 
dh — kdz \/ —i — Mds V —I — o, 

qui sont linéaires du premier ordre, et dont l'intégration ( que Jean Bernoulli avait effectuée dès 1697) donne 
les valeurs de q, de k et celle de t = qui renferme des expressions imaginaires que l’on peut toujours 

faire disparaître. 

Soit l la force parallèle au plan de projection, 

r le sinus de la distance angulaire de la planète à la ligne des noeuds, 

/ le s i n ns de l’angle que fait la direction de la force £ avec la ligne des noeuds, 
ds l’élément de la trajectoire, 
m' la tangente de l’inclinaison de l’orbite ; 

il trouve » pour la valeur approchée de l’angle élémentaire du mouvement des nœuds; et le pro- 

v'xdz r _ 

duit de cette expression par — représente la variation instantanée de la cotangente de l’inclinaison- 
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M sera une fonction de z et de t, et l’on n’y supposera plus les élémens constans ; mais 
en substituant pour t sa première valeur, elle sera exprimée en fonction de la seule 
variable z. L’équation de l’orbite pourra toujours se diviser en deux parties, dont 
l’une sera l’équation de l’ellipse que la planète aurait décrite, si elle eût été attirée sim¬ 
plement vers le point S en raison inverse du carré de la distance, et dont l’autre *, mar¬ 
quera la correction qu’il faudra faire au rayon de cette ellipse pour avoir l’orbite véri¬ 
table. On cherchera de même le secteur elliptique qui y répond , et la petite quantité C 
dont il faut 1 augmenter pour avoir le secteur correspondant de l’orbite projetée ; puis 
multipliant S par le cosinus de 1 inclinaison, on aura l’accroissement du secteur de 
l’orbite de la planète. 

u D’après cette méthode, il n’y aura plus, dit-il, aucun des corps célestes dont on ne 
71 puisse donner la théorie avec la dernière précision , en employant à cette recherche 
7i le temps que demandent d’assez longs calculs analytiques; elle s’appliquerait facilement 
7i à la recherche des orbites fort excentriques et fort inclinées à l’écliptique, ainsi qu’à la 
u détermination des orbites des satellites autour de leurs planètes principales, n 

D’Alembert fait usage de la méthode précédente dans la secondé partie de son Mémoire ^ Application 
(remise à l’Académie le 6 novembre 1747), pour la recherche de l’orbite de la Lune, précédentes h la 
Il obtient les valeurs de <p et desr en fonction de ladistance variable B' de la Terre au Soleil, Lune, 
de celle de la Lune à la Terre, et du supplément «de l’élongation de la Lune au Soleil. Il 
présente les sinusetcosinussous laforme d’exponentielles imaginaires;-ce qui a, suivant lui, 
l’avantage de réduire l’intégration à celle de fonctions de la forme cA-Msl/—1 
étant des constantes, et d’indiquer à quels multiples appartiennent les sinus ou cosinus 
qui doivent représenter l’intégrale. Supposant que N a désigne le coefficient de tdz a dans 
l’équation différentielle , il intègre, en négligeant dans M les termes où t se rencontre -, et 
réduisant 6 à une fonction de z, il obtient ê' cos Nz pour lè premier terme de la valeur de Conclusion 
t. Or, ce terme est beaucoup plus grand que les autres, ^ est à peu près égal àl’excen- j{"înouilment 
tricité de l’orbite; ainsi l’apogée de la courbe sera, à quelques degrés près, aux points où de l’apogée, 
sin Nz=o; le mouvement de la planète seraàcelui de son apogée :: 1 : 1—N; et comme 
il trouve à très peu de chose près N=V^ 1 —in a (« étant le rapport des temps périodiques du 
Soleil efde la Lune), il en conclut que le mouvement de l’apogée n’est que d’environ i° 3 i' 
par révolution. D’Alembert avait déjà indiqué, six mois auparavant, cette méthode de le 
déterminer, et avait alors remarqué qu’une très petite erreur dans la valeur de x peut en 
produire une très grande dans ce mouvement; nous avons même déjà parlé du résultat 
auquel il fut alors conduit. C’est par les considérations qu’il en tire, que se termine leMé- 
moire que nous analysons, qui est bien remarquable , comme réduisant la détermination du 
mouvement de la Lune à l’intégration d’une équation du second ordre par approximation, 
mais qui, sur quelques points, est peut-être encore un peu obscur et incomplet. L’auteur 
n’y indique pas par exemple comment on peut tirer de l’expression générale du temps une 
relation entre les mouvemens vrai et moyen de la Lune. On voit que n’ayant pas fait 
encore d’application numérique de ses formules, il n’appercevait pas complètement toutes 
les difficultés du problème, et que ses idées conservaient encore quelque chose du vague 
des premières conceptions. 

Au moment où Clairaut trouva, par la théorie, le vrai mouvement de l’apogée,. 
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d’Alembert était occupé de ses belles recherches sur la précession des équinoxes , et ne 
vérifia point ce calcul ; il convint cependant de sa méprise, et s’en excusa sur l’obligation 
où il avait été de suivre l’exemple de Clairaut, en hâtant la publication de son premier 
Mémoire, avant que des recherches plus exactes lui fissent apercevoir son erreur. Il 
reprit ensuite ce sujet, et la théorie de la Lune en général ; mais quoiqu’il crut avoir 
alors rempli les principales vues de l’Académie de Pétersbourg, quelques raisons particu¬ 
lières l’ayant empêché de concourir, il se contenta (ainsi qu’il le dit, Disc. prél. Rech., 
p. 43 ) de remettre sa théorie de la Lune à M. de Fouchy, le 10 janvier , près 
de neuf mois avant le jugement de l’Académie de Pétersbourg, et long-temps avant 
qu’aucun ouvrage sur ce sujet eût été mis au jour. C’est cette théorie qu’il a publiée 
ensuite en i? 54 , dans le premier volume de ses Recherches sur dijférens points impor - 
Jîechèrch es * de * ans s y s ^ me du Monde, en y faisant seulement quelques additions qu’il distingue 

d’Alembcit. soigneusement de ce qui était fait trois ans auparavant. 

Théorie de la n n . , , , 

Lune. J-'Ous allons exposer rapidement la marche qu il suit dans cet ouvrage. 

Forces qui II commence par chercher les expressions des forces ^ et *- qui agissent sur la Lune 
L"ùne. U * Ur la dans son orbite projetée sur l’écliptique, en négligeant, ainsi que Clairaut, à cause de 
leur petitesse, l’action des différentes planètes sur la Terre et sur la Lune , et celle de la 
Terre et de la Lune sur le Soleil. ( Voyez, note 4 , § 3 .) D’Alembert détermine ensuite 
l’équation de l’orbite projetée, en la comparant à celle qui serait décrite en vertu d’une 
seule force centrale Q. Cette méthode, qu’il avait déjà indiquée dans son premier Mémoire, 
a l’avantage de ramener le problème à un autre déjà connu, et dont il obtient très 
facilement la solution au moyen de l’équation des aires et de celle des forces vives. La 
différence entre le cas d’une seule force et celui de l’orbite engendrée par l’action de 
deux forces, c’est que les secteurs qui sont proportionnels au temps dans celui-là ne le 
sont pas dans celui-ci. Cherchant donc la variation de l’aire, puis égalant les expressions 
du petit espace parcouru suivant la direction du rayon vecteur dans l’élément du temps , 
férenüelhTde la en vertu de ,a seule force Q dans le premier cas, et des deux forces ^ et w dans le 
trajectoire. second, il obtient une valeur de Q en fonction des forces perturbatrices ; et sa substitution 
dans l’équation différentielle lui donne l’équation de l’orbite cherchée (*). 

Avant de la résoudre, d’Alembert cherche l’expression de la différentielle du mou¬ 
vement des nœuds de la Lune au moyen d’une construction géométrique assez compliquée ; 
il trouve plus simplement la variation de l’inclinaison de l’orbite lunaire sur l’écliptique. 

Pour appliquer sa méthode générale d’intégration à l’équation de l’orbite lunaire, 
d’Alembert commence par montrer la petitesse des forces perturbatrices comparées à la 
force principale de la Terre sur la Lune , et il en conclut que l’effet des premières devra 
peu écarter l’orbite de la Lune de la courbure circulaire ; il fait voir ainsi qu’en appelant 

u l’inverse ^ de la distance accourcie de la Lune à la Terre, K la valeur de u pour l’orbite 

circulaire, et faisant en général u égal àK+t,f devra être une très petite quantité ; 
susbtituant alors cette valeur de u dans l’équation de l'orbite, elle devient différentielle 


(*) SaToir : d'u 4- udz* — -= o, où u = -• (Voyez noie a, § a.) 

J u '6' 
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du second ordre par rapport à la variable t, et son premier membre est de la forme 
d*t -f- N*/r/z a -f-Mc?& 9 , N a marquant un coefficient constant, etM une fonction de t , de 

^ et de différens sin. et cos. des angles z, z' et £ parcourus par la Lune, la Terre et la 

ligne des nœuds au bout d’un temps déterminé. Il expose ensuite la méthode des substi¬ 
tutions successives, qu’il avait indiquée dans le Mémoire précédent, pour résoudre cette 
équation, en y faisant une modification importante relative aux arcs de cercle que son 
intégration pourrait introduire, et dont il n’avait pas parlé d’abord. Il est évident, en effet, 
que si après avoir obtenu une première valeur de t, on la substitue dans la partie de M 
qui est fonction de t , et que cette substitution y introduise des termes de la forme A cos 
(B + Nz) , une nouvelle intégration produira, dans la valeur de t qui en résultera, et à 
cause du passage delà quantité N sous le signe cos. comme multiple de z, des termes où 
l’arc z se trouvera en dehors des signes périodiques. Cette valeur serait fautive, puisqu’elle 
croîtrait avec le temps et pourrait devenir très grande, tandis que nous avons vu que t 
devait être essentiellement une quantité très petite. D’Alembert propose alors un moyen MeUod 
de prévenir ce grave inconvénient de la méthode des substitutions successives. Dans le Cas prévenir i’intro- 
où la valeur de II + PcosNz-fetc. mise à la place de t dans M, y ferait naître le terme dïcMdi**""* 

y cos Nz, il prescrit de mettre la fonction N 2 /r/z 9 sous la forme -f- p^tdz*, en ajou¬ 
tant aussi à M le terme — ~ tdz* ; par ce moyen la quantité y cos Nz, qui se trouve 
dans M est détruite par la quantité — y cosNz provenant de la substitution de H -f- P 
cosNz à la place de t dans le terme — p tdz*. 

Après avoir, dans les six premiers chapitres, exposé toute la partie générale de sa 
solution, il passe au développement des opérations successives par lesquelles il doit par¬ 
venir à déterminer le mouvement troublé. 11 commence par négliger l’excentricité de 
l'orbite terrestre, les termes de 4 / et*- qui ont B' 5 u 3 ou B' 5 u 2 au dénominateur, et ceux de 
M qui sont multipliés par t ; il regarde la tangente de l’inclinaison m comme constante, et 
les angles z', Ç comme égaux à nz et pz : n étant toujours le rapport des moyens mouve- 
mens de la Terre et de la Lune , et p celui du mouvement des nœuds au mouvement de la 
Lune. Il substitue alors les valeurs des forces et * dans l’équation différentielle (*) , et 
parvient, en l’intégrant, à une valeur de f dont le premier terme, qui a pour coefficient 
l’excentricité ^ de l’orbite lunaire, ne lui donne encore que la moitié du mouvement de 


(*) Les valeurs de ces forces, pour la première approximation, sont, en faisant — ( ’l “f*Ljn*, 

4 = (T-+*L)|u» — ^ m»u* [i — cosa(* —:/«)] — [i + 3 cosa(s — nzf }| , 

3n*(T-f-L) 

t = — -—- sin a(s — n*)] ( voyez note \, § 3) 

^_ vdu 

> ] cédait -à 4 (» - *f \» ct ne en facteur, que pour le premier terme 

1 «T* 

«Je la valeur de 4- 



4 o PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE, 

l’apogée; il calcule, dans la même hypothèse, le mouvement des nœuds et la variation 

de l’inclinaison, et les trouve par là assez d’accord avec les observations (*). 

Remarque*snr Avant de faire une seconde approximation, d’Alembert examine les petites quantité* 
m°cs et sur les auxquelles il faut avoir égard pour corriger l’orbite ; il regarde , n, m, et l’excentricité 
quantités qui A (J e forbitre terrestre, comme des quantités infiniment petites du premier ordre ; p , n % . 

peuvent ans- . , , , J . . -. j , , 

menter par l’in- m*, 77A comme étant du second ordre ; 7t 3 , X 2 et c comme étant du troisième ordre; A borne 
légralion. g fl a 

l’approximation à ces trois ordres, et il adopte pour N la valeur 1-— qui répond 

aux observations. « Il y a des termes dans l’équation différentielle de l’orbite (dit-il , 
n page 44) dont les coefficiens augmentent considérablement par l’intégration; ce sont 
» ceux qui contiennent des quantités dg la forme cos Rz, R marquant un coefficient qui 
« diffère peu de N, mais qui ne lui est pas exactement égal. Cela vient de ce qu’il 
u faut, pour les intégrer, les diviser par la quantité N a — R a , qui est très petite, et qui 
i» se trouve de l’ordre de N (au moins) , lorsque la différence de N et de R est de ce 
n même ordre. De là il s’ensuit qu’il n’est pas permis de négliger les quantités du qua~ 
w trième ordre en cosRz dans les termes de l’équation différentielle, quand on veut avoir 
n égard aux quantités du troisième dans la valeur de f.... Quant aux termes où se trouve 
j* cosNz il faut aussi avoir égard, dans leurs coefficiens, aux quantités du quatrième 
» ordre, parce qu’étant divisés par une quantité P, qui est censée infiniment petite du pre- 
n mier ordre, ils deviendront du troisième, abstraction faite des quantités numériques qui 
v peuvent multiplier ces coefficiens, et en augmenter ou diminuer beaucoup la valeur, 
n Enfin, il faut faire une grande attention aux termes de l’équation de l’orbite où se 
n trouvent des quantités de la forme cos kz, k étant une quantité fort petite de l’ordre n 
rt ou au-dfessous ; parce que, quoiqu’ils ne deviennent pas plus grands dans l’équation 
n intégrée de l’orbite que dans l’équation différentielle, ils augmentent beaucoup do 
n valeur dans l’expression du temps, où ils acquièrent le petit diviseur k par l’intégration. 
n S’il s’en rencontre qui soient déjà sous le signe /dans la valeur de l’élément du temps, 
» il faudra pousser les coefficiens de ces termes jusqu’aux quantités infiniment petites du 
» cinquième ordre, puisqu’ils seront abaissés au troisième parla double intégration (**). n 
Exposition Après avoir fait ces observations et donné à propos du développement des sin. et cos. 
succincte de la quantités composées de plusieurs termes, une démonstration du théorème de Taylor 
par d’Alembert trop élégante pour n’être pas citée, d’Alembert passe au développement des calculs 
proximation^ fi u,ex *S e une deuxième approximation ; il substitue, dans les expressions des forces, les 


(*) La formule dÇ=: — cos(*—*') sin (z—Ç) sin (*'—£) lai donne -f- y sin a(/t*z — p Z ) p our 

la plus grande équation du mouvement des noeuds, et la formule ~z=d^ cot(z —£) lui donne, pour 
l’équation correspondante de l’inclinaison, — p. cos i[nz — pz), pétant le rapport de l’inclinaison moyenne 


an rayon. 

(**) En effet, le temps étant donné par la formule 


fiïi'-M+XMï 


-f- etc. 


}■ 


supposons que la valeur de t contienne un terme en cos qz, q étant fort petit: ce terme entrera aussi dans 
u= K -f- f, ce qui amènera dan la quantité — —- , et pourra, dans le cas ou ulti , contien¬ 

drait aussi nn terme en cos qz, introdoire, par sa double intégration par rapport kz, un terme semblable 
divisé par q J , dan* la valeur ünie du temps. 


CHAPITRE TROISIÈME. 41 

Valéurs de t , m et Ç qu'il a obtenues par la première opération, celle du rayon vecteur B" 
de l’orbite elliptique de la Terre (*) , et celle de z', qu’il obtient en fonction de z, en 
égalant, ainsi que Clairaut, les expressions des temps employés par chaque astre res¬ 
pectif à décrire ces angles. Il détermine ensuite les termes de l’équation différentielle de 
l’orbite où entrent les forces, et, les rassemblant tous, il la réduit ainsi de nouveau à la 
forme d’une équation linéaire du second ordre, qu’il intègre en désignant, pour abréger, par 
des lettres, les coefiiciens composés de plusieurs termes. Ayant obtenu par là la valeur 
cherchée de t et de u, en fonction des cos: des multiples des angles z, Nz, xnz, pz et nz, 
des premières et deuxièmes puissances de l’inclinaison, du rapport des moyens mouvemens, 
de l’excentricité lunaire, et de la première puissance de l’excentricité terrestre, il passe , 
dans le chap. 9, à la détermination du temps que la Lune emploie à parcourir un arc 
quelconque de son orbite. Il y parvient, ainsi que Clairaut, en intégrant son équation 
différentielle, où il substitue la valeur précédente de u ; il obtient ainsi la valeur de la lon¬ 
gitude moyenne de la Lune Z, en fonction des sin. de la longitude vraie z, et réciproque¬ 
ment l’expression de celle-ci en fonction des sin. des multiples de la première; ce qui lui 
donne immédiatement le lieu vrai de la Lune dans l’écliptique. Pour rendre la formule 
encore plus applicable aux usages astronomiques , il y introduit le mouvement vrai z' du 
Soleil au lieu du moyen nZ. Enfin, il corrige l’équation de l’inclinaison par une substitution 
poussée au second ordre, ce qui entraîne aussi l’admission réciproque de quelques nou¬ 
veaux termes dans l’équation de l’orbite et dans celle du lieu. * 

Le chap. 12 est consacré au calcul numérique des différens termes de la formule du 
lieu de la Lune -, l’auteur exprime leurs coefiiciens par une suite de fractions décroissantes 
dont les dénominateurs sont facteurs de 36 o, ce qui facilite leur réduction en degrés (**). 

Le mouvement moyen de l’apogée Z—NZ n’étant pas encore assez exactement déterminé, 
d’Alembert est ainsi conduit, pour vérifier sa théorie sur ce point, à le calculer en ne négli- exact*!?! 1 mm!- 
geant que les quantités infiniment petites du septième ordre ; ce qui l’oblige à employer de Jw^Vt^du* 
nouveaux termes, tels que le troisième de l’expression générale du temps ; à évaluer plus 
exactement les premiers, et le conduit enfin à la quantité 3 ° 2' 33 " pour le mouvement 
de l’apogée, que les observations donnent de 3 ° 3 ' ’ 3 j". 

Ce sont les équations définitives qu’il vient d’obtenir qui lui servent à construire ses 
tables. Il suit pour cela une méthode particulière, qui consiste à réduire en formules les t on réduUes*en 

tables faites d’après la théorie de Newton , à les comparer ensuite avec les siennes, et à et * a - 

, • j n 1 j-rr-' . , bJe » de correc- 

n en construire de nouvelles que pour les diiterences qui existent entre les équations tiou 

( *) B'=;B(i + >, cos ’irn'z), 

(**) Ainsi il met n = sous la forme g + ^ — etc.^ , qu’on obtient en développant 

( ia + D" °° ia 0+0" ; et comme les coefiiciens sont en general donnés en parties du rayon 
pris pour unité , pour les réduire en degrés, il les multiplie par la valeur 5 ?» 18' du rayon ou sinus total 
en faisant 

57 o i8 ' = 6 oo + 

forme qui résulte de ce que 57 ° x8' = 60° - a®,7, et de ce que g = -L- = JL £ , + Q -. 




Observations 
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ayant le même argument dans l’une et l’autre théorie, ou pour les nouvelles équations 
données par le calcul analytique. H adopte pour tables de comparaison celles des Insti¬ 
tutions astronomiques de Lemonniet, qui étaient fondées sur (îelles de Flamsteed, et il 
indique un procédé particulier pour faciliter la construction des nouvelles. 11 consiste à 
chercher, dans les tables déjà calculées, les parties aliquotetf qui peuvent représenter les 
équations que l’on veut réduire en tables : ainsi, par exemple ,«les tables des équations 36 ' 
sinaA, et éff siuaA lui servent aussi à construire celle de P équation 12' 23 " sin2A, en 
ajoutant le tiers de la première à la moitié de la seconde. 

D’Alembert calcule ensuite la parallaxe de la Lune au moyen de la form'ule qui donne 
l’inverse de son rayon vecteur, sa latitude au moyen du mouvement des nœuds et de la 
variation de l’inclinaison, en ayant égard aux quantités du second ordre , et il termine sa 
théorie par le recueil de ses nouvelles tablés. Celles-ci ont pour argumens les lieux 
moyens de la Lune, de l’apogée et du nœud, et le lieu vrai du Soleil; elles sont au 
nombre de dix-sept pour la longitude, entre lesquelles onze sont analogues à celles des 
Institutions astronomiques; il emploie les deux équations du mouvement du nœud déjà 
connues, en les corrigeant au moyen de cinq autres tables, pour trouver la distance du 
Heu vrai de la Lune au lieu vrai du nœud. 11 ajoute aussi six équations à celle de l’incli¬ 
naison que les astronomes employaient déjà; et c’est de la détermination de ces élénnna 
qu’il conclut la latitude. Enfin, il donne une table pour la correction des parallaxes et des 
demi-diamètres de la Lune. Mais au lieu de vérifier ensuite, ainsi qüe Clairaut, sa théorie 
par les observations, il se borne à comparer ses tables avec celles de Lemonnier et celles 
qu’EuIer avait données en 1745 et 17S0. 

Avant de terminer cette esquisse rapide des premiers travaux de d’Alembert sur le pro¬ 
blème des trois corps, il n’est pas inutile de remarquer que l’application qu’on pouvait faire 
de la méthode des coefficiens indéterminés à la théorie de la Lune, n’avait pas échappé à sa 
sagacité. "V oici ce qu’il dit à. ce sujet (p. 106) : « A l’égârd de l’intégration de l’équation 
„ de l’orbite, j’aurais pn supposer u égal àR-f-P cos Nz- 4 -D côs a (z—-nz)-|-etc;, R, P, D 
n étant des coefficiens indéterminés ; et substituant cette expression dans l’équation diffé- 
„ rentielle, déterminer comme à l’ordinaire la valeur de chaque coefficient. Cette manière 
•n d’appliqtlér la méthode des indéterminées à la solution du problème dont il s’agit, est 
r> sans comparaison la plus courte et la plus facile de toutes, puisqu’elle ne deriiande ni 
„ intégration, ni aucune adresse de calcul ; d’ailleürs elle se présente très naturellement, 
n elle est familière aux géomètres, et a été déjà très souvent mise en usage pour l’inté- 
„ gration des équations; Cependant j’ai cru devoir lui préférer la méthode que j’ai suivie, 
n quoiqu’elle soit un peu plus longue ; et voici les raisons qui m’y ont engagé : pour pou- 
„ vo j r jupposer u égal à R + P cos Nz + etc., il faut s’être assuré auparavant que u doit 
„ avoir en effet cette forme ; car une équation différentielle ou une équation intégrée qui 
•n renferme des signes / peut avoir, et a souvent en effet, plusieurs intégrales. Il faut 
„ donc démontrer, ou que l’intégrale qu’on suppose est unique, ou au moins qu’elle est la 
r> seule qui convienne au problème proposé ; et lors même que la valeur trouvée sérait 
r> assez conforme aux observations t on sént que ce moyen de confirmer la solution est 

r> indirect et peut être insuffisant.Cette méthode peut aussi induire en erreur, soit 

r parce qu’on peüt donnera l’iritegrale une forme fautive, soit parce que les coefficiens 
r> étant indéterminés , et par conséquent d’une valeur inconnue, on n est jamais parfaite- 
>■> ment sûr de la valeur des quantités qu’on néglige, sur-tout dans un cas aussi compliqué. 
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r> Au reste, je ne prétends point en condamner absolument l’usage, mais observer seule- 
ment qu’il faut prouver, en l’employant, que la forme qu’on suppose à l’équation est en 
v> effet la seule qu’elle doit avoir, et j’ai cru qu’il était plus court de chercher directe- 
r> ment cette forme en intégrant rigoureusement et absolument l’équation proposée. 


CHAPITRE IV. 

Première Théorie de la Lune, d’Euler, 

Euler envoya à l’Académie de Pétersbourg, dont il était membre honoraire, son juge¬ 
ment sur la pièce de Clairaut, avec une dissertation latine très étendue, qu’il avait composée 
quelque temps auparavant sur le même sujet. Cette Académie la fit ensuite imprimer à 
Berlin, sous les yeux de l’auteur, et elle parut en 1753 sous le nom de Theoria motus 
Lunœ. Le but principal qu’Euler paraît avoir eu dans cet ouvrage, est de résoudre la 
question du mouvement de l’apogée, u L.e célèbre Clairaut, dit-il, n’ayant pas encore R u t principal 
.» exposé publiquement les raisons qui l’ont porté à rétracter sa première assertion sur j?£j J j‘ r OUT ‘* se 
11 l’insuffisance de l’attraction Newtonienne, qu’il me soit permis, à moi qui ai toujours été 
11 d’une opinion contraire à celle qu’il énonce maintenant, et qui m’y suis confirmé depuis 
■a long-temps par plusieurs méthodes différentes, de ne pas regarder la question comme 
n décidée jusqu’à ce que je sois parvenu à la résoudre par mes propres recherches.... Je 
11 considérerai d’abord le problème dans sa plus grande généralité, afin de déterminer le 
>1 mouvement d’un corps sollicité par des forces quelconques ; j’introduirai ensuite dans 
a le calcul les expressions de celles auxquelles la Lune est soumise, et je donnerai les 
a équations de son mouvement; je les transformerai de diverses manières, jusqu’à ce 
a qu’elles soient mises sous la forme la plus convenable; enfin, je m’attacherai à en 
v conclure, tant le mouvement de l’apogée que toutes les inégalités de la Lune, de ma- 
a nière à parvenir à leurs véritables expressions, dans le cas même où la loi de Newton 
y> serait en défaut. * Passons rapidement en revue les divers points de cette théorie. 

Euler introduit le premier l’emploi des trois équations du mouvement varié en coor¬ 
données rectangulaires, et il suppose le mobile soumis à l’action de trois forces situées Équations du 
aussi à angle droit; la première P, dirigée suivant la distance accourcie, ou la ligne qui 
joint le point où le mobile est projeté sur l’un des plans coordonnés, et le centre fixe pris 
pour origine ; la seconde Q, située dans le même plan et en sens contraire du mouvement ; 
la troisième R , perpendiculaire à ce plan, et tendant à en rapprocher le mobile ; il par¬ 
vient de là aux équations en fonction des coordonnées polaires x, <p et 1]/, qui désignent la 
distance accourcie, la longitude et la latitude du mobile (*). Il décompose ensuite la troisième 
équation , au moyen d’une relation trigonométrique, pour obtenir les expressions diffé- 

(♦) Ces équations sont (notes, § 3 ), en supposant prises avec le signe — les forces qni tendent à di¬ 
minuer les coordonnées, 

d’x — xrff—— 5 P*S 2dxe/p+xd*t = — i Qdi*, d’(x tang4) = _ I R*. . 

la fraction I, qui multiplie dv, disparaît dans l’élimination de l’élément dn temps, et ne produit aucun 
changement dans les équations définitives. 
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rentielles du mouvement des nœuds x , et de l’inclinaison p de 1 orbite; la méthode par 
laquelle il y parvient, en regardant alternativement x et p comme constantes et comme 
variables, est bien remarquable en ce quelle est déjà fondée sur le principe de la variation 
des constantes arbitraires (*). 

Il détermine ensuite les valeurs des forces dans le cas de l’orbite lunaire, en prenant 
E* ress' l’écliptique pour plan de projection, et le centre du Soleil pour origine des coordonnées *, 
. des iorccs.° nS R suppose la force du Soleil conforme à la loi de Newton, mais il introduit dans 1 expression 
de l’attraction de la Terre sur la Lune un terme indéterminé qu’il suppose constant, et 
qui diminue la valeur qu’a cette attraction dans le cas de l’inverse du carré des distances (**). 
Nous n’entrerons pas dans les détails de toutes ses transformations préliminaires; il suffira 
de dire qu’il substitue, à la place de la distance z de la Lune au Soleil, sa valeur en fonc¬ 
tion des deux autres côtés du triangle formé par les trois astres et de l’angle compris, et 
que le développement des puissances de la valeur de z étant très convergent, à cause de la 
petitesse du rapport de ces deux côtés, il se borne à ses quatre premiers termes. Il prend 
successivement pour variables indépendantes, le temps, l’anomalie moyennne du Soleil q 
et celle de la Lune p ; il intègre alors une première fois la seconde équation du mouve¬ 
ment avec une constante arbitraire C, pour obtenir la valeur de d<p, qu’il substitue dans la 
Transforma- prem ière équation. Il y met à la place du rayon y de l’ellipse solaire, sa valeur elliptique. 
IK>U *' Il suppose x égal à la valeur qu’il aurait dans le mouvement elliptique, multipliée par 

une variable u, qu’il fait ensuite égale à l’unité plus une nouvelle variable v; il introduit 
enfin l’anomalie vraie r de la Lune comme variable indépendante définitive ; il désigne 
par /Rrfrla partie de la valeur de dtp qui reste sous le signe de l’intégration; et ayant appelé 
Équation. fon- > l'angle parcouru par le Soleil, et , l’élongation p-8, il obtient, au moyen de 1 équation 
dainentalcs du ^es a ; res la valeur de dè en fonction des élémens de l’orbite du Soleil, et de la celle de 
problème. ^ ^ xg ^ chant la prem i ère de celle de d? et les développant (***). Il transforme aussi la 


(*) D obtient, au moyen de la troisième équation du mouvement et de la relation tang4— tangpsin(e — 
les deux équations : 

d* = l | Psin (, — x) + Q co*-,) - — } > 

-ci*.-»)=s ^=sr noK 6> 5 30 

( ++) Le rayon vecteur a pour expression Euler désigne par S, T, L les masses du Soleil, de la 

Terre et de la Lune, et représente la force principale par (T-t-L)cos» 4 en apposant en* 

. riaeT = u, il obtient, pour les valeurs des trois forces, (voyez note 4, $4) 

suite, pour abréger, .r> 71 

r=(T+L) co.’4 (jr-p) + s CM *] ’ Q=s Qr>-p ) ,in * - 

x tang 4 


, / i i \ . c x tanj 
R = ( T + L ) cos’4^4 -fc) + — 


où — xxy cos a-J-x’ 

(*+*) Il suppose 


:*4- 


__ *(»—«•) * , _ **> 
x — e cos s ’ i — A cos r 
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première équation du mouvement en une autre dont le premier membre est la différen¬ 
tielle seconde de v par rapport à r, et dont le second membre consiste en une suite de 
termes de deux espèces. Les uns sont de simples fonctions de quantités non périodiques ou 
des cos. de l’angle <p —qui exprime la distance de la Lune à son nœud ascendant, des 
anomalies vraies r et s de la Lune et du Soleil, de l’élongation ij et de la tangente de 
l’inclinaison p, multipliées par le rapport m des masses divisées par le cube des distances 
moyennes et par le rapport n des moyens mouvemens, par les deux premières puis¬ 
sances des excentricités k et e, par la variable v elle même et par son carré; les autres 
ternies exprimés par les produits de fRdr et de son carré par certains coefliciens, sont 
des fonctions des excentricités, dev, et des sin. des angles i>, r et s, qui restent sous le 
signe de l’intégration, où elles sont multipliées par dr. Il parvient à des expressions 
analogues pour dx et d logtang p. Toutes ces formules fondamentales étant données, il 
s’agit maintenant d’en conclure, par l’intégration, les valeurs cherchées des variables. 

Pour y parvenir plus facilement, Euler ne considère d’abord que les inégalités de la m Classe. 
Lune qui proviennent de l’angle * et de ses multiples , en supposant nulles les excentri- tenant *de P l'c- 
cités et l’inclinaison de l’orbite, afin d’obtenir toute la partie de la variation de la Lune longation. 
qui est indépendante de son excentricité. Il prend alors pour v et pour la fonction fRdr, Intégration 
qui exprime la partie variable et périodique de dç, des valeurs composées d’une suite de J^efficUnY' 0 * ^ 
produits des cosinus des quatre premiers multiples de * par des coefliciens indéterminés, détermines. 


et obtient 

en faisant 


* = r'( c -£ /Mr > > 

_ 3 (i — *’)>('— ««»«)> 

R = ; (— + “ c • 


C e'tant nne constante. 

11 fait, pour un moment, 

x — ar, y s= bu ; 

les équations des aires donnent alors 

9 *dr = dp l/i — A 1 , u*de ~ dq \/1 —e*. 

En effet, le principe des aires donne directement pour la Lune , par exemple, l’équation 


x'dr — dtVa ( i — A*_) ( T + L ) ; 

elle devient, dans le cas du mouvement moyen, où l’on snpposc pulle l'excentricité, 
a 1 dp = dt 1 /a ( T -+■ L) , 

d’où l’on tire, en éliminant dt et divisant par a », la première des. équations précédentes; il en est de 
même pour la deuxième. Il conclut de là, en faisant dp = ndq et remettant pour 9 et «► leurs valeurs 
elliptiques, 


de = 


_ 1 ( 1 — A»)* (1 —- e cos s)» 


dr. 


(1 — e*)*( 1—A cos /•)• 

Enfin retranchant cette valeur de celle de df , il obtient celle de dn, et faisant u = I + il change 
l’équation, qui était en d'u, en une autre de la forme 

£? = C- (»■ -3, + ^) - .C/Mr'+i (/R</r) , + !^”X/ [Motll( ,_ )](l+Jlcotr+etc ) 
+ 3A cos ( 3 » — r) — | e cos ( 3 » — s) + etc., etc. ( Voy. Th. d’Eul. , p. 45 ) 
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les cos. des multiples impairs ayant aussi en facteur le rapport » des moyennes distance* 
a et b, ou le rapport des parallaxes du Soleil et de la Lune (*); il substitue cette valeur 
de /R dr dans les expressions de d<p et àe du-, il obtient ensuite, en la différenciant et an 
y substituant pour du la valeur précédente, une expression de R qui, étant comparée à 
sa valeur déjà connue , lui fournit, en égalant de part et d’autre les coefliciens des termes 
semblables, un certain nombre d’équations pour déterminer les coefliciens inconnus. 

La substitution des valeurs supposées pour y et fRdr, dans l’équation différentielle en d 3 v f 
devant aussi la rendre identique , lui donne de nouvelles équations qui lui servent à com¬ 
pléter la détermination des inconnues ; il parvient ainsi, au moyen des valeurs des éîémens 
données en parties du rayon, savoir, le moyen mouvement n de la Lune et celui de la 
ligne des apsides c, et à l’aide de calculs fondés sur des approximations successives, à 

I évaluation numérique des coefliciens de tous les termes dépendans des cos. de *i et de 
ses multiples qui entrent dans les valeurs qu’il a supposées pour v et /Rc?r dans cette 
première opération, il conclut de là’ les termes qui leur correspondent dans les expres¬ 
sions de v, d>) et dç-, il intègre cette dernière en supposant <p composé d’une suite de 
termes dépendans des sinus des multiples de *, et affectés de coefliciens indéterminés, ep 
différenciant cette expression, et y substituant pour dn sa valeur donnée, puis en la 
comparant avec celle qu’il vient d’obtenir, afin de déterminer les coefliciens de la valeur 
cherchée de <p. 

2* Classe. Euler passe ensuite (cbap. 5 ) à la recherche des inégalités de la-Lune qui dépendent 
dJjSldent^è de la première puissance de l’excentricité k de son orbite. Il fait usage, pour les obtenir, 
l’orbite lunaire 6 m ® me P roc ®dé que celui qu’il vient d’appliquer aux inégalités de la première classe. 

II suppose pour /Rdr une expression composée des deux premiers termes de sa valeur 
précédente, et d’une suite de fonctions de k et des cos. des angles r, 29 — r, 2>i -f- r, etc., 
multipliés par de nouveaux coefliciens indéterminés. Il prend aussi pour v un développe¬ 
ment semblable, à l’exception du terme en cosr qui ne s’y trouve pas. Il a recours aux 
mêmes opérations que celles qu’il a déjà employées pour déterminer les coefliciens de 
chacun des termes de ces deux valeurs , en ne considérant dans les équations identiques 
que ceux qui se trouvent multipliés par à, et en substituant, dans les équations de condi- 
dition, les valeurs des coefliciens déjà connus et celle de l’élément k. 

Le chap. 6 de la théorie que nous analysons est consacré à la recherche des inégalités 
de la Lune qui dépendent du carré de son excentricité. L’auteur, ajoutant alors aux valeurs 
indéterminées de v et J~Rdr de nouveaux termes où les cos. des angles ar, 2»?, fa e t de 
leurs composés se trouvent multipliés par A 1 , parvient aussi par la méthode précédente 
à fixer les valeurs de leurs coefliciens. 

Dans le chapitre suivant il cherche, au moyen de calculs longs et compliqués, à obtenir 
des valeurs plus exactes des inégalités déjà trouvées, en les considérant dans leur ensemble. 


(*) Euler suppose, dans cette première approximation , 

fKdr =5= A cos 2» + B cos 4» -f- C » cos » 4 - D » cos 3m , 
v = A'cos a* 4 - B'cos 4 m 4 - C'scosm -h DS cos 3m ; 

la valeur de la fonction fRdr ne doit contenir aucun terme constant, et celle de V, par sa nature, ne doit 
avoir ni un terme constant, ui un terme de la forme « cos r. 
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Il détermine ainsi avec plus de précision l’expression de ^ , qu’il intègre ensuite par la 

méthode que nous avons déjà indiquée. Il obtient alors pour un développement dont il 
réduit les coefliciens en secondes, et dont la partie non périodique est composée de la 
constante de l’intégration et du terme Or; or, la partie constante de la différence <p —r, 
entre la longitude et l’anomalie vraie de la Lune, doit exprimer la longitude de l’apogée; 

O — i est donc le rapport du mouvement de l’apogée au mouvement de l’anomalie de la 
Lune. Euler a jusqu’alors pris pour O la valeur donnée par les observations ; dans le 
chap. 8, qui traite du mouvement de l’apogée, il cherche à le déterminer par le calcul. Mouvement 
Il reprend pour cela l’une des équations de condition obtenues précédemment, qui lui dclapogte. 
donne pour O une valeur en fonction de C. Une première détermination de C, faite en négli¬ 
geant les termes en /<“, ceux en e et en qui viennent de la position et de l’ellipticité du 
Soleil, lui avait donné, pour cette constante, une valeur en fonction de n et de la lettre 
y, qui représente le terme ajouté à celui qui exprime l’action de la Lune dans le cas de 
l’attraction Newtonienne, Cette valeur ne lui fournit, pour le mouvement de l’apogée, que 
la moitié de celui qui a lieu réellement ; mais comme la constante doit avoir une valeur 
différente, quand on a égard à toutes les circonstances du problème, Euler avait ajouté 
une quantité ^ inconnue, à cette première expression; et c’est en cherchant avec soin sa 
valeur, qui ne paraissait d’abord d’aucune importance, qu’il retrouve, à 2' près, la se¬ 
conde moitié du mouvement cherché par la considération de la seule inégalité qui dépend 
de l’angle 2* — r (*). Il déduit de la comparaison du résultat du calcul avec 1 observation, 
une valeur de y déjà très petite, et qui doit diminuer encore par un calcul plus exact ; 
d’où il conclut qu’il n’y a nul besoin de supposer d’autre force que celle qui a lieu en 
raison inverse du carré des distances, pour accorder les résultats de la théorie avec ceux 
de l’observation. 

Euler passe ensuite (chap. 9) à la détermination des inégalités de la Lune qui pro- 3« Classe, 
viennent de la seule excentricité e de l’orbite du Soleil, qu’il a négligée jusqu’alors. Ces de KÎI 
inégalités doivent dépendre en partie de l’anomalie vraie s du Soleil, et en partie j-entricité so_ 
de l’angle 2i>; il l’exprime par les valeurs qu’il prend pour v et fRdr, en omettant les 
termes en r ; il compare les valeurs qu’elles donnent pour R et d*v (en y substituant pour 
ds = dt, sa valeur) avec celles qui viennent de la substitution des expressions indéter¬ 
minées de fïidr et de v, dans les valeurs déjà connues de R et de d*v. 

Il parvient de même (chap. 10) à l’évaluation des termes qui dépendent du produit ek 4' Classe, 
des excentricités, en ne prenant, dans les séries indéterminées, que les termes qui ont dépendent Ss 
A, A', e, k ou ek pour facteur, et introduisant les cos. des nouveaux angles r s, àl^fois'* 
r-f-*, 2» — r -}- s, 2 $ — r — s , etc. 


( * ) Il trouve, page 98, 
mais il a obtenu d’ailleurs, page 3g, 

d’oii il tire, quand il ne'gligc y et /, 


O = C — o,ooo364 ; 

r , _ . . 5-b\y + f . 
C - 1 + ^-’ 


O = y/1 -f ^ n* = 1,004*59* ; 

mais en ayant egard à la valeur de <t= ; 3,*089*, trouvée chapitre VII, il obtient la valeur O = 
taudis que l’observation donne O = i,oo85*7* , d’où il déduit y = o,o38. 


1,0084307» 
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Il détermine enfin les inégalités de la Lune qui proviennent du rapport des parallaxes 
ou des distances moyennes du Soleil et de la Lune à la Terre, et dont il a déjà obtenu 
quelques-unes (chap. 4 ) dans une première approximation. Il fait entrer, pour cet effet, 
de nouveaux termes dans les séries où ce rapport multiplie les cos. des angles •), , 

i — T , tt — s , 3 * — s , et il en détermine les coefïiciens de la même manière. 11 remarque 
que les inégalités qui dépendent des angles 2*— 3 r, 2* — ar + s peuvent monter à 
plusieurs secondes, mais que leur détermination est si rebutante, qu’il a préféré s’en rap¬ 
porter sur ce point aux observation». 

Après etre parvenu aux valeurs de toutes les inégalités de la Lune qui ne dépendent 
pas de 1 inclinaison de son orbite, Euler s’occupe ensuite, dans les chap. i a et 1 3 , du 
mouvement des nœuds et de la variation de l’inclinaison. Il développe leurs équations dif¬ 
férentielles, et réduit la première à une sérié de cos. des angles i , r, <p } tt, 0, s et de leurs 
multiples ; la seconde a un développement des sinus des mêmes angles : chaque terme de 
1 une et de 1 autre étant multiplie par un coefficient numérique. 11 remarque que quoique 
quelques-uns de ces termes paraissent assez petits pour qu’on pût les ri jeter, ils peuvent 
croître par 1 intégration d une manière notable : tels sont ceux dont les différentielles dif» 
fèrent très peu de dr. Pour en tirer «- et log. tang,, il cherche séparément les parties de 
leurs valeurs qui proviennent de ces angles, et sont indépendantes dos excentricités; puis, 
celles qui résultent des deux premières puissances de l’excentricité de l’orbite lunaire 
enfin celles qui viennent de l’excentricité de l’orbite solaire ; il intègre dans chacun de 
ces trois cas, en posant pour x et log. tang p des valeurs indéterminées, en les différenciant 
par rapport à r, et en y mettant, pour les coefficiens différentiels de <p, i ou s et x , 
leurs valeurs déjà connues, * étant toujours égal a ç — 6 ; comparant ensuite les expres¬ 
sions auxquelles il parvient avec les formules numériques qui donnent dx et dlog. tang p , 
il obtient un nombre d’équations suffisant pour déterminer tous les coefficiens. Dans le 
calcul de l’inclinaison, il dit qu’on peut négliger plusieurs inégalités dont quelques-unes 
passent îo" i à peine même veut-il qu’on ait égard à une équation qu’il trouve de a3". 
Rassemblant ensuite tous les résultats, il en tire immédiatement la valeur de x, et obtient 


fie Classe. 
Inégalités pr( 
venant de l’ii 
clinaison de 
l’orbite. 


aussi celle de p en la tirant de celle de log. tang p (+). 

Ces valeurs pouvant influer sur celles de <p et de v , il faut encore y avoir égard en 
- déterminant dans f&dr et v de nouveaux termes multipliés par les cosinus des angles 
' ç — x, 6 — X, <t>—x—r, etc., et de leurs multiples. On a un exemple, dans cette 
partie, des risques que l’on court par ce procédé, en ne mettant pas la plus scrupuleuse 
attention aux termes que l’on néglige; car, après avoir trouvé dans <p le terme 18' 3" 


(♦) Pour passer de la valeur de log. tang, à celle de ,, Euler posant log. tang, = S, obtient d’abord 
tang, = r + S +-'S 1 ; 

il fait , = «-+-«, * étant l’inclinaison moyenne donnée par les observations, a étant une petite quan¬ 
tité variable, ce qui lui donne 

tang 14* a u 

tang t —-;- = tang t -f.-: 

l — • tang « 6 co»> • * 

il fait ensuite — V, et obtient 

tang t 


m = (V— l} sim coss = - ( V— i) sin a t. 
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sin (2 6 — 2?r) , dont on ne voyait aucun vestige dans les tables astronomiques, Euler est 
conduit par là à un examen plus attentif, qui ne lui donne plus que 3 ' u 5 " sin (qô — 27r) 
pour cette équation , ou environ la cinquième partie de ce qu’elle était d’abord. 

Rassemblant ensuite tous ces résultats partiels , en ajoutant les coefficiens de chaque 
fonction périodique donnés par toutes les opérations successives , il parvient aux valeurs 

complètes de u et de en fonction des produits des cos.de t ), r, s, et de leurs mul¬ 
tiples, par des coefficiens numériques et par les élémens e, k et ». Il représente par Ç 
la longitude de la Lune determinee, dans son mouvement elliptique, selon les règles de 
Kepler; <p est alors égal à£, plus une fonction des sin. des angles *, r, s, ç,x, 6 et 
de leurs multiples. 

Après avoir, dans les chapitres précédens, considéré successivement les six classes 
d’inégalités qui dépendent de l’élongation, des deux excentricités considérées séparément 
ou simultanément, de la parallaxe du Soleil et de l’inclinaison de l’orbite, Euler montre, 
dans le chapitre 16, qu’on peut, relativement aux usages astronomiques, distinguer 
aussi cinq classes différentes d’inégalités, suivant qu’elles servent à déterminer la dis¬ 
tance de la Lune à la Terre ou la parallaxe, le mouvement horaire de la Lune, la 
longitude vraie sur l’écliptique, la position de la ligne des nœuds et l’inclinaison vraie, 
d’où l’on tire la latitude. Il cherche à exprimer l’anomalie vraie r, en fonction de l’ano¬ 
malie moyenne p et de l’excentricité k, qui sont connues assez exactement, d’autant 
plus qu’une erreur de quelques minutes dans l’anomalie vraie, n’en produit qu’une de quel¬ 
ques secondes dans les inégalités de la Lune. Il parvient à ce but au moyen de l’équation 
différentielle qui lie ces anomalies dans le mouvement elliptique ; elle lui donne d’abord, 
par son développement, la valeur de p en fonction de ret des sin. des multiples de r; 
d’où il tire réciproquement celle de r en fonction de p et des sin. des multiples de 
p (*). Celle de Ç est alors déterminée en fonction de la longitude moyenne, et d’une 
suite de produits des sinus des multiples de r par les quatre premières puissances de 
k : ce qui est d’une exactitude suffisante. 

Le chapitre 17 de l’ouvrage est consacré à la détermination des élémens. « La 
n théorie seule ( dit Euler, dans son introduction ) ne suffit pas pour construire des 
n tables, et elle doit nécessairement emprunter à l’observation six élémens, savoir : 
» i°. l’excentricité de l’orbite lunaire, qui dépend du mouvement primitif imprimé à 
n la Lune, que la théorie ne peut faire connaître j 2°. le lieu moyen de la Lune à une 
r> époque déterminée ; 3 °. le lieu de l’apogée de son orbite à un moment donné ; 4 °• 


(* ) On a, dans le mouvcmeut elliptique ( voyez le bas de la page 45), 


d’où l’on tire, en intégrant, 


rJn — (* — )* àr 

P (i— lieotr)» * 


p = r -4- aA sin r -f- | A» sin ar-f- ^ A* sin 3 r -f- etc. 


Si l’on pose r = p — R , et qu’on cherche les valeurs des sinus des differens multiples de r, suivant lea 
puissances de R et les sinus de p, on obtiendra l’équation 

r = p — aA ^t — ^ A* ^ sin p -f-1 A» sin ap — ^ A* sin 3p + etc., 
que l’on peut mettre en table. 


7 
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» temps périodique de la Lune selon son mouvement moyen ; 5 °. le lieu des nœuds 
» à une certaine époque ; 6°. l’inclinaison moyenne de 1 orbite de la Lune au plan 
v de l’écliptique. C’est au moyen de ces six quantités déterminées une seule fois, que 
ri la théorie doit faire connaître la position de la Lune et les elemens de son orbite pour 
n un temps quelconque. r> Pour corriger plus aisément les élémens par les observations, 
Euler prend celles où le nombre des inégalités est le plus petit; telles sont celles faites aux 
momens où la Lune est en opposition ou en conjonction. Il emploie treize éclipses de 
Lune observées à Paris; il suppose à la longitude moyenne, à l’excentricite k, et par 
suite à l’anomalie vraie v, des premières valeurs passablement approchées ; il désigné 
par m, n et i les corrections dont ces élémens ont besoin ; et comme le terme.... 
sin a(<p —ît— r) est incertain aussi, il désigne son coefficient par ioo y, et le regarde 
comme indéterminé. Calculant ensuite, au moyen des élémens approchés, les formules 
que donne la théorie pour le lieu de la Lune au moment de chaque observation, 
et comparant ces valeurs avec les longitudes observées , la différence des résultats , 
attribuée à l’incertitude des élémens , lui donne, pour chaque observation , une équa¬ 
tion dont le premier membre est un certain angle, et le second une fonction de la 
forme am-f- bn -f ci -f- dy\ a, b, c, d étant des coefficiens numériques. Il obtient treize 
équations semblables, d’où il peut tirer, par l’élimination, les corrections cherchées. 
C’est en cela que consiste la méthode des équations de condition, qu’Euler a indiquée 
et pratiquée dès 1747. H dispose enfin les formules qui donnent <p y * et f de manière 
à leur donner une forme convenable pour les mettre en tables ; et mettant de côté 
les inégalités qui ne surpassent pas 10", il réduit à vingt équations le calcul de la 
correction de la longitude. Comme l’argument de plusieurs d entre elles contient 1 ang e ^ 
lui-même, il prescrit d’employer, pour le calculer, la longitude moyenne, corrigée seu 
lement à l’aide des quatre premières inégalités j mais il ne donne pas les tables qu i a 
construites d’après sa théorie ; il présente même , sous le nom d Additcimentum , à a 
fin de son ouvrage, des remarques sur les inconvéniens de la marche qu il vient de suivre, 
accompagnées d’une nouvelle méthode, dont il s’est aussi occupe depuis dans les Mem. de 
Berlin pour 1763, et dont l’exposition rapide doit terminer ce chapitre. 

L’idée principale sur laquelle repose le nouveau procédé d Euler , est de choisir 
une anomalie qui soit nulle ou égale à 180°, lorsque la distance de la Lune à la Terre 
est la plus petite ou la plus grande, de manière que dx ne dépende pas de 1 élongation 
9, et soit nulle à l’apogée et au périgée. Il reprend les deux premières équations du 
mouvement ; il prend l’angle qui exprime le mouvement moyen, pour mesure du temps, 
et désigne par M et N ce que deviennent les forces perturbatrices correspondantes , 
il obtient, par l’intégration, les valeurs de dQ et de dx en fonction de a:, de d* et 
de termes composés des forces M et N, et affectés du signe f (*). Supposant ensuite 


(*) 11 désigne par a la distance moyenne du Soleil à la Terre, par 0 son moyen mouvement, et fait 

1*. = ^, p = £(£ + *), Q = 

les deux premières équations du mouvement deviennent alors - 

i'* - jr<V = - C? +:r 0 ' d * + xd '* = ~ M</ *’ » 
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x donné par l'équation polaire d’une ellipse dont p est le demi-paramètre, q l’excen¬ 
tricité et v l’anomalie vraie, au lieu de prendre, comme on le fait dans le mouvement 
régulier, ces quantités pour constantes et connues, il les regarde comme variables et 
arbitraires ; il substitue alors cette valeur de x dans celle de dx , et profite des deux 
indéterminées p et q pour réduire celle-ci à la forme H sin v, qui exprime correctement la 
supposition primitive, puisque de cette manière dx est nul ainsi que sin v, quand v 
est égal à o ou à i8o°. Les équations de condition qui servent à ce but étant diffé¬ 
renciées , lui donnent alors les valeurs de dp et de dq ; la différentiation de la valeur 
supposée de x lui fournit celle de dv ; et comme il connaît déjà celle de dtp , il en 
conclut l’expression de dtp — dv , ou du mouvement de l’apogée, et celle de dq. Ce 
sont ces valeurs des différentielles premières de toutes les variables, qu’il emploie comme 
formules fondamentales pour sa nouvelle solution (*). 

Il développe ensuite les valeurs des lettres M et N ; il fait /5=±3( 1 , et obtient 

l’expression de la différentielle de £ par rapport à *, ainsi que celles de tous les 
autres élémens, développées suivant les puissances de e, de q , les sin. et cos. des mul¬ 
tiples des angles k, v et ». Il distingue ensuite quatre genres de termes, selon qu’ils 
dépendent des excentricités, de la parallaxe ou de l’inclinaison; et il parvient, par la 
méthode des coefficiens indéterminés qu’il a déjà employée, aux inégalités des deux 
premiers genres. Enfin il termine cette addition par quelques réflexions sur le9 méthodes 
précédentes et sur divers procédés dont il propose de faire usage. Il montre, par exemple, 
qu’on pourrait réduire les premiers membres des équations différentielles au premier 
ordre, sans supposer une anomalie dont le sinus s’évanouit au périgée et à 1 apogée, 
en substituant aux variables q et v ces deux-ci, r — qcosv, s=q sin v. La valeur de r 
devrait alors se composer d’un premier terme de la forme K cos v, et d’autres dépepdans 
des cos. des multiples de k ; les plus grandes et les plus petites distances dépendraient 
alors plutôt de l’angle v que de l’anomalie, ce qui est avantageux lorsque l’excen¬ 
tricité est très petite. 

la seconde donne, en la multipliant par ax’rfy et intégrant, 

rfy = \/ aV, en supposant V = — yMx J sfy ; 


Tf* 


la première, multipliée par axrfy et ajoutée à la seconde multipliée par a dx , donne, en l’intégrant et y 
,nt pour x’tfy la valeur précédente, 

dx — — du y/a^U + en supposant U =— /(Mxrfy + Ndx). 

(*) Euler suppose ( Th. L. , p. 379) x = ^ P cos „ » 51 introduit cette valeur dans celle de dx, k 

laquelle il vient de parvenir, et posant, pour simplifier, aV—ap = o, U p* -f- A p — V= V<7*, il obtient 


il différencie ensuite les équations de condition et la valeur supposée de x, et remettant pour V et U ce 
qu’ils représentent, il en conclut: 

* — * = * {*(—rîr=ï) 

a. - 

f, — q cos v ,/r- (1 —ecosu)*) 

d» = M = dm | -- p -K A p --- j- y 
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CHAPITRE V. 

Comparaison des Méthodes précédentes de Clairaut, d'Alembert et Euler. 

Resnme des so- N OüS venons de voir trois géomètres du premier ordre entreprendre à la foÎ3 de résoudre 
dentes S P r * ce " directement le problème des trois corps dans toute sa généralité. Tandis que Newton, 
après avoir assigné la cause unique des inégalités de la Lune, et l’avoir heureusement 
appliquée à l’évaluation isolée de plusieurs d’entre elles, n’avait pu, par la méthode 
synthétique dont il se servait, les découvrir ni les calculer toutes ; et qu’il avait laissé 
les tables fondées en partie sur la théorie, en partie sur l’observation, et sujettes encore 
à des erreurs de 5 '; Clairaut, d’Alembert et Euler, profitant de toute la supériorité de 
l’analyse, réussirent à mettre le problème en équation, c’est-à-dire à en exprimer la 
nature et à en embrasser l’ensemble et toutes les circonstances pendant un temps quel¬ 
conque, au moyen d’un petit nombre de formules différentielles rigoureuses. Ils furent 
ensuite forcés, il est vrai, de renoncer à l’espoir de pouvoir les intégrer complètement ; 
mais ayant fait usage des données de l’observation et de diverses méthodes d’approxi¬ 
mation, ils parvinrent à une solution suffisamment exacte. Ils obtinrent alors, pour 
déterminer le mouvement du corps troublé, des développemens composés d’un nombre 
infini de ternies , dont les plus considérables se composaient des inégalités déjà connues, 
et dont les suivans en indiquaient d’autres auxquelles il fallait avoir égard ; mais le 
nombre de ces derniers était si grand, qu’il s’agissait dès-lors bien moins de chercher à 
l’étendre, pour obtenir des inégalités nouvelles, qu’à le resserrer et le contenir dans de3 
limites convenables. Enfin ayant substitué dans les séries qui exprimaient les coordon¬ 
nées astronomiques , les valeurs des élémens pour un instant quelconque , en supposant 
ces élémens constans, au lieu de les regarder comme variables , ainsi que l’avait fait 
Newton, ils purent s’en servir ensuite pour construire des tables qui représentassent 
correctement, pendant un long espace de temps, les mouvemens de la Lune. 

Égalité dos II serait difficile d’établir quel est, entre ces trois géomètres, celui qui arriva le premier 
droits des au- à ]a solution de ce problème si compliqué; et l’on n’a pu découvrir encore, st^ce 
me d’elle? 3 ' point, quelque zèle qu’on mette en général aux recherches de ce genre, un seul de ces 
passages positifs qui, assurant à l’un des auteurs une antériorité décidée, enlèvent en 
même temps aux autres un titre qu’on leur avait conféré jusqu’alors. Euler aurait pro¬ 
bablement la priorité dans le cas actuel, s’il avait mis autant de soin que ses deux' 
rivaux à publier immédiatement toutes ses recherches, puisque, dès 1745, il avait 
donné des tables où la théorie entrait pour quelque chose, et qu’on le voit, dans sa 
pièce couronnée en 1748, comparer à plusieurs reprises les difficultés de la théorie de 
Saturne avec celles que présente la théorie de la Lune, comme si cette dernière lui 
était déjà familière; mais il n’envoya à Pétersbourg qu’en 1751 ou 1762 sa dissertation 
sur la Lune dont l’impression a été ainsi postérieure de quelques années à celle des 
premières recherches de Clairaut et de d’Alembert. C’est ce que remarque ce dernier 
(Rech ., 1. 1 , P . 262 ) au sujet d’un passage où Mayer disait qu’Euler avait le premier 
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ïédirit le mouvement de la Lune à des équations analytiques. D’Alembert soutient au 
contraire que c’est lui et Clairaut qui les premiers ont calculé et publié, d’après la 
théorie, des formules de ce mouvement. Playfairdit, en parlant (*) de ce problème, que 
s’il y avait une priorité à réclamer pour l’un des trois illustres géomètres qui le réso¬ 
lurent, elle appartiendrait plutôt à Clairaut, qui assurait, au rapport de Lalande, avoir 
trouvé sa solution dès la fin de 1746* 

Tous trois, apres avoir pose les équations fondamentales du mouvement en fonction 
des coordonnées polaires, du temps et des composantes rectangulaires des forces per¬ 
turbatrices , éliminèrent 1 élément du temps pour y substituer l’anomalie vraie regardée 
comme variable indépendante, afin d’obtenir l’équation de la trajectoire, qu’Euler et 
d’Alembert conservèrent sous la forme différentielle, tandis que Clairaut l’intégra gé¬ 
néralement avant d y faire aucune substitution, en laissant sous le signe f les termes 
dependans des forces perturbatrices encore indéterminées. Il fallait ensuite, pour pou¬ 
voir faire 1 application de cette équation au mouvement de la Lune et l’intégrer complè¬ 
tement par les méthodes directes, rendre différentielles exactes en fonction d’une seule 
variable, les parties qui dépendaient des forces troublantes. Clairaut y introduisit, pour 
cet effet, l’hypothèse d’une ellipse mobile décrite par la Lune, et il considéra l’or¬ 
bite reelle qu elle parcourait dans l’espace. Euler et d’Alembert déterminèrent l’orbite 
projetée sur l’écliptique; ils substituèrent à la place de la variable, une valeur constante 
dont elle diffère toujours fort peu ; plus , une nouvelle variable très petite, dont ils pou¬ 
vaient d abord négliger le carré et les puissances supérieures, et ils augmentèrent par 
là la convergence des résultats. D’Alembert après avoir, ainsi que Clairaut, réduit l’équa¬ 
tion différentielle de l’orbite à la forme des équations linéaires du second ordre , l’intégra, 
après les premières substitutions, par les mêmes méthodes ; et tous deux formant à plu¬ 
sieurs reprises de nouvelles approximations, parvinrent, par le procédé des substitutions 
successives et par l’intégration, à l’expression définitive du rayon vecteur en fonction 
des eos. de l’anomalie vraie. Ils la substituèrent dans l’équation différentielle qui déter¬ 
mine le temps, et obtinrent, en l’intégrant, la valeur du mouvement moyen en fonction 
des sinus des multiples du mouvement vrai ; d’où ils conclurent réciproquement l’ex- 
pres>ion cherchée du mouvement vrai en mouvement moyen. Euler suivit un procédé 
différent d’intégration. Ayant développé et transformé ses équations de manière à ce 
qu’elles donnassent les valeurs des élémens de la longitude vraie et de la différentielle 
seconde de la partie variable du rayon vecteur, en fonction des sin. et cos. des multiples 
de l’anomalie vraie et de l’élongation ( dont quelques-uns restaient sous le signe de l’in¬ 
tégration ) , il distingua différentes classes dans ces développemens, et supposant dans 
la recherche de chacune d’elles, faite séparément, des valeurs indéterminées aux deux 
variables cherchées, il détermina leurs coefliciens par la comparaison de leurs différen¬ 
tielles avec les seconds membres des équations du problème qui les exprimaient. Il parvint 
aussi, par des procédés analytiques, aux expressions du mouvement des nœuds et de 
l’inclinaison de l’orbite lunaire sur l’écliptique, que Clairaut et d’Alembert avaient ob¬ 
tenues au moyen des considérations géométriques de Newton. 

(*) Edinburgh Review, n° an, janv. 1808, p. a 58 . « Clairaut, d’Alembert and Euler, are the tbre« 

» illustrious men, who, as by a commnn impulse, undertook tins investigation in the ycar j "fa • the prioritr 
• if any could be claimed , being on the side of Clairaut. » 
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On doit distinguer avec soin, dans la comparaison des solutions dont nous venons de 
tloüs occuper, leur mérite réel sous le rapport analytique, et le succès dont elles ont été 
suivies dans les applications que leurs auteurs en ont fait. Il s agissait en effet de re¬ 
cherches nouvelles qui exigeaient de# calculs plus pénibles que tous ceux qu’on avait eu 
à faire jusqu’alors : dans ce travail, la patience et l’exactitude étaient presque aussi essen¬ 
tielles que le génie, et l’utilité pratique plus importante encore que la nouveauté des pro¬ 
cédés ; on ne peut pas non plus juger de la bonté des méthodes uniquement par la préci¬ 
sion des tables qu’elles ont servi à construire. 

Clairaut, doué d’un esprit exact et méthodique, est celui qui a mis le plus d’ordre, de 
clarté et de concision dans ses recherches ; il douta peut-être un peu légèrement de la loi de 
Newton ; mais il racheta d’une manière brillante cette précipitation, en découvrant le vrai 
mouvement de l’apogée par la théorie. Sa marche a été constante et régulière ; aucun de ses 
premiers travaux n’a été perdu, et il en est parti pour des recherches plus exactes, dont il 
n’a pas exposé toutes les opérations. Sa méthode est sur-tout d’une application simple et fa¬ 
cile , ce qui lui a valu favantage d’être plus souvent employée que les autres. En effet, ses 
formules générales étant établies sous la forme intégrale, il ne s’agit plus que de trouver, 
dans chaque cas particulier, les valeurs de p et de n, en les réduisant à de simples fonctions 
de v/ d’en conclure celle de £, et de substituer la première et la troisième dans l’expression 
de l’anomalie moyenne, d’où l’on déduittrès facilement les termes correspondans de la lon¬ 
gitude vraie. « Son principal mérite (dit Bailly) fût le talent des applications : malgré 
n son génie, il n’était point rebuté des détails; il pensait qu’une vérité de pratique était 
„ préférable à celles qui restent ensevelies dans vingt pages d’analyse : aussi n’a-t-il 

„ fait que des choses.n C’est à sa sûreté dans les calculs, et au soin qu’il a eu de 

corriger ses élémens au moyen des observations , que ses tables, qui furent les premières 
construites, durent d’être préférées à celles des autres géomètres. Il regardait comme un 
avantage de sa supposition, la séparation qu’elle permettait de faire dans la valeur du 
rayon vecteur, entre la partie elliptique et celle qui est due aux forces perturbatrices ; 
mais d’Alembert reprocha à ce procédé que l’on partait alors d’une première valeur 
du rayon vecteur qui n’était qu’une hypothèse tirée des observations , et non une forme 
démontrée à priori; il lui attribuait l’inconvénient de faire naître, dans l’intégrale, un 
terme en cosv dès la première approximation; et, ainsi que Fontaine, il accusait Clai¬ 
raut de faire disparaître ce terni»trop légèrement, sans démontrer rigoureusement qu’il 
ne devait pas s’y trouver; il remarquait aussi que cette solution ne donnerait pas la vraie 
valeur du rayon vecteur de l’orbite, si l’apogée du Soleil était immobile, mais qu elle 
amènerait des arcs de cercle. 

Clairaut considère l’orbite vraie décrite par la Lune au lieu de chercher plutôt sa pro¬ 
jection sur l’écliptique ; cette méthode, qui semble d’abord la plus simple pour déterminer 
immédiatement le lieu vrai de l’astre, a l’inconvénient d’exiger une opération de plus, 
savoir la réduction à l’écliptique, lorsqu’on veut obtenir la longitude selon l’usage des as¬ 
tronomes. D’Alembert observe à ce sujet que l’orbite réelle de la Lune n’étant pas plane, 
la somme des angles infiniment petits dv décrits par la Lune dans le temps t, nest pas 
précisément égale à l’angle v compris entre le rayon vecteur final et le primitif; que le 
mouvement de l’apogée n’est plus le même que celui que les astronomes observent, qui 
est sur l’écliptique ; et que la distance angulaire de la Lune au nœud mobile rapporté au 
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plan de l’orbite, doit aussi être un peu différente de ce quelle est par rapport au nœud mo¬ 
bile considéré dans le plan de l’écliptique ; mais il convient ( Opusc., t. 5 , Mém. 38 ) que 
les erreurs qui en résultent se sont quelquefois compensées ; et nous montrerons d’ailleurs 
que ses reproches étaient souvent plus sévères que fondés, puisqu’il ne s’agissait pas d’obtenir 
une solution rigoureuse, mais de parvenir à une approximation suffisamment exacte. 

Quoique la méthode de d’Alembert ne l’ait pas tout-à-fait conduit à des résultats aussi 
précis, elle n’en doit pas moins être envisagée comme bien remarquable, et se recommande 
à juste titre comme ayant été approuvée et en partie suivie par Fun*des plus illustres géo¬ 
mètres de notre temps ( voy ezMém. de l’Instit ., t. Q,pag. 127). Outre les idées heureuses 
que d’Alembert a partagées, cet esprit fin et ingénieux en a eu plusieurs autres qui lui sont 
propres ; son procédé pour trouver l’équation différentielle de l’orbite troublée par le moyen 
de celle des trajectoires elliptiques , lui paraissait le plus simple possible ; il se donnait 
aussi comme ayant le premier réussi à démontrer rigoureusement que les arcs de cercle 
ne devaient pas entrerdans la valeur du rayon vecteur de l’orbite, et proposé une méthode 
directe pour empêcher qu’il ne s’en produisît. Il a remarqué, dès 1748, que plusieurs termes 
très petits dans l’équation différentielle, augmentent considérablement par l’intégration, à 
cause des petits multiples qui deviennent diviseurs, et dit en avoir fait part à Clairaut cette 
année-là. Celui-ci a soutenu de son côté (Jour. desSav., juin 1762, p. 376) avoir donné à 
d’Alembert des idées dont ce dernier a profité ; et il a voulu expliquer ainsi la différence qui 
existe entre la méthode que ce géomètre indiqua, en 174/ > pour construire des Tables de 
la Lune , et celle qu’il suivit ensuite, u II apprit (dit Clairaut), tant par mon Mémoire que 
v par nos conférences, comment mon équation de l’orbite de la Lune, et l’expression du 
n temps qui en résultait, pouvaient servir à désigner tant de révolutions que l’onyoudrait, 
t comptées depuis le point qu’on prendrait pour servir d’époque, et comment l’équation 
n qui donnait le temps par la longitude vraie, en fournissant également la longitude 
n vraie par le temps ou par la longitude moyenne, donnait un moyen de construire les 
D tables. L’essai qu’il en fit fut Un peu plus exact que celui dont je m’étais contenté 
n alors, parce qu’il fit entrer dans le calcul le carré de l’excentricité que j’avais réservé 
» pour la seconde approximation ; mais l’avis qu’il m’en donna ne me parut d’aucune 
v importance. » Nous avons déjà remarqué que c’est à d’Alembert qu’on doit d’avoir 
bien vu le premier, que dans le mouvement de l’apogée il ne suffit pas de s’en tenir 
au second terme de la série, et qu’il faut pousser l’exactitude jusqu’au troisième et au 
quatrième terme, afin de s’assurer que la série est assez convergente après le second, 
pour que ceux qui sont au-delà des quatre ou cinq premiers puissent être négligés sans 
crainte. On le voit (p. 146 et a 34 , du t. I. de ses Rech.) convenir de l’incertitude de 
quelques-unes de ses /corrections , et avouer que lors même qu’il aurait poussé le calcul 
jusqu aux infiniment petits du quatrième ordre, tant dans la recherche de la latitude et 
du nœud, que dans celle du lieu de la Lune, il n’oserait encore affirmer daucune des 
équations en particulier qu’elle fût exacte à 1' près. 11 fonde cette opinion sur la délica¬ 
tesse et la longueur des opérations, sur la différence des élémens employés et de» 
résultats trouvés par plusieurs calculateurs , enfin sur le nombre des termes qui augmente 
dans les divers ordres, à mesure qu’ils sont plus élevés *, et ayant trouvé à des termes 
du quatrième ordre des coefficiens d’une demi-minute, il demande pourquoi il ne pour¬ 
rait pas arriver que plusieurs termes réellement du cinquième ordre ou même au-dessous , 
donnassent un résultat pareil ou peut-être plus considérable ? 


Méthode de 

’AUrnhort. 
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D’Alembert avait un talent et un goût particuliers pour juger les diverses méthodes, 
pour comparer les avantages ou les inconvéniens de chacune d’elles, et pour examiner 
ce qu’elles laissaient toutes à désirer. Il exigeait assez impérieusement qu’on lui attribuât 
avec une attention scrupuleuse toutes les idées qui lui étaient dues • mais il était exact en 
général dans la part qu’il faisait aux autres ; il les critiquait avec rigueur et relevait leurs 
fautes sans pitié ; mais ses discussions subtiles, et les remarques fines qu’elles lui suggé¬ 
raient, servaient souvept aussi à éclaircir les points importans dont elles étaient l’objet. Ses 
ouvrages sont remarquables par la précision et l’élégance du style. Ce géomètre, homme 
de lettres, est un de ceux qui ont su le mieux manier et assouplir une langue souvent 
peu flexible, en l’assujétissant à exprimer correctement les méthodes et les résultats de 
la théorie. Il n’est pas aussi heureux dans la manière dont il présente ses calculs, qui 
manquent quelquefois de clarté et de symétrie; il n’est pas facile de le comprendre toujours 
dans ses expositions, quelquefois un peu obscures, ni de le suivre jusqu’au bout quand 
il descend dans les détails des opérations analytiques. Il aimait à se livrer aux considéra¬ 
tions générales ou aux spéculations de pure curiosité, et préférait quelquefois critiquer 
les méthodes des autres plutôt que de perfectionner laborieusement les siennes. Le procédé 
qu’il a suivi pour construire ses premières tables, qui ont paru dans la même année où 
Clairaut publia les siennes, avait l’avantage de se rapprocher de celui qui était déjà 
familier aux astronomes , et de ne leur donner à calculer de plus qu’ils ne le faisaient, 
que des tables de différences dont la comparaison avec l’observation et avec les lieux 
calculés par les anciennes tables, servait immédiatement à vérifier l’exactitude ; mais ou 
lui a encore attribué un autre motif dans sa préférence pour cette méthode, c’est celui de 
redouter le travail qu’aurait exigé la construction de tables nouvelles tout entières ; on a 
reproché aux siennes de doubler presque la peine du calculateur, et de s’écarter quelque¬ 
fois de 8 à 10' des observations. C’est peut-être par ce manque de persévérance et de suite 
qu’on peut expliquer aussi commentayant observé promptement qu’il y a des termes 
qui augmentent par l’intégration, et qui sont sensibles quoique étant d’un ordre élevé , 
il a pu laisser échapper quelques-unes des plus importantes applications de cette remarque. 

Mérite de la Euler, ce génie si vaste, si fécond et si lumineux , a fait faire aussi plusieurs pas im- 
thcorie de ,a portans à la théorie de la Lune, dont il paraît s’être occupé avant de travailler à celle des 
Lune, d E tr. Il y a introduit l’emploi initial des trois coordonnées rectangulaires , la décompo¬ 

sition des forces suivant trois axes situés à angle droit, la méthode des coefliciens indéter¬ 
minés, et celle des équations de condition. Ses tables furent les premières où, en supposant 
les élémensconstans, on appliqua directement toutes les inégalités au mouvementde la Lune, 
et ce fut à lui qu’on dut également ensuite les premiers essais de la variation des constantes 
arbitraires. Il est peu d’idées heureuses en ce genre qu’il n’ait eues le premier, ou dont il 
n’ait partagé l’invention ; et la modestie ou l’indifférence qui l’empêchait de réclamer 
ce qui lui appartenait, ne doit rendre que plus attentif à lui faire honneur de ce qui 
lui est dû. La marche d’Euler, dans sa Théorie de la Lune, ne le cède à aucune autre 
en simplicité et en clarté. Conduit par une seule idée, il la suit jusqu’au bout en se confiant 
à la puissance de l’analyse pour en tirer des résultats exacts. On peut remarquer cependant 
que, tandis que Clairaut, par exemple, réduit tous les termes de son équation à être de 
simples fonctions de v, presque toutes les variables sont conservées et melees ensemble dans 
les équations dont Euler fait usage ; ce qui ne l’empêche pas d intégrer, par sa méthode des 
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indéterminées,en connaissant préalablement les valeurs des différentielles de chacune de ces 
variables, mais ce qui produit une extrême complication dans les calculs. Cette méthode 
d’intégration n’était pas sujette aux difficultés qui viennent de l’introduction des termes 
en fonction du cosinus de la simple anomalie vraie ; elle était la plus courte , et c’est celle 
dont on s’est dès-lors presqu’exclusivement servi ; mais à cette première époque elle 
exigeait peut-être trop de connaissances anterieures, ainsi que l’a remarqué d’Alembert, 
pour qu’on pût l’employer avec sûreté. 

On peut observer, dans le cours de cette volumineuse dissertation d’Euler, que son goût 
et son extrême facilité pour le calcul, le rendent quelquefois un peu prolixe, lui font né¬ 
gliger la rédaction de ses travaux, et qu’il aime mieux en entreprendre d’autres sur le même 
sujet que de revoir les précédens et de retoucher ses premiers jets ; enfin, que la richesse de 
son imagination le porte souvent à abandonner un peu trop vite les artifices qu’il a adoptés, 
pour leur en substituer de nouveaux. C’est ainsi que dans Y Appendix à la Théorie qui avait 
exigé de lui des calculs immenses et une patience à l’épreuve, il porte de cet ouvrage un 
jugement rigoureux, et semble presque renoncer à la route qu’il s’était ouverte : u Je suis 
n forcé, dit-il, d’avouer que la méthode précédente, quoique assez bonne en elle-même, 
n est non-seulement très laborieuse, mais quelle laisse incertaines plusieurs inégalités im- 
n portantes. Cela vient de ce qu’elles sont tellement liées entr’elles, qu’on ne peut fixer la 
n vraie valeur d’aucune que lorsque toutes sont connues en même temps. Comme j’ai 
v supposé d’abord quelques inégalités données, afin d’en conclure les autres, il faut 
» remarquer que celles-ci étant obtenues , doivent à leur tour produire sur les premières 
r> de légères modifications, qui, si elles eussent été connues d’abord, auraient changé 
« aussi les inégalités qu’elles ont servi à déterminer. Or, quelques - unes sont si 
» délicates, qu’elles peuvent éprouver de grands changemens quand on en fait subir de 
« très petits à celles dont elles dépendent. Tel est, en particulier, le cas du mouve- 
” ment de l’apogée...-, de plus, l’anomalie n’étant pas prise dans cette méthode de 
« manière à être nulle ou égale à i8o°, suivant que la distance de la Lune à la Terre 
» est la plus petite ou la plus grande ; mais la différentielle de la distance accourcie 
y> dépendant encore de l’élongation, lorsque le sinus de l’anomalie s’évanouit ; la Lune 
r> ne se trouve ni à l’apogée ni au périgée quand l’angle, que la direction de son mou- 
» vement fait avec le rayon vecteur, est droit.... Cette méthode étant donc sujette à 
« de si grands inconvéniens, j’en ai essayé une toute différente, etc. » 

Euler passe de là à l’exposition de son nouveau procédé, où, conformément à ce qui a 
lieu dans la nature, il suppose que la différentielle de la distance s’évanouit dans le cas où 
la distance elle-même est la plus grande ou la plus petite. 11 revient alors à la considération 
des elémens variables employée par Newton, et qui lui sert à simplifier ses formules ; il 
parvient aux véritables expressions des variations des élémens , et réduit ainsi au premier 
ordre toutes les équations du second. Cette nouvelle méthode a l’avantage de ne pas exiger 
qu’on considère à part les inégalités qui dépendent de l’élongation ; elle lui paraît pré¬ 
férable quand l’excentricité moyenne est considérable et que sa variation est petite com¬ 
parativement ; mais il convient que, lorsque les inégalités de l’excentricité, auxquelles 
il faut avoir égard, sont grandes et nombreuses, les opérations sont si longues et le 
calcul est si laborieux, que lors même qu’on le développerait avec le plus grand soin 
cela serait d’un usage très difficile dans la pratique ; il reconnaît que cette méthode laissé 
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encore plusieurs inégalités très incertaines, savoir, celles qui sont à longues périodes et 
à très petits diviseurs, et il n’entreprend pas même le calcul des termes qui dépendent de 
la parallaxe et de l’inclinaison de l’orbite. Nous verrons dans la suite Euler appliquer 
aux planètes ce nouveau procédé, et il était intéressant de faire remarquer que 1 idee lui 
en était venue dès ses premières recherches, de même que celle de la variation des cons¬ 
tantes arbitraires. 


CHAPITRE VI. 


Nouvelles recherches de dAlembert et de Clairaut. Discussion entre ces 
deux Géomètres . 


Les premières Tables de la Lune, de Mayer, parurent dans l’année 1753; mais comme 
nous ne devons guère nous occuper que de la Théorie qui les suivit, nous renvoyons ce 
que nou» avons à en dire au chapitre où nous pai 4 erons de cette dernière , et nous allons 
passer rapidement en revue quelques ouvrages publiés dans l’intervalle par les géomètres 

fn ]TAlembert fit paraître en latin, au commencement de 1756, de nouvelles Tables de 
ded’Alembcrt, correc tion‘ il ajouta, peu de mois après, un troisième volume aux deux premiers de ses 
JieJhercAes. 868 Recherchés , où il rendit compte des changemens qu’il avait faits à ses premières tables, 
et donna sous le titre d 'Observations sur les Tables de la Lune , de nouvelles idées 
sur les moyens de les perfectionner. Quant au premier objet, il dit avoir calculé plus 
exactement différentes équations , et réformé quelques légères fautes de calcul ou d’im¬ 
pression , «presque inévitables , ajoute-t-il, dans un travail immense, pour lequel je n’ai 
r ni pu, ni voulu être aidé par personne, n Ainsi, par exemple, il reconnaît que le 
coefficient du terme sin 3 NZ au lieu d’être de -+- 8" était à peu près— 37" , comme le» 
tables le donnent. Dans ses premières tables le lieu de la Lune était supposé moyen ; dans 
celles-ci, pour se conformer aux tables des Institutions astronomiques de Lemonnier , en 
prenant la distance angulaire de la L'une au Soleil, il suppose déjà le lieu de la Lune calculé 
par l’équation du centre ; il augmente un peu l’excentricité, diminue de 3 ' la variation des 
Institutions, et supprime plusieurs tables inutiles. Il compare ensuite les équations qu’il 
avait trouvées avec celles des tables de Lemonnier, Mayer et Clairaut ; et comme sur les 
2170 observations que Halley avait comparées avec ses tables , il s’en trouvait i 5 ao qui 
donnaient l’erreur en moins et qui faisaient monter son maximum à 8', il cherche la quantité 
qu’on doit ajouter au lieu de la Lune de ces tables, afin d’en diminuer les erreurs, soit 
en faisant en sorte que le nombrt des erreurs en -f- soit égal au nombre des erreurs en—, 
soit en rendant la somme des erreurs eu — égale à la somme des erreurs en -f-. 

Quant aux moyens qu’il indique pour perfectionner les tables de la Lune, il en pré¬ 
sente d’abord pour simplifier les tables des Institutions ; il donne ensuite une méthode 
Mtthode pour facile , et dont il avait déjà dit un mot t. I., p. ao 5 , pour former des tables par le moyen 
ble™ l par ks* des observations. Elle consiste à supposer le lieu vrai de la Lune donne par un dévelop- 
observalions, peinent composé de son lieu moyen, et de vingt-deux termes en fonction des sinus 
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des divers multiples de ce dernier angle et du lieu moyen du Soleil, tous affectés de 
coefficiens indéterminés , excepté les trois derniers et celui en sin 3 NZ, qui sont à peu 
près les mêmes dans toutes les tables. Il admet de plus qu’on ait des observations faites 
dans des circonstances particulières où tous les termes disparaissent, à l’exception de 
quelques - uns qui forment un groupe à part, de manière que le nombre d’observations soit 
égal à celui des termes qui subsistent; et il montre comment on en peut conclure autant 
d’équations de condition qu’il en faut pour déterminer tous les coelliciens inconnus. Il 
suffit donc d’avoir dix-neuf observations, faites dans les divers cas où les deux anomalies 
de la Lune et du Soleil sont nulles, où elles sont égales à i8o°, où l’une d’elles est nulle 
et l’autre de i8o°; enfin, dans le cas où l’élongation est nulle et dans celui où elle 
est égale à 90°; et comme il n’a besoin au plus que de cinq observations faites dans 
l’une de ces circonstances, il ne peut aussi avoir que cinq coefliciens combinés à la fois 
dans un seul système d’équations, et il indique comment on en conclurait chacun d’eux 


par l’élimination. 

Cette méthode, assez analogue à celle qu’Euler employait dès 1747» P our rectifier les 
élémens , a l’inconvénient d’exiger des conditions qui, prises dans un sens absolu et rigou¬ 
reux, ont lieu si rarement qu’elle serait difficile^ à pratiquer. D’Alembert en convient, 
et propose, pour y remédier, de prendre des positions très voisines de celles dont on a 
besoin, et d’évaluer l’erreur que peut produire cette différence. Il termine ses recherches 
sur la Lune par quelques réflexions sur l’usage de la période de Halley. 

On sait que cet astronome ayant été l’un des premiers à faire voir l’utilité des MBnhmwn 
observations de la Lune pour déterminer les longitudes en mer, avant que la théorie eut Halley. 
servi à perfectionner les tables de cet astre , essaya d’employer, pour les corriger, la pé¬ 
riode des Chaldéens, dont nous avons déjà parlé, et qu’il fixa à 18 années (dont 5 bissextiles) 

10* 7 h 43 ' 20". Pour cet effet, il avait entrepris un cours d’observations assidues pour 
déterminer toutes les positions successives de la Lune pendant cet intervalle, afin de 
pouvoir ensuite les appliquer aux instans correspondans dans les retours consécutifs de 
cette période, et il avait réussi par là à représenter quelquefois les positions de la Lune 
avec une exactitude surprenante. D’Alembert fait voir cependant que cette période est 
loin d’être rigoureuse, et que, lorsqu’elle est achevée, les distances de la Lune à son 
nœud, à son apogée et au Soleil, sont r&pectivement plus petites de 28' 11", 2 0 5 i a 5 
et de 17" qu’au commencement, ce qui fait aussi varier les équations qui dépendent 
de ces trois argumens. Il cherche à évaluer, par approximation, la correction qui 
doit en résulter dans l’erreur des tables, et indique la période de 18 ans loi 1 a* 58 10 
comme ayant l’avantage de ramener exactement à la même valeur, 1 anomalie moyenne 
de la Lune, au commencement et à la fin de la période. Il propose enfin de dresser es 
tables, en exprimant le lieu moyen ou le temps, par le lieu vrai, au moyen d une for¬ 
mule qu’on trouve immédiatement, et donne son procédé pour calculer la variation horaite 
du mouvement vrai delà Lune. (Foy. l'anal, de tout l’ouvrage, Hist. Acad. , 1754, p. 125 ). 

Il n’est malheureusement que trop commun de voir naître des différens entre ceux Discussion 
que leurs talens et les circonstances sembleraient devoir le plus rapprocher. C’est ainsi 
que Clairaut et d’Alembert, compatriotes et confrères, dont l’amitié aurait, par la réunion 
de leurs différens tours d’esprit, pu produire de bien plus grandes choses que celles qu’ils 
ont faites isolément, se rencontrant tous deux dans une carrière où chacun aurait désiré 
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atteindre le premier le but, en conçurent un peu d’humeur et de jalousie réciproques. Ils 
ne le firent pas paraître d’abord : Clairaut convient, dans son premier Mémoire {Mém. 
de Par., 1745, p. 335), que d’Alembert, fait pour attaquer et pour résoudre les pro¬ 
blèmes les plus difficiles, travaillait à la théorie de la Lune dans le même temps que 
lui. Ce dernier avoue {Mém. cités, p. 389) que Clairaut n’avait eu aucune connaissance 
de sa méthode pour le mouvement des apsides, et ne lui dispute point ( Rech ., dise. 
prél.,p. 3g) l’honneur de s’être aperçu le premier qu’il ne suffisait pas, en calculant 
la série qui donne le mouvement de l’apogée, de s’en tenir au premier terme ; mais, 
dans ces mêmes Recherches, on le voit employer son talent pour la critique à exa¬ 
miner en détail les travaux de son rival sans pourtant le nommer , et ne pa3 négli¬ 
ger les occasions d’en signaler les côtés faibles. Le succès des Tables de Clairaut auprès 
des astronomes, contrastant avec le peu de cas et d’usage qu’il firent de celles de 
d’Alembert, anima encore le ressentiment de ce dernier; et les amis de l’un et de l’autre 
géomètres, au lieu d’intervenir pour terminer ce différend, l’envenimèrent plutôt par 
leurs louanges exclusives. On voit déjà percer trop de sévérité dans le troisième volume 
des Recherches de dAlembert, où il s’attache à rabaisser l’opinion qu’on avait de 
l’exactitude des Tables de Clairaut, et à exagérer un peu les difficultés et l’incertitude de 
la théorie. Clairaut, pour parer les coups qu’on lui portait, se chargea de rendre compte 
de ce troisième volume, dans le n°de juin 17^7 du Journal des Savons, où l’on avait, 
en 1756, fait un grand éloge des deux premiers; et là, tout en parlant très avantageu¬ 
sement de plusieurs parties de l’ouvrage, il y mêla quelques observations critiques. 
D’Alembert, oubliant celles qu’il s’était permises, accusa dès-lors Clairaut d’être l’agres¬ 
seur, et d’avoir commis, dans cet article, le premier acte d hostilité. Il répliqua, soit a 
la fin de la deuxième édition de sa Dynamique, publiée en 17^8, soit dans une lettre 
insérée dans le Mercure; Clairaut reproduisit cette lettre dans le n° de février 1758 du 
Journal des Savons , en la réfutant article par article, et fortifiant ses premières alléga¬ 
tions, dont nous avons déjà parlé dans le chapitre précédent : il lui suffit que d’Alembert 
ait jugé avec sévérité les Tables de Mayer, pour que lui-même s’empresse de le* 

protéger. 

Retour delà Les choses en seraient peut-être restées là, B une autre pomme de discorde n’étaif 
comète de 1682. y enue ranimer et aigrir cette discussion. Halley, avait comme on sait, prédit le retour 
de la comète de 168a, pour les années 1768 ou 175.9. Lalande proposa à Clairaut, dès 
1757, d’appliquer sa solution du problème des trois corps aux perturbations que l’action 
de Jupiter avait dû produire sur le mouvement de cette comète. Clairaut entreprit en 
effet cette tâche immense; il vit bientôt qu’il fallait considérer aussi l’action de Saturne; 
et avec l’aide de Lalande et de quelques autres personnes, il calcula les distances de 
Saturne et de Jupiter à la comète pour i5o ans, les forces que ces deux planètes avaient 
exercées sur elle , et les surfaces des courbes qui exprimaient les perturbations, ou le» 
intégrales de chaque terme des équations' du problème. On connaît le succès brillant 
et mémorable de ce travail prodigieux, dont Clairaut lut le résultat à l’Académie, le 14 
novembre 1768, en lui annonçant que la comète passerait à son périhélie vers le milieu' 
d’avril 1759, tandis quelle y arriva le 12 mars, époque qui se trouvait encore dan* 
les limites des erreurs dont il croyait son résultat susceptible. Peu de temps apres pa¬ 
rurent, dans le t. II de Y Observateur littéraire ,et le troisième volume du Journal Ency- 
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dopédique, deux articles très piquans qui ont été attribués à d’Alembert, et où l’on 
avance que Clairaut avait ajouté peu de chose aux instructions de Halley sur le retour 
de la comète ; que le plus fort de son travail avait consisté dans des opérations d’arithmé¬ 
tique, dans l'application de 3 nombres à des méthodes connues depuis long-temps , et à 
Celle que d’Alembert avait donnée pour l’intégration de l’équation de l’orbite. On repré¬ 
sente la différence de 3 q jours entre le résultat de la théorie et l’observation, comme 
une erreur assez grossière, qui devait être comparée à la différence entre la période 
moyenne fictive et la période réelle, etc. Clairaut se justifia assez vivement aussi, tant 
dans une lettre {Jour, des Sav., novembre 1759) que dans une brochure de vingt pages, 
où il montra toutes les difficultés d’un sujet qui ouvrait une région entièrement inconnue, 
où il fallait se frayer une route soi-même, et où les passages du positif au négatif, dans 
toute la suite ctes nombres qu’on emploie, exigeaient entre autres la plus scrupuleuse atten¬ 
tion. Il soutint plus tard, que sa méthode des comètes lui était bien propre, que ce n’était 
que depuis sa publication que d’Alembert avait envisagé dans toute leur étendue les diffi¬ 
cultés de cette théorie, et qu’il y avait loin des évolutions de calcul et de l’indication des 
méthodes, aux solutions complètes. Il envoya à d’Alembert un exemplaire de sa Réponse 
aux Anonymes, et celui-ci lui écrivit à ce sujet une lettre très sèche (reproduite dans le 
Journ. des Sav. de juin 1762), où il rehaussait la valeur de ce qui lui était propre, et an¬ 
nonçait l’intention de déprécier le travail de son confrère , par amour de la vérité, di¬ 
sait-il. Clairaut lui répondit avec plus de modération, et en le félicitant néanmoins avec 
quelque ironie, des recherches qu’il avait cru devoir faire sur la comète depuis son retour. 

Clairaut avait aussi inséré dans le Journal des S avons d’août 1759, un petit Mémoire 
lu en juin, à l’Académie, à l’occasion d’un prix proposé par M. de Lauraguais, et conte¬ 
nant des Réjlexions sur le problème des trois corps, avec les équations différentielles qui 
expriment les conditions de ce problème. Son but principal, dans cet opuscule, est de 
tirer, des six équations différentielles du second ordre, qui se présentent d’abord, quatre 
équations différentielles du premier, dont deux s’intégrent immédiatement. Il ne considère 
que le cas où les trois corps se meuvent dans un même plan, en remarquant que son 
résultat s’applique également lorsque le mouvement se passe dans des plans différens. Il 
part des équations du mouvement rapportées à deux axes rectangulaires, en désignant 
par m, n, q les masses des trois corps -, par d, d' , d' les distances mutuelles du pre¬ 
mier aux deux derniers, et du second au troisième ; par r et s , t et u, x et y leurs 
coordonnées rectangulaires rapportées à une origine quelconque. Les équations qu’il 
obtient sont au nombre de six ; elles sont symétriques et différentielles du second ordre 
par rapport au temps z, considéré comme variable indépendante (*). 


(*) Ces c'quations sont, en supposant le corps m plus près de l’origine que les deux autres , le corps n 
intermédiaire, u>jr , jr > x, et prenant avec le signe — les composantes qui tendent à diminuer les coor¬ 
données : 


(r)... 

( 3 )... 

( 5 )... 


(t-r) 

—- r q- 


• d» 

(x — t) 
'■ rf'ï 


(t — r) 
’• d* 


(x —— r ) (x-t) 

‘•"a-i- ~ n, ~ d"*- 


— ( IlS 

~ clz* 

d't 

~ dz »’ 
d*x 
sis»’ 


,, (a — s) (y — s) d*s 

(a)... n —^pour le corps m; 

tr\ „ (“ —r) (“ — ■*) __ ft'u 

(«••• ” ‘l ’-jn - m dT' v ° ur le cor P* n i 

tfi) m (- r ~ ^ a. « ~-.r) d 'Y , 

{»).. . — m.—-yri t- = ~ ponr le corps 4. 
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Il multiplie ensuite les deux premières équations par m, les deux suivantes par n, et 
les deux dernières par q il ajoute séparément les trois équations de n° impair et les 
trois autres de n° pair, ce qui fait disparaître en entier les premiers membres, et donne, 
en intégrant, deux équations du premier ordre, qui peuvent être intégrées entièrement, 
et qu’il est facile de tirer, ainsi qu’il l’observe, de la propriété des centres de gravité 
trouvée par Newton. # 

H multiplie de nouveau chacune des six équations par l’une des lettres s , r, u, t , 
y et x ; puis retranchant la seconde équation de la première, la quatrième de la troi¬ 
sième , la cinquième de la sixième, et ajoutant les résultats, il obtient, en intégrant, une 
nouvelle équation du premier ordre, qui revient, comme il le remarque, à la loi des 
secteurs donnée par le chevalier d’Arcy , et qui a été appelée depuis intégrale des aires. 

Enfin, il multiplie les équations impaires respectivement par m.dr, n.dt, q.dx, et 
ajoutant ces produits à ceux qui viennent de la multiplication semblable des équations 
paires par m.ds , n.du, q.dy , il obtient encore, par l’intégration immédiate, une autre 
équation du premier ordre, qu’il regarde avec raison comme une extension du principe 
des forces vives. 

Ainsi on a, en joignant ces quatre intégrales premières, qu’il dit avoir trouvées depuis 
l’origine de ses recherches, à deux quelconques des équations proposées, un système 
complet d’équations pour résoudre le problème. Clairaut après l’avoir remarqué, ajoute : 
Intègre maintenant qui pourra! comme pour indiquer, par ce brusque défi, qu’on doit déses¬ 
pérer de parvenir à une solution rigoureuse; il poursuit alors en ces termes : u Ayant promp- 
» tentent abandonné ces équations pour recourir aux approximations, j’ai cherché, par une 
» méthode générale, la correction que le mouvement calculé à l’ordinaire dans une tra- 
» jectoire simple, devait subir lorsque le projectile, au lieu d’être poussé vers le foyer de 
n cette trajectoire, recevait encore l’impression de deux autres forces quelconques. Ma 
n solution me donne cette correction en termes séparés de l’équation de l’orbite primitive 
n ou non altérée, en sorte qu’il n’est plus question que de mesurer à peu près les forces 
n perturbatrices, ou plutôt de connaître grossièrement l’orbite cherchée, pour l’obtenir 
n ensuite avec autant d’exactitude qu’il en faut pour les calculs astronomiques, n 
volumes C’est dans l’année 1761 que d’Alembert publia les deux premiers volumes de ses Opus - 
de» Opuscules cu i es mathématiques, recueil précieux où l’on trouve consignées tant d’idées neuves et 
d'Alembcrt. ° ingénieuses, de discussions profondes et variées, de remarques intéressantes sur divers 
sujets de Physique, d’Astronomie et de Mathématiques. C est en parlant de ces deux 
premiers volumes, qui contiennent quinze Mémoires, que les rédacteurs du Journal des 
Savons disent, dans le n° de décembre 1761 : u Quelle attaque ! quelle défense ! Rien 
» ne lui échappe, soit pour établir la justesse de ses procédés, soit pour renverse!- les 


Clairaut en conclut les suivantes : 

m.dr -f- n.dt + q.dx = adz , m.ds -f* n.du -f- q.dy = bdz , 
m(sdr — rds ) -f n(udt — tdu) -b q(fdx — xdjr) = cdz , 
m.n q.m q.n „ m'dr' + d*’) + n'dn -b du») ■+• q[dx' + dr*> 
~d" h ~d / ~~ h lf r * dz' 

les lettres a, b, e, f désignant des constantes arbitraires. 
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n moyens qu’il s’est proposé de combattre. Ici il déploie cette richesse de calcul qui 
rs fait admirer le grand géomètre; là il répand ces considérations neuves et fortes qui 
v annoncent le métaphysicien profond ; il étend, il rectifie les points de vue, il en 
v présente de nouveaux. C’est un esprit plein de ce qu’il traite, qui est maître de sa 
n matière ; il ne fait grâce à aucun de ces principes que les mathématiciens nous ont 
v transmis sans preuves, et que nous avons reçus sans examen.n 

Le quatorzième Mémoire a pour objet la théorie de la Lune ; il y donne de nouvelles 
tables de cet astre, que Cousin avait calculées sous sa direction ; il y joint des considéra¬ 
tions intéressantes sur les méthodes, et n’épargne pas celle de Clairaut. Cestroisièmestables, 
un peu plus exactes que les précédentes, n’ont guères été plus utiles, et cela a tenu proba¬ 
blement à ce que d’Alembert n’a pas eu la patience d’en fixer les coefficiens par les obser¬ 
vations. Clairaut répondit à ses reproches par une lettre ( Journ. des S au déc. 1761) où il 
dit qu’il avait été d’abord flatté de voir que l’examen de sa méthode occupât tant de place 
dans les deux premiers volumes des Recherches, sans qu’il y fut nommé ; il avoue que l’ir¬ 
ritation que lui avaient causée les nouveaux procédés de son rival l’avait peut-être fait 
aller un peu trop loin dans sa Réponse ; mais il s’étonne de voir d’Alembert persister si 
long-temps à examiner et disséquer toute sa théorie , et à faire ressortir la sienne avec l’a¬ 
vantage que lui donne la connaissance approfondie qu’il en a, tandis qu’il n’apprécie qu’in- 
complètement celle de son rival. « Puisque M. d’Alembert, dit-il en terminant, ne se sent 
v pas assez de patience pour faire les calculs nécessaires à la construction de bonnes 
r tables, qu’il veuille bien laisser tranquilles ceux qui ont le courage de l’entreprendre, j» 

D’Alembert répliqua dans le Journ. Encycl. du i 5 février 176a, en renouvelant tous Fin delà di*- 
ses précédens reproches, et mettant sur des coopérateurs subalternes une grande partie cussionde CI^î- 
du mérite des calculs de Clairaut. Celui-ci inséra dans 1 e Journal des Savons de juin de la d A * 

même année, un article qui porte l’empreinte d’un homme fatigué d’une contestation 
contraire à son caractère naturellement doux et modeste , mais qui a de la peine à prendre 
son parti des attaques dirigées publiquement contre ses productions, et qui craint de 
fournir, par son silence, des armes à un adversaire aigri. Il montre comment on 
peut, par la seule théorie, arriver à l’équation de l’ellipse mobile approchée, décrite 
par la Lune dans son mouvement troublé. Il cherche aussi à défendre ses collaborateurs, 
et déclare, en finissant, qu’il est décidé à ne plus continuer cette discussion dans les 
journaux; qu il profitera avec reconnaissance des vues utiles que lui donnera d’Alembert, 
mais qu’il ne répondra point à ses nouveaux reproches : u J’aime mieux, dit-il, s’il le veut, 
v lui accorder une supériorité infinie, que d’être sans cesse à combattre pour les petits 
r> domaines de nos amours propres, n Nous verrons dans la suite que d’Alembert n’aban¬ 
donna pas sitôt la partie. 

Fontaine avait aussi attaqué assez brusquement Clairaut, peu de mois auparavant Objectionsde 
(Journ. des Sav., févr. 1763), dans une production ayant pour titre : Doutes sur la méthode | ?onta ' neront,e 
de M. Clairaut, pour déterminer le mouvement de la Lune autour de la Terre. Ses ob- Cla^ram, et in¬ 
jections portaient sur ce que Clairaut, pour faire disparaître les terme en cos v, . était E’"" d ' c ' 1 “" 
obligé de limiter mal à propos une des constantes de l’intégration, et sur ce que son 
équation ne donnait, pour l’orbite de la Lune, qu’un cercle, lorsqu’on y substituait dans 

n avant l’intégration, pour £ sa valeur approchée de la forme «-f £ cos fcv , et qu’on 




a* théorie de 
la Lune , de 
Clairaut. 
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y faisait abstraction de la force du Soleil. Clairaut lui répondit dans le n° de mai suivant. 
ti Je ne crois pas, dit-il, pouvoir mieux reconnaître là peine que s est donnée un ad- 
» versaire dont je fais autant de cas que M. Fontaine, d’examiner une partie de mon 
ïï travail, qu’en prenant celle de suivre pas à pas tous les argumens qui lux ont paru 

n infirmer les conclusions que j’en ai tirées. On sait que la détermination des cons- 

v tantes provenant de l’intégràtion de l’équation différentielle d une certaine c asse de 
v courbes, sert à spécifier la courbe particulière que l’on considère, et quon est sûr 
n d’avoir trouvé la véritable équation de la courbe, lorsque sa substitution dans 1 equa- 
» tion différentielle fait évanouir tous les termes, quand la solution est rigoureuse , 
» ou quelle n’en laisse que de très petits, quand elle n’est qu approchée.... C est ce 
n dernier cas qui se présente ici ; et comme l’équation ne serait pas résolue s il y restait 
„ un terme en cos v , la limitation de la constante qu’il a pour coefficient est neces- 
„ saire. « Il attribue cette surabondance de termes à ce que la solution renferme tous 
les cas d’une classe de courbes dont on ne veut prendre qu’une seule en particulier. II 
montre aussi que le second reproche de Fontaine tient uniquement à la manière dont 
celui-ci a intégré y car ayant, .avant l’intégration, déterminé la valeur de £2 qui dépend des 
forces perturbatrices, lorsque ces forces sont nulles , la solution n’a plus lieu, puis¬ 
qu’on ne peut rien substituer dans la quantité £2, qui est égale à zéro ; tandis que Clairaut 
laissant les termes en £2 distincts et indéterminés, obtient séparément et indépendam¬ 
ment de £2 l’équation de la section conique, qui ne devient celle d’un cercle qu en 
limitant à dessein la vitesse et la direction au point où l’orbite coupe l’axe. 

Nous arrivons au dernier ouvrage de Clairaut, qu’il publia, en 1760, sous le titre de 
Théorie de la Lune, déduite du seul principe de l attraction , et qui renferme (en un volume 
de 161 pages in-4°) une deuxième édition de sa pièce couronnée en 1751, le résultat de 
ses recherches postérieures, et les nouvelles tables auxquelles elles l’avaient conduit. Quoi¬ 
que cet ouvrage soit à peu près le seul du même auteur qu’on connaisse et qu’on lise 
maintenant sur ce sujet, le compte que nous avons rendu de la marche progressive de ses 
travaux ne nous laisse presque plus rien à dire de celui-ci. Clairaut n’y donne pas plus que 
dans les précédens, le détail des opérations numériques par lesquelles il est parvenu à son 
expression du lieu de la Lune -, il fait quelques petites corrections à celle de la parallaxe ho¬ 
rizontale ; il ne change rien à celle qu’il avait d’abord trouvée pour le nœud et l’inclinaison ; 
mais il abrège encore le calcul des tables qui s’y rapportent, après s’être aperçu que la rela¬ 
tion qu’il avait déjà remarquée pour les petites équations , avait également lieu dans es 
trois plus grandes. Des quinze équations qu’il avait d’abord pour le lieu u noeu , 1 
n’en garde plus que deux ; il détermine directement la réduction à 1 écliptique par de 
très petites équations ; et quant à la latitude, après l’avoir calculée à peu près d’une ma¬ 
nière analogue, il la corrige au moyen de quatre autres tables dont trois sont à double entrée, 
et il reconnaît (p. 101) que ce n’est qu après avoir vu les tables de Mayer qu’il a pensé à 
pousser plus loin l’abréviation du calcul qu’il ne l’avait fait en 1 7 54 .Enfin, il ajoute à ses qua- 
rante-unetables, calculées pour l’intervalle de i 7 56 à 1776, de manière à en rendre toutes 
les équations positives, la comparaison des lieux obtenus parleur moyen avec les observa¬ 
tions que Lacaille lui avait données d’abord, et avec environ quatre-vingts autres lieux de 
la Lune observés par Bradley. Les erreurs en longitude ne s élèvent jamais a p us e 1 „ 
ce qui fait voir que ces tables peuvent servir à déterminer la longitude en mer, à * Q 
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■degrés près, « Malgré toutes les peines que j’ai prises (dit-il dans son Avertissement) pour 
» perfectionner les résultats de ma théorie, il s’en faut bien que je lixe au terme où je suis 
r> arrivé tous les secours que la navigation peut retirer des recherches de cette nature. 
» Il y a déjà quelques années que j’ai commencé la fatigante entreprise de refaire tous les 
n calculs avec plus d’uniformité et de rigueur, et j’aurai peut-être le courage de l’achever 
n quelque jour... » La mort devait anéantir ce projet, en enlevant cette même année, à 
l’âge de cinquante-deux ans, le géomètre précoce et distingué qui l’avait conçu, et qui, 
après avoir lu, dès 1 âge de douze ans et huit mois, un Mémoire à l’Académie, et y 
être entré à dix-huit ans (ce qui ne s’était jamais vu), promettait encore de grandes choses 
après une carrière déjà si brillante. On lit avec intérêt son éloge par M. deFouchy {Hist. 
Acad., 1765), et celui qu en a fait Bailly, dans le troisième Discours du tome III de 
son Histoire de VAstronomie moderne. 


CHAPITRE VII. 

Tables et Théorie de la Lune y de Mayer. 

Il est rare de voir ceux qui ont fait une découverte profiter de tous les avantages qu’elle f«* Table» 

présente. Après que des hommes de génie ont signalé un point de vue nouveau , ils ^ a 7 er * 

laissent ordinairement à d’autres le soin d’appliquer le talent dont ils sont doués à cette 
invention; non plus pour la faire naître, mais pour en simplifier l’application , et pour 
en tirer tout le parti possible. C’est ainsi que, par la division du travail et la transmis¬ 
sion successive des efforts de chacun , on parvient à surmonter des difficultés qu’il eût été 
presque impossible de franchir toutes à la fois. 

On peut observer cette gradation dans le sujet qui nous occupe. Newton, dans ses 
sublimes recherches, avait ébauché le problème des trois corps; Euler, Clairaut et 
d’Alembert, l’avaient résolu les premiers d’une manière générale , en géomètres con¬ 
sommés; mais il était réservé à un homme, à la fois géomètre et astronome, de profiter 
avec succès des travaux de ses prédécesseurs et de ses contemporains, de prendre l’ana¬ 
lyse pour guide, l’observation pour régulateur, et de construire le premier des tables 
utiles à la navigation. Cet homme fut Tobie Mayer, dont les premières Tables de la Lune 
parurent en 1753 , dans le tom. II des Mém. de la Soc. roy. de Gotlingue. Il les 
compara, dans le tome III, avec les observations; et sur i 3 q, dont il fit usage, il 
n’en trouva aucune qui s’écartât du calcul jusqu’à 2'. Il annonça avoir dressé ses 
tables par une méthode particulière, qu’il trouva trop long d’expliquer. Clairaut disait 
à ce sujet ( 77 i. Z,., p. 102) : « J’ai lieu de croire qu’il t s’est servi de la méthode de 
a M. Euler, dont il a rectifié les élémens par les observations, et dont il a tiré un 
il parti singulier, en pensant à ne faire usage des grandes équations qu’aprçs avoir corrigé 
U le lieu moyen par les plus petites. r> Il accusa cependant, ainsi que d’Alembert les 
équations du nœud et de l’inclinaison, employées par Mayer, de n’être pas assez exactes, 
et les latitudes qu’elles servaient à calculer, de s’écarter notablement des observations • 
ce dernier ajoutait : que ce qui devait jeter du doute sur la précision des Tables dé 
Mayer, c’est quelles n’étaient pas meilleures auxsyzygies qu’ailleurs, tandis que cela 

9 
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devait être ; il ne lui accordait quelque mérite que sur les points où il était parvenu au* 
mêmes quantités que lui, et rappelait qu’on avait d’abord cru que les Tables de Newton 
ne différaient des observations que de 2', tandis qu’on avait trouvé depuis, que l’erreur 
moyenne y montait au moins à 5 / : ce qui faisait voir qu il fallait un nombre prodigieux 
d’observations pour apprécier sûrement de nouvelles tables de la Lune. Celles de Mayer 
sortirent victorieuses de cette épreuve, puisque l’examen et l’usage ne firent que confirmer 
leur bonté auprès des astronomes. Dans l’intervalle, l’auteur continua à les perfec¬ 
tionner, soit en calculant plus exactement les résultats de la théorie, soit en les ajustant 
avec les observations de Bradley. 

Prix relatif Dès l’année 1714,1e Parlement d’Angleterre avait passé un acte par lequel il assurait 

aux longitudes, 20 QOO livres sterling à celui qui indiquerait une méthode pour trouver la longitude sur 
propose en An- * , . , , . «1 • • . , , j- 

gk-terre. mer, a un demi degre près. Clairaut avait aspire a remporter ce prix par ses derniers 

travaux et par ceux qu’il méditait. Mayer, pour y concourir, envoya à Londres, en 
1755, ses secondes tables et sa théorie ; mais cet habile astronome n’eut pas plus que 
Clairaut l’avantage de jouir de la récompense de ses grands travaux, et après avoir 
encore introduit de nouveaux perfectionnemens dans ses tables, il mourut en 1762, à 
page de trente-neuf ans. Sa veuve envoya, l’année suivante, au Bureau des Longitudes 
anglais, les dernières tables de son mari, mises en ordre par Kcestner. Déjà Bradley, au¬ 
quel on avait confié les précédentes, avait reconnu, tant par onze cents observations 
faites à Greenwich, que par d’autres faites en mer avec le sextant nouvellement inventé 
par Hadley et perfectionné par Mayer, que l’erreur de ces tables n’excédait pas 1'; 
Maskeline, de retour de l’île de Sainte-Hélène, avait confirmé leur utilité dans les 


Mayer en rem-voyages sur mer. Le Bureau des Longitudes décida en conséquence, le 9 février 1765 , 
îie r après 6 ‘l 11 on enverrait a Ia veuve de Mayer la somme de 3 ,oco livres sterlings, et en accorda , 

mort. dans le même temps, une bien plus forte à Harrison, auquel on devait l’idée des 

montres marines à balanciers compensateurs. Cette Commission publia à Londres, en 1767, 
la théorie de Mayer écrite en latin ; mais les tables de cet,astronome, quoique imprimées 
alors, ne parurent qu’en 1770, par les soins de Maskeline. 

Théorise la La théorie de la Lune, de Mayer, est l’une des nlus élégantes et des plus exactes qui 1 
Lonc de Mayer. a ; ent . p aru> L’auteur n’y est pas entré dans le détail de toutes ses opérations, et il s’est 
contenté de montrer leur marche et leurs résultats, u Ce n est pas (dit-il dans sa préfacé) 
n pour démontrer l’exactitude et la vérité de mes tables lunaires , que j’expose ici la 
n méthode que j’ai employée à la recherche des inégalités du mouvement de la Lune 
n par la théorie; car celle - ci a l’inconvénient de ne pouvoir donner certaines iné- 
n galités qu’en poussant le calcul beaucoup plus loin que je n ai eu la patience 
r de le faire ; mais c’est pour faire voir du moins qu’on ne peut tirer de la théo- 
v rie aucun argument contre la bonté de mes tables. Cela suit évidemment de ce 
» que les inégalités que l’on trouve dans ces tables, corrigées et assujéties à un grand 
» nombre d’observations, ne different presque jamais de plus d’une * minute de celles 


Rapports de 
cette théorie 
avec celle d’Eu¬ 
ler. 


« qui sont tirées de la seule théorie ; ce qui montre suffisamment, d’un côté que les erreurs 
n viennent plutôt du calcul analytique que des tables, et de l’autre, que la loi de l’at- 
n traction newtonienne s’accorde avec les observations, même dans les plus petits- 
w détails, n H a pris pour base la théorie de la Lune d’Euler, de 17^» et il convient' 
lui-même que ses équations fondamentales du mouvement sont, à très peu de chose 
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près , les mêmes que celles d’Euler. Il exprime les forces d’une manière semblable, con¬ 
sidère comme lui l’orbite projetée, et prend aussi d'abord pour variable indépendante, 
le moyen mouvement q de la Lune. 11 désigne par X, Y, Z les trois composantes 
rectangulaires des forces qui agissent sur elle; par x l’inverse du rapport de la distance 
accourcie au 5 grand axe; par f la longitude; l’intégration de la seconde équation lui 

donne : = e ^ désigne alors, ainsi qu’Euler, par une lettre P, le deuxième 

terme du second membre; il suppose, pour simplifier, ex?dq = dp , et regardant dès-lors 
l’élément dp comme constant, il réduit la première équation du mouvement à exprimer 
d*jc 

-y — 4 - x, en fonction de X et de P. 

d P 

La troisième équation renferme la différentielle seconde de la tangente de la latitude 
l de la Lune, divisée par a:; Mayer remarque qu'au lieu de la décomposer, ainsi qu’Euler, 
en deux autres qui lui donnent le lieu du nœud et la variation de l’inclinaison, il est 
bien plus simple de l’employer à la détermination directe de la latitude, puisque, d’après 
le premier procédé, non-seulement le travail est doublé, mais les tables auxquelles il 
conduit sont moins conformes à l’usage astronomique^ Il transforme donc cette équation 
de manière à lui donner la forme la plus commode, et à y faire entrer tang/ précisé¬ 
ment de la même manière que x entre dans la première, ce qui ramène la résolution de 
cette équation au même procédé qu’il doit employer pour celle de l’autre. (*) 

Mayer commence par l’intégration des deux premières formules qui donnent d*x et Intégration 
c?P. Pour y parvenir, il a recours au même procédé qu’Euler, c’est-à-dire aux séries p “ 
indéterminées , avec ces différences cependant qu’il ne sépare point comme lui les iné¬ 
galités en différentes classes considérées à part ; qu’au lieu de prendre pour P un déve¬ 


loppement en fonction des cos. des multiples de p, il en prend un pour — , en fonction 

des sin. des mêmes angles ; enfin, qu’il suppose les multiples de p indéterminés comme 
les coefïiciens de leurs sin. et cos. Pour légitimer ces suppositions, il suffit d’observer 


(*) Les équations employées par Mayer sont (voyez note 6, §4)» en supposant entre dp et dq la re- 


talion d S=J-, 
dp - 


(O-.- 


' dp » 


_ JX_aPf.Pjf o _ <*P_ X 

r e dp ex 1 * 


(3)... O JÉÇafl + tang/ + tang/ - + 

P dp __ P 

la seconde étant intégrée, sert ensuite h déterminer dp an moyen de l’équation — 1 “ « * 

Les valeurs des composantes X, Y, Z sont [voyez note 4, §4)» en f a ‘ sanl v = -• 


X = gx-cos’l— (t -t-3 co.a.) — (3co.o-t-5co.3o), 

ï = 3 -^.- + * + 5m» 3.), Z=«a.co.>/+ ^ + 


cos» 


n étant le rapport des moyens mouvemens, ^ la distance du Soleil à 1a Terre, ar le rapport des pa- 
. , n*(L-4- T) 

rallaxcs, « l’angle d’élongation, et § la quantité 
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que l’introduction d’une nouvelle variable indépendante p (qui est artificielle pour ainsi 
dire, et n’est représentée par rien dans la nature ) dans la première équation en x, qui 
est différentielle du second ordre, et dont les termes principaux sont linéaires, indique 
que sç>n intégrale doit être exprimée par une suite de cos. des multiples de p -, et comme 
P et son carré entrent dans cette équation, il faut que la valeur de P soit réductible 
aussi à une suite de cos. des multiples dep, et par conséquent que sa différentielle, prise 
par rapport àp, s’exprime par une série de sin. des mêmes angles, qui devra satisfaire de 
plus à la seconde équation. On verra d’ailleurs à posteriori, comme le remarque Mayer, 
que ces suppositions s’accordent avec la nature du problème, puisque les équations diffé- 
rentiellés qui l’expriment suffiront pour déterminer toutes les quantités arbitraires, et 
qu’aucun terme , différent de ceux de la forme A cos «p ou a sin*p, n’y sera introduit, 
ainsi qu’on le vérifiera par la résolution de ces équations. 

La raison qui a dû le porter à prendre d’abord des multiples arbitraires au lieu de 
multiples connus, c’est que n’ayant pas, comme Euler, développé les secondes parties de 
ses équations différentielles avant de prendre les valeurs indéterminées de x et de dV , il 
ne pouvait pas connaître d’avance quels seraient les multiples déterminés qui y seraient 
introduits , et quels seraient ceux qqi devraient par conséquent entrer aussi dans les inté¬ 
grales de ces équations. D’un autre côté, l’arbitraire laissé aux multiples de p, avait un 
avantage marqué sous le rapport de la plus grande simplicité qu’il permettait de donner 
aux formules. En effet, au lieu de prendre, comme Euler, pour les valeurs cherchées , 
des développemens composés d’autant de termes qu’on veut en déterminer, Mayer sub¬ 


stitue Dour 1 —x et pour ^, des séries dont il lui suffit de considérer trois termes (*); 
Réduction de L r dp 

à°des fonction» nous verrons ensuite que le premier de ces termes n’est même pas arbitraire, et comment 
de p seulement. l es deux autres ont pu lui suffire pour la détermination des coefficiens de tous les 


termes qui entrent en si grand nombre dans les valeurs définitives. 

Après avoir adopté pour x et pour le coefficient différentiel de P ces valeurs indé¬ 
terminées, il lui reste à développer les termes des équations différentielles qui proviennent 
des forces perturbatrices. Ces termes sont exprimés par des fonctions des puissances de 
P et des rayons vecteurs x et y' de la Lune et du Soleil, des sin. et cos. des multiples de 
l’élongation *, enfin du cos. de la latitude /, et il s’agit de les réduire à des fonction* 
périodiques de la seule variable p. 

Pour y parvenir, Mayer commence d’abord par remarquer que les termes dont il 
s’agit étant affectés pour la plupart du facteur n a , qui est fort petit, puisqu il désigné le 
carré du rapport des moyens mouvemens du Soleil et de la Lune, on peut en général 
se borner, dans leurs valeurs , aux secondes puissances des coefficiens indéterminés ou à 
leurs produits deux à deux; et il ne conserve dans les termes du troisième ordre que 
ceux qui sont multipliés par A 3 , A représentant le premier et le plus grand des coefficiens 
de la valeur de x. Il développe alors les puissances de cette variable en cosinus d’arcs 
multiples *, prenant ensuite pour y sa valeur dans le cas du mouvement elliptique, en 
fonction de l’excentricité * et de l’anomalie vraie s du Soleil, il obtient aussi la valeur 


i — x = A cos &p -f- B cos Cp C cosyp -f- etc * 
= a s\a«p + b *in Cp -f- c *in yp + etc - 


(*) Savoir : 
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de s en fonction de l’anomalie moyenne nq ; et comme l’intégration de l’équation 
entre dq et dp donne q en fonction de p et dessin, des multiples de/?, il obtient par 
là les expressions de nq et de s, d’où il déduit la valeur de y et de ses puissances , en 
fonction de p et des cos. des multiples de p } en négligeant les puissances de t supérieures 
à la seconde (*). 

L’intégrale de la valeur supposée pour dP, prise sans ajouter de constante et substituée 
pour P dans l’expression de dq>, lui donne, en intégrant de nouveau (ce qui introduit 
comme diviseurs les carres des multiples de p ), la valeur de ç en p ] et comme il con¬ 
naît déjà celle de s , il ne lui reste plus qu a les retrancher l’une de l’autre pour obtenir 
celle de », dont le premier terme est rp, en supposant r = 1 — n (**). On peut en 
déduire facilement les valeurs cherchées des sin. et cos. des multiples de ». 

Enfin, quant à 1 expression de l , dont le cos. entre dans la première équation, il faudrait 
à la rigueur, pour la connaître, avoir déjà résolu la troisième, qui sert à déterminer tang/j 
mais comme il suffit d’une valeur approchée, Mayer prend pour cet effet le résultat d’une 
première opération qui lui donne cos l en fonction des cos. des angles np, rp, ip, np , et 
de leurs multiples, affectes de coefficiens numériques ; * désignant le rapport du mou¬ 
vement de l’anomalie de la Lune au mouvement de sa longitude, et i le rapport du 
mouvement de la Lune à partir de son nœud, à son mouvement en longitude. 

Il ne s’agit plus que de substituer toutes ces valeurs dans les deux premières équations r orme 

différentielles, d’y mettre aussi pour x et -y- leurs expressions tirées de celles l^te^îe^sub* 

P a P statuions, 

qu’on a supposées, et de réunir tous les termes semblables en les ordonnant. Ces opéra¬ 
tions exigent les calculs les plus laborieux, et Mayer se contente d’en donner le résultat 
qui consiste, pour la première équation, en une suite de cosinus de cent vingt-deux 

(*) On a, en supposant l’orbite du Soleil elliptique, 


? ~ » * =nq-i tt mnq + «in Si» 9 ; 

or, lYquation dq = ~ donne, en y mettant pour x sa valeur précédente, déterminant la constante e 
par la condition que la somme des coefficiens de dp soit égale à i, et intégrant. 


. 2 A . . oB . 3A» . , 3AB . 

9 = P + -^wnty-t— sin s .n (* d: 0^ + etc. 

On tire de là la valeur de nq et celle de s, d’où l’on déduit, pour -y , par exemple, une expression 
de la forme 

= * + -j •» — 3» cos np — cos (* +n)p ■+■ 55^* cos(f — n)p ■+■ etc. 

(**) L’intégrale de la valeur ,de ^ est P = — - cos up — ^cos Cp — - cos yp ; l’équation... 

p ap et C y 

— — I-donne, en y mettant pour P cette valeur, et intégrant, 

dp c 

. n b • * c 

9 = P -h sin et p + sin Cp + p- sin yp } 

d’où l’on tire 

3A *n ._ 3AB/i 


et = 9 — s = rp + a sin t 


7 + b sin Cp + etc. — • 


- 4 — sm 2 *psin (*±q p _ etc . f 
valeur oit i — n , et où a, b, etc., désignent des coefficiens composés de plusieurs termes. 
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multiples différens de p, et pour la seconde, en une série de sinus comprenant soixante-huit 

de ces multiples de p. 

On peut distinguer dans chacune d’elles trois espèces de termes, d’après la nature 
des multiples de p et celle des coefliciens. La première espèce comprend ceux où les 
multiples sont *, £, y , ou leurs composés *+C-f-y, y — etc., et dont les 

coefliciens contiennent un ou plusieurs termes qui ont tous en facteur l’une des lettres 
A, B, C, a , «, etc. La seconde espèce se compose des termes où les multiples sont 
mixtes, c’est-à-dire sont le résultat de la combinaison des multiples connus avec les 
multiples indéterminés; tels sont zr -f- «, ûr -f- 2y, zr -f- C-\-y , ar -f n -f y, etc.; leurs 
coefliciens sont à la fois composés de fonctions des seuls élémens, ou de fonctions des 
élémens et des indéterminées. Enfin les termes de la troisième espèce ne renferment que 
des multiples connus, tels que n,i, r et leurs composés; leurs coefliciens sont des 
nombres ou de simples fonctions des élémens connus. Le multiple « entre dans la pre¬ 
mière équation, soit dans les termes de la première, soit dans ceux de la troisième 
espèce ; il se trouve introduit dans ceux de la première par les valeurs indéterminées 
supposées pour x et pour P, et dans ceux de la troisième par la valeur approchée subs¬ 
tituée pour cos/, en supposant alors « connu, et son cos. affecté d’un coefficient numé¬ 
rique. Ainsi, la symétrie qui existe d’ailleurs partout dans la manière dont entrent les 
lettres A, B , C , *, f, y, a, b, c, est dérangée en ce point dans la première équation 
par l’introduction de cette dernière valeur. 

« II faut remarquer, dit Mayer, que l’un des coefliciens de la valeur de x, par exemple 
n A, n’est pas déterminé par ces équations ; et cela tient à la nature même du problème, 
n car on y suppose que l’excentricité de l’orbite lunaire, en tant qu’elle ne dépend pas 
v de l’action des ferces, est connue, n D’après cela il représente par A cette excentricité, 
le multiple « du tenue correspondant désigne alors le mouvement de l’anomalie moyenne, 
et 1 — « le mouvement de l’apogée lunaire ; sa valeur doit être déterminée par le pre¬ 
mier terme de la première équation, qui lui sert à vérifier sur ce point l’accord de la 
théorie avec les observations, et il suppose « connu dans tous les autres termes. Il donne 
les valeurs en nombres des élcmens n, *, r, i, *•, A, «, qui doivent être substituées 
dans les coefliciens où ils entrent; et comme « est regardé maintenant comme connu, il 
ne demeure plus alors dans les équations que deux multiples arbitraires C et y combinés 
de diverses manières, et il lui reste à déterminer, au moyen de ces équations , tant les 
multiples que les coefliciens de tous les termes des valeurs définitives. 

Détermination u Ce serait, dit-il, une chose longue, fastidieuse et difficile, à moins d’exposer tous les 
fissar- que de montrer comment je suis parvenu à la détermination cherchée. Je ne vois 

■n pas cependant que cette méthode ait rien de nouveau, si ce n’est sa longueur, et elle ne 
» diffère point du procédé ordinaire pour fixer les valeurs des quantités indéterminées, 
» connu de tous ceux qui se sont le moins du monde occupés c!e l’analyse moderne. Il me 
r> suffira donc de poser les valeurs des quantités A, B, C , etc., a, b , c, etc., telles 
« que je les ai obtenues après beaucoup de soins et d’attentions, en répétant souvent trois 
» ou quatre fois le même calcul...r> On doit regretter que Mayer ne soit pas entre dans 
quelques détails de plus sur toutes ces opérations, que la complication de ses équations 
rend d’abord assez difficiles à se représenter. Nous allons cependant, daprès quelques 
indications qu’on peut tirer de ses calculs préliminaires et de l’inspection de ses formules, 
hasarder quelques conjectures sur la manière dont il a pu s’y prendre. 
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Pour que les valeurs supposées aux variables a: et P soient les véritables intégrales des 
équations différentielles, il faut qu’elles satisfassent à ces équations ou qu’elles les rendent 
identiques après qu’on y a fait, de part et d’autre, toutes les substitutions ; il faut donc 
que les coefficiens des sin. ou cos. de chaque multiple différent de p qui y entre, se dé¬ 
truisent séparément. Or, nous venons de voir qu’il s’y trouvait des sin. ou cos. de mul¬ 
tiples connus qui avaient pour coefFiciens des nombres ou des fonctions des élémens qui 
ne se réduisaient point à zéro. On doit conclure de là que pour que les équations soient 
satisfaites , il faut profiter de 1 arbitraire laissé aux multiples C et y pour égaler les ternies 
qui les contiennent à chacun des sin. ou cos. des multiples connus , et déterminer ensuite 
leurs coefficiens en égalant à Zéro la somme de ceux qui multiplient chaque fonction pé¬ 
riodique. Autant il se trouve de multiples de p déjà connus dans les équations identiques, 
autant il doit s en trouver aussi dans les valeurs définitives de x et de P, et autant il doit 
y avoir d équations de condition pour déterminer leurs coefficiens. 

Si 1 on avait supposé dès le commencement les développemens de x et de P composés 
d autant de termes indéterminés qu’on veut en obtenir, il suffirait alors d’égaler respective-r 
ment chaque multiple indéterminé à un multiple connu ; mais l’énorme complication qui 
résulterait des substitutions de ce grand nombre de termes qui se combineraient dans les 
équations trois à trois, quatre a quatre, etc., ne'serait rachetée par aucun avantage lors¬ 
qu on ne veut conserver, ainsi que le fait Mayer, que les combinaisons deux à deux des 
multiples et des coefficiens. Il lui suffit alors de deux termes dans chaque valeur, savoir, 
B cos Sp, C cosyp dans celle de 1— x; b si nCp, c sinyp dans celle du coefficient différen¬ 
tiel de P, pour les exprimer tous, en prenant successivement pour S et y tous les multiples 
qui doivent entrer dans les valeurs définitives ; c’est en effet ce qu’on lui voit faire, p. 35 
de sa Théorie, où il calcule les valeurs numériques qu’ont, dans chacun de ces dive'rs cas , 
les log. des quantités F— f\ v'—f\ qui multiplient B et C dans les coefficiens des 
termes de la première formule en cos Çp, cos yp. Par ce procédé ingénieux, les développe¬ 
mens sont, dès le commencement, bornés au second ordre ; il ne s’y trouve aucun terme 
mutile, et la symétrie avec laquelle ces lettres indéterminées entrent dans les formules 
les rend propres à représenter également tous les coefficiens et les multiples qu’on veut! 

Supposons par exemple qu’on cherche l’équation de condition qui doit provenir du 
terme en cos arp; désignons par L son coefficient indéterminé, par M, N, P, etc., ceux 
des cos. dont les multiples sont ar4r, ar_ n , etc.; si l’on fait £= 2 r, ce qui 
entraîne B = L, qu’on prenne successivement pour y tous les multiples de p qui réduisent à 
arp les angles mixtes où se trouvent à la fois y et des multiples connus, en exceptant cepen- 
ant ar et «, puisque ce dernier entre déjà dans les formules, et qu’on remplace aussi C 
, S ettre ® correspondantes ; on verra que la valeur y = 2rp—*, réduisant à zrp l’angle 
i> y ^ °j nt 6 cos-entre dans la formule, produit un terme de l’espèce de ceux 
que Ion consi ere et dans le coefficient duquel il faudra faire B = L, C = M. Il en 
sera de meme de la valeur y = 4r, par rapport à l’angle (ar—y) p, et de la valeur 
y = ar- n par rapport a l’angle ( « + y) p ; il faudra donc remplacer, dans les coeffi¬ 
ciens des cos. de ces angles, les lettres B et C par L et N dans le premier cas L et P 
dans le second, et ainsi de suite. Lorsqu’on aura épuisé toutes les combinaisons 
sibles qui peuvent amener l’angle zrp , il ne restera plus qu’à ajouter, avec leur * P °*~ 


tous les coefficiens de son cos., et à égaler leur somme à zéro 


pour avoir l’équation do 
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condition cherchée ; on continuera ainsi à calculer ces équations une à une, jusqu’à ce 
qu’on ait successivement donné à £ toutes les valeurs des multiples de p qui doivent se 
trouver dans x, et on appliquera le même procédé à la seconde formule. 

Il faut remarquer cependant qu’il peut y avoir dans les valeurs définitives de x et de P 
des termes en multiples connus qui ne se trouvent pas dans les formules posées 
par Mayer, et réciproquement. Ainsi, la première formule contient cinquante-cinq mul¬ 
tiples déterminés , la seconde n’en renferme que trente, et cependant les deux valeurs 
définitives en contiennent, à une unité près, le même nombre l’une que l’autre. Les termes 
dont les multiples sont et/fr—*, par exemple, n’entrent que dans les valeurs défi¬ 

nitives, et ceux en ( 2r— 4 1 ) P> ( 4 r —ni) p ne se rencontrent que dans les formules. 
Cela tient probablement à ce que, dans le premier cas , ces termes sont produits par des 
combinaisons qui introduisent de nouveaux multiples ; ainsi, la valeur £ = 2 r réduisant 
à 4f — tt , 4r+* les multiples 2r— « -f- £, 2r -|- £, indique qu’il pourrait se trouver 

des termes semblables dans la valeur de x, où l’on est conduit par là à en supposer de 
tels, affectés de certains coefficiens qu’on détermine ensuite par le même procédé que 
celui dont on a fait usage pour les autres. 

11 devraitse rencontrer d’après cela, dans x et dans P, un bien plus grand nombre de termes 
qu’il ne s’en trouve dans les formules, si la petitesse de leurs coefficiens n’autorisait pas à les 
négliger le plus souvent. Ce sont ces mêmes considérations sur l’ordre et la petitesse des termes 
qui permettent d’en omettre, dans les valeurs de x et de P, quelques-uns qui existent dans 
les formules, et qui servent aussi à réduire considérablement le calcul de l’élimination des 
coefficiens, dont la complication serait effrayante, si l’on ne pouvait y appliquer des pro¬ 
cédés d’approximation successive ; ainsi, on peut supposer que Mayer a été guidé par le 
résultat d’une première opération qui lui indiquait quels étaient les plus grands termes; qu’il 
n’a introduit d’abord pour £ et y que les. argumens qui y répondaient, et a déterminé par 
là les coefficiens de ces inégalités d’une manière approchée -, que partant alors de ces pre¬ 
mières données pour prendre de nouvelles valeurs pour £ et y, qui servissent à déterminer 
de nouveaux coefficiens plus petits , il est revenu aussi, à plusieurs reprises , sur les déter¬ 
minations précédentes, en ayant égard aux diverses combinaisons des argumens, qui repro¬ 
duisaient les premiers, et en indiquaient d’autres qu’il fallait aussi faire entrer dans le calcul. 

Après avoir, sur de simples présomptions, cherche à donner de la méthode de Mayer 
»lS2TS. d ^ime explication peut-être bien imparfaite, il nous reste à indiquer en peu de mots 
dnction de ccs ^ es résultats auxquels sa théorie le conduit. Il obtient pour x une valeur composée 
valeurs^ la for- (j e quarante-quatre cosinus de multiples différens de p, et pour le coefficient différent 
m e ode. PlU8CO “"tiel de P, une série de sinus de quarante-trois de ces mêmes angles, où si nnp et 
sin 2 np , dont il a trouvé les coefficiens nuis dans 1 ordre où il se bornait, sont rem¬ 
placés par le sin. de 3 *p , dont le cos. n’entre pas dans l’expression de x. Il substitue alors, 
pour les multiples et les coefficiens, leurs valeurs dans les équations obtenues précédemment 
par l’intégration, qui donnent <p et q en fonction de p et des sin. des multiples dep, et tire 
alors de la seconde, par le retour des suites, l’expression de p en q : ce qui lui fournit en¬ 
suite le moyen d’éliminer de la première l’angle auxiliaire p t et d’obtenir, après des calculs 
très pénibles, la longitude vraie en fonction de la longitude moyenne, des sinus de ses mul¬ 
tiples, et de ceux des distances angulaires de la Lune au Soleil et à son nœud, a Quoique 
y> cette formule, qui donne les mouvemens vrais par les moyens, soit (dit-il) analogue 
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à celle dont Clairaut s’est servi pour construire sesTables, néanmoins le grand nombre de* 
v inégalités qui y entrent, et des tables qu’elles exigeraient, rendrait si pénible le calcul 
n des lieux de la Lune , qu’il pourrait rebuter le calculateur le plus patient. J’ai cherché 
r> d’après cela à réduire le nombre des inégalités de cette formule , et y en suis venu à 
Y> bout en remarquant que plusieurs des inégalités introduites par le mouvement moyen 
n du Soleil disparaîtraient si l’on employait son mouvement vrai ; que les deux termes 
» en sin (« + 71 ) q et sin (« — n ) q s’évanouissaient presqu’en entier, en appliquant 
» à l’anomalie moyenne de la Lune uq , avant d’en conclure l’équation du centre, une 
« équation particulière qui dépend de l’anomalie moyenne du Soleil nq % , enfin, que 
» dautres inégalités étaient diminuées ou même annulées, quand on appliquait, à 
« cette même anomalie de la Lune, les petites inégalités de la longitude, en exceptant 
■n celles qui dépendent des distances rq et iq de la Lune au Soleil et à son nœud, n 11 
ramène par là la formule précédente à la forme la plus commode, et il la réduit à vingt- 
deux termes, qu’il calcule au moyen de quinze tables dont les argumens sont : d’abord 
les anomalies moyennes du Soleil et de la Lune , puis les distances de la Lune au Soleil 
et à son nœud, successivement corrigées par les premières équations, et il néglige un 
grand nombre de termes dont les coefliciens sont très petits. Mayer expose ensuite les 
corrections qu’il a faites à sa formule d’après les observations, tant pour en rectifier les 
élémens, que pour déterminer certains termes que la théorie ne peut pas, dit-il, suffi¬ 
samment faire connaître. Il compare les coefliciens des inégalités, réduits en secondes, 
tels que les donnent la théorie au moyen des élémens corrigés, avec ceux qu’il a em¬ 
ployés dans ses tables , après les avoir assujétis à un grand nombre d’occultations observées 
par Bradley, par la méthode des équations de condition que Mayer avait employée déjà 
dans son Mémoire sur la libration de la Lune, publié en allemand en i 7 5 o; il vérifie 
par là que les résultats ne diffèrent que de quelques secondes. La comparaison qu’il fait en¬ 
suite de l’inégalité qui dépend du sinus de l’élongation, déterminée par la théorie en sup¬ 
posant la parallaxe du Soleil de 10*8, avec cette même inégalité déduite des observations, 
lui montre aussi que cette parallaxe ne doit pas dépasser 7",8 ; et comme il se croyait sûr, 
à 5 " près, de l’inégalité, montant à 1' 55 ", d’où il la concluait, il en résultait pour lui 
que cette valeur de la parallaxe ne pouvait différer de la véritable au-delà de sa vingt- 
quatrième partie. 

Mayer passe alors à la détermination des inégalités de la Lune en latitude, et il y parvient Inégalité» de 
plus facilement qu’à celles de la longitude, mais par le même procédé ; ainsi il suppose pour la 
tangZ une suite de ternies en fonction des sinus de divers multiples indéterminés de p\ il 
substitue cette expression dans la troisième équation différentielle, et y met aussi pour n , 
e, x , y , » , ît et P, leurs valeurs numériques , en prenant pour le coefficient du premier 
terme la tangente de l’inclinaison moyenne. Il détermine les coefliciens et les multiples in¬ 
connus ; le -multiple du premier terme exprime le mouvement moyen de la Lune à partir du 
nœud ascendant -, il le trouve ainsi le même, à 1* près, que celui que donnent les observa¬ 
tions. Il obtient ensuite pour tang/ une série composée de 3 4 termes ; et après avoir réduit 
cette formule définitive à la forme la plus commode, il la corrige comme la première par 
les observations, en négligeant les termes quîlnontent à peine à 2", de manière à n’avoir 
plus besoin que de dix tables pour la calculer. Enfin, quant à la parallaxe, il fait voir que 
son expression peut être tirée facilement de la valeur précédente de x , sans entrer dans au¬ 
cun détail sur ce calcul. 10 
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CHAPITRE VIII. 

Premières recherches sur Véquation séculaire de la Lune. Seconde Théorie 
de la Lune , d'Euler. 

DecouvmedeNous venons de voir Mayer montrer, par un usage simultané de la théorie et de l’ob- 
J’acceltration ser vation, que la première est éminemment utile pour découvrir la forme des inégalités 
v c U |i™m e, de n0 ia auxquelles le mouvement de la Lune est soumis, et pour en déterminer plusieurs-, mais 
•erwuro" lol> * que la seconde est le plus souvent préférable pour fixer leurs coeffieiens avec précision ; 

il avait à peu près tiré de celle-là tout le parti possible relativement aux inégalités pério¬ 
diques , et ce n’était plus guère que par une longue suite d’observations exactes, et par 
un emploi judicieux de la méthode des équations de condition, qu’on pouvait perfec¬ 
tionner sur ce point les Tables de la* Lune, auxquelles il avait donné la forme la plus 
convenable. Mais il restait encore une question importante à résoudre, sur laquelle les 
observations ne pouvaient signaler que des effets isolés , sans indiquer leur cause ni leur 
loi ; je veux parler de l 'équation séculaire de la Lune , dont l’explication, par l'attraction 
newtonienne y devait si long-temps échapper aux recherches des plus grands géomètres. 

Kepler avait, dès l’année i 6 a 5 , élevé des doutes sur l’uniformité des moyens mou- 
veniens de quelques planètes ; mais ce fut Halley qui s’aperçut le premier de l’accélé¬ 
ration de celui de la Lune, en comparant (ainsi que le rapporte Newton, dans un passage 
de la seconde édition des Principes, qui a été supprimé dans la troisième) des observa¬ 
tions d’éclipses faites à Babylone avec celles d’Albategnius et avec celles des modernes ; 
mais il n’eut point égard à cette accélération dans ses table». Dunthorn et Maver exami¬ 
nèrent de nouveau ce point important de la théorie lunaire. Us essayèrent d’accorder 
les observations des C.haldéens et des Arabes avec celles des modernes, en ajoutant aur 
longitudes moyennes de la Lune une quantité proportionnelle au carré du nombre des 
tiècles écoulés depuis une certaine époque ; hypothèse que Halley avait déjà faite pour 
les mouvemens de Saturne et de Jupiter, et qui découlait naturellement de la supposition 
d’ün accroissement uniforme de vitesse. Dunthorn admit une équation séculaire de .o* 
pour le premier siècle, à partir de .760 (Phil. Trans. r 1749); Mayer ne la porta qu’à 
7 " dans ses premières Tables de la Lune, et à 9" dans les dtrmeres, ce qui la faisait 
monter à i° en 2000 ans , d’après la proportion 1 l (ac)* I! 9 l x. Enfin Lalande, 
dans un Mémoire présenté à l’Académie en 1757, fut conduit, par une discussion exacte 
des observations, à une équation séculaire de 9 ",886 pour le premier, siècle. 

L’Académie des Sciences qui avait, dès 1760, proposé pour sujet d’un prixj’altération 
des moyens mouvemens des plauètes, et couronné la pièce de Charles Euler, second fils 
du grand géomètre de ce nom, prit pour sujet, en 1762, la résistance de l’éther. L’abbé 
Bossiit remporta le prix, et fit voir que s’il y avait dans l’espace où les planètes se meuvent 
une matière éthérée, la résistance quelle leur opposerait pourrait changer la figure , la 
grandeur et la situation des orbites après un certain nombre de révolutions, et donner 
ainsi uïie explication assez satisfaisante de l’équation séculaire de la Lune. 
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D’Alembert s'était déjà occupé ( Rech ., t. II, p. i 65 ) du mouvement des planètes RccWclie , 
■dans un fluide résistant, et doutait de l’existence de ce fluide ; il s’attacha en conséquence <jc d'AIembm 

à la discussion des différens termes de l’équation de l’orbite de la Lune, afin d’y dé- cu | cs , * 

couvrir quelque inégalité qui rendît raison, par la simple attraction newtonienne, de 
l’accélération de son mouvement. C’est ce qu’il fit dans les Mémoires 29, 38 , 3 g , 4 °> 

4 i et 45 de ses Opusc. Math ., contenus, le premier dans le t. IV, imprimé en 1768, les 
quatre suivans dans le t. V, qui parut la même année, le dernier (donné à l’Académie en 
1770 et publié en 1776) dans le t. ”VI des Opuscules. Ces Méïnoires contiennent des 
recherches nouvelles et ingénieuses sur quelques autres points de la théorie de la Lune ; 
l’auteur s’y occupe) à plusieurs reprises, de la comparaison des méthodes et de l’examen 
de leurs imperfections ; il montre les avantages de celle des coefficiens indéterminés, et cri¬ 
tique encore celle de Clairaut plusieurs années après la mort de ce géomètre; il en indique 
Une autre dans le Mémoire 29 , fondée sur des différenciations successives, et qui ne paraît 
guère susceptibled’être appliquée; il propose enfin quelques corrections à faire aux pre¬ 
mières Tables de Mayer. Après avoir vainement essayé de trouver, dans l’équation de l’or¬ 
bite, des termes en cosNz ou cos kz (voyez p. 4°) qni pussent représenter l’équation sé¬ 
culaire de la Lune, et fait voir que ceux qui sembleraient devoir la faire naître, en produi¬ 
raient une plus grande dans le mouvement de la Terre, ce qui serait contraire aux observa¬ 
tions, il revient aux considérations tirées d’un milieu résistant, en montrant cependant qu il 
ne peut avoir d’effet sensible sur le mouvement des nœuds et sur l’inclinaison, et indique 
aussi la figure non sphérique des deux planètes comme pouvant rendre raison d’une partie de 
l’équation séculaire, en introduisant un terme constant sous le signe intégral , et un 
arc de cercle dans l’équation du mouvement. 

L’Académie des Sciences de Paris proposa de nouveau pour sujet du prix de 17B8, qui fut Prix de TA- 
prorogé à l’année 1770, de perfectionner les méthodes sur lesquelles est fondée la théorie tiflTla théorie 
de la Lune , de fixer par ce moyen celles des équations de ce satellite qui sont encore dc la Lunc * 
incertaines, et d'examiner en particulier si Ton peut rendre raison, par cette théorie , 
de T équation séculaire du mouvement de la Lune. Euler, qui avait déjà tant de fois été 
récompensé par cette Académie, de travaux qui devaient profiter à tout le monde savant, 
lui envoya un Mémoire qui remporta le prix, et qui se trouve dans le t. IX des Prix 
de l'Académie. Mais comme il n’y traitait pas spécialement la question de l’équation 
séculaire , et se contentait de conclure , de ce qu’aucune des inégalités que lui don¬ 
nait sa théorie ne s’y rapportait, que l’attraction ne pouvait servir à l’expliquer, l’A¬ 
cadémie remit ce sujet au concours pour l’année 177a, et partagea le prix entre une 
pièce de Lagrange intitulée : Essai sur le problème des trois corps , avec 1 épigraphe . 

Juvat integros accedere fontes , et un Mémoire qu’Euler avait aussi envoyé sous le titre 
de Nouvelles recherches sur le vrai mouvement de la Lune. Ces deux ouvrages sont im¬ 
primés dans le même tome des Prix; le second contenait, avec un petit nombre de ré¬ 
flexions , le recueil des formules auxquelles la méthode donnée par Euler dans sa 
pièce de 1770, l’avait conduit, en y faisant de petites modifications, et en poussant 
beaucoup plus loin les calculs. C’est ce travail immense, entrepris par Jean Albert Euler, 

Krafft etLexell, sous la direction de cet infatigable géomètre déjà privé de la vue, dont 
i\ publia ensuite tous les développemens, avec les tables qui en étaient le résultat, dans 
aa Theoria motuum Lunœ, nova methodo pertractata, qui parut à Pétersbourg, en 1772. 
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Nous allons donner une légère idée des différences principales qui existent entre la 
méthode qu’EuIer avait d’abord employée, et celle dont il fait usage tant dans cett» 
volumineuse théorie que dans les deux Mémoires précédens, et dans un troisième qui 
se trouve dans ceux de l’Académie de Pétersbourg, pour 
a* Théorie C’est sur un nouveau choix de coordonnées- qu’Euler a basé cette dernière méthode, 

liv. i, i re par-Au lieu de considérer le rayon vecteur, la longitude et la latitude, qui sont les va- 
tje. Nouvelle ... , . , ° , . . i v 

méthode d’Eu- riables ordinaires, il introduit trois coordonnées rectangulaires prises sur la ligne me- 

miucHe* mou" n ® e centre Terre qui indique la longitude moyenne de la Lune, sur laperpendi- 
’emens de la culaire à cette ligne dans le plan de l’écliptique , et sur la perpendiculaire abaissée de la 
Lune sur ce plan. Il représente la première par a (1 -f-jc) , la seconde par ay , la troisième 
par az ; a étant la moyenne distance de la Lune à la Terre, en prenant celle de la Terre 
au Soleil pour unité. Il emploie les variables x, y, z, comme plus propres que tout 
autres, par leur petitesse, à se prêter à des approximations convenables , en remar¬ 
quant qu’étant une fois déterminées il aéra facile d’en tirer les valeurs des coordonnées 
astronomiques (*). Il transforme les équations du mouvement de manière à en tirer trois 
équations du second ordre, où l’anomalie moyenne t du Soleil est variable indépen¬ 
dante , et où les termes principaux sont linéaires. Ils sont exprimés en fonction d’une longue 
suite de termes composés des puissances et des produits des six premières dimensions des 
variables x, y , z, multipliées par l’excentricité * de la Terre, par le rapport a des paral¬ 
laxes, et par les sin. et cos. des divers multiples de l’anomalie/, de l’élongation moyenne/? 
et de leurs combinaisons. 

On ne peut y satisfaire qu’en prenant pour les valeurs de x , y et z. des sinus et 
cosinus d’angles semblables, multipliés par des coefTiciens indéterminés. Euler considère 
d’abord les deux premières équations $ il suppose celle en x bornee a ses trois premiers 
termes , et à un autre de la forme M cos *, qui représente l’un quelconque de ses termes 
périodiques j celle en y réduite à ses deux premiers termes et à un troisième M' sin« ; et 
comme l’intégration doit alors en amener de semblables dans les expressions dex et dey, 
il fait ensuite x = N cos *>, y = N' sin « , et détermine, par leur substitution, les valeurs 
de N et JN' en fonction de M et M' (**). 


() )ünacn effet, en désignant par ? et | la longitude et la latitude de là Lune, et paï r sa distance- 
à la Terre, dont l’inverse donne la parallaxe horizontale, 

v r cos 9 r cosjcos^ 

= T+x ’ taDg4 ’ r ~ i ~i~ x 

(**) En’effet, les deux premières équations ainsi réduites étant 


, — — î — 3 (m -f i) ^ — 3Xx 4- M eos et 
} — dt* «« 


» = ■+■ afm-f-i) ■^--f*M'sin a», 


ou m = — et oii X est déterminé par l’équation x = j + (m — i)*, qui doit avoir lien pour qu’il n’y. 

a)t point de terme constant dans la première équation; si l’on différencie les valeurs x = Ncosa», 
.y = N' sin *, en supposant du = yult , on aura , par la substitution et l’élimination , 

fcÜÏM'-M , . 

N = —^e-, K . = _îfc±i) N+ üi| 

X — 3— fi* fi fi 

la troisième équation , réduite à ^ + (x+ i> + H sin • = o, donnera de même pour z le terme K sin «, où. 
^ _ H 

J’on aura • 
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Pour mettre plus d’ordre et de clarté dans la détermination des variables, il s’occupe 
séparément, comme dans sa première théorie, des diverses espèces de termes contenus 
dans les équations. Il distingue alors dans les valeurs que doivent avoir x ety, treize 
classes différentes de termes, suivant qu’ils se trouvent indépendans des excentricités et 
de l’inclinaison, ou multipliés par les trois premières puissances de l’excentricité k de 
l’orbite lunaire, par la première puissance de *, et par leurs produits; par a, et par le 
carré de l’inclinaison i de l’orbite lunaire ; enfin par les produits de ces quantités et des ex¬ 
centricités. En conséquence, il prend pour a: et y des valeurs composées de treize lettres 
inconnues différentes, ayant chacune l’une de ces quantités en facteur , et représentant les 
parties des expressions de ces variables correspondant à chaque ordre (*). Il les substi¬ 
tue dans les équations ; et comme les termes appartenant à différens ordres ne peuvent se 
détruire mutuellement et doivent séparément satisfaire aux formules, il obtient autant de 
couples d’équations différentielles spéciales qu’il y a de lettres ou d’ordres différens. 

La seconde partie du livre I er r qui occupe à elle seule près de 3 oo pages, comprend, 
dans dix chapitres, les développemens numériques des équations qui donnent successive- nient dsi inca¬ 
rnent les dix premières parties des valeurs des coordonnées x et y. Le travail y est miersonlresV™" 
présenté dans le plus grand détail, ce qui offre l’avantage de pouvoir le vérifier entière¬ 
ment, et de découvrir la source des moindres erreurs. La séparation des inégalités en 
classes augmente la longueur des calculs , mais elle en diminue la complication, en divi¬ 
sant pour ainsi dire la difficulté, et en permettant de déterminer successivement les coeffi- 
ciens sans avoir besoin de les éliminer entre un grand nombre d’équations simultanées. 

Prenons pour exemple le développement des formules relatives à la première classe, 
où les inconnues sont O et O', et sont données en fonction des sin. et cos. de l’angle 2p, 
indépendamment des excentricités. Comme l’on doit prévoir que les valeurs de O et O' 
seront petites, Euler néglige leurs carrés et leurs produits dans une première approxi¬ 
mation. Il suppose alors O = A cos o.p, O' = A' sinap ; et substituant pour M et M', dans 
ies relations générales données au bas de la page précédente, les valeurs qu’elles ont dans 
le cas actuel, où N et N' sont remplacés par A et A', il détermine ces coefficiens en 
nombres, par le calcul logarithmique , au moyen des valeurs numériques des lettres m, 

H et A (**) ; ayant obtenu par là des valeurs approchées de O et de O', il les substitue dans 
les termes des équations en O*, 0 ' a et OO'; il en tire par là de nouvelles où entrent les 
os. et sin. de 4p> et posant ensuite tout-à-la-fois pour O et O' des valeurs indétermi¬ 
nées en fonction de cet angle ainsi que du précédent, il s’assure, par leur substitution, 
des corrections qu’il faut encore faire aux secondes valeurs, et il pousse l’approximation 
des coefficiens jusqu’à la septième décimale, ou aux cinquantièmes de seconde. 

(*) Il pose 

x = O 4- AP 4- -+- Am + «AT + *U + *AF + X A»V + *«W-fi'X 4- *■*Y + i'frZ, 

y = 0' + AP'-f- A’Q'-f- A^R -+. nS'4- a/sT'-b *U'+ *AF'-f- «A»V'+ a*W'+ «■X' b -M**Y / + i’A’Z'. 

(/*,) Lus équations sont, dans ce cas, 

o — -2.— 3(771 + i) ^-3x0 — ^ (i + O) cos ap-f- ^ O'sin ip + 3x ^O* — ^ 0' J ^ , 

o = ~~ -f j(m + i) J + 5.(1 + O) sin 2 p + ? O'cosap — 3x00'; 
ce qui donne, quand on néglige les O et O' qui se trouvent dans les derniers termes, 

• = a P , M = — jj, M' = d’oî» l’on tire As 3 K=o,oioan 3 j A'= 3 S'=—0,0071797. 
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Les inégalités de la première classe étant une fois déterminées, leur substitution au 
lieu de O et O', dans les parties des équations des ordres suivans où ces lettres entrent 
en facteur, y introduit déjà un certain nombre de termes connus. Quoique ces équations 
ne renferment pas explicitement l’anomalie moyenne q de la Lune, il est clair que les 
combinaisons des angles p et t doivent l’amener dans l’intégration ; aussi Euler admet-il 
dès le second ordre, dans les valeurs supposées, des termes en fonction des sin. et cos. 
des angles q, 2 p — q, 4P Ç, etc. -, il détermine d’abord les valeurs de leurs coefliciens 
séparément, en appliquant à chacun deux les relations générales entre N, N' et M, M'; 
puis simultanément en les faisant entrer tous à la fois dans les expressions indéterminées 
des variables j et comme les parties P et P' de y et de je, qui doivent contenir ces 
sin. et cos., doivent être ensuite multipliées*par l’excentricité h , il peut, à cause de la 
petitesse de k , se borner au sixième caractère décimal dans la détermination des coeffi- 
ciensde chacun de leurs termes, lorsqu’il veut pousser au septième l’approximation défini¬ 
tive. C’est par un motif analogue qu’il se borne à la cinquième décimale pour les 
coefliciens qui doivent avoir A a , a et *4 en facteur, et à La quatrième pour ceux qui 
appartiennent aux ordres i? t ah, * 4 a , a * ; il obtient ceux de chacun de ces ordres de 
la même manière, c’est-à-dire par des séries indéterminées prises pour chaque variable, 
qu’il substitue dans les équations correspondantes, et dont il tire des conditions en 
nombre suffisant pour qu’on puisse ensuite en déduire, par des approximations succes¬ 
sives, les valeurs cherchées des coefliciens de chaque sinus et cosinus qu’il a supposé 
devoir entrer dans les expressions des variables. 

LW 1 3e par- troisième partie du livre I* r est consacrée au développement numérique de la troi- 
tie. Développé-sième équation différentielle, ou de celle qui est relative à la coordonnée z. Euler y 

ment de lava- . . . . 

leur de *. parvient par le meme procédé qu.il vient d employer pour les deux autres ; il distingue 
six ordres de termes différens, suivant qu’ils sont multipliés par l’inclinaison i de l’or¬ 
bite, sa troisième puissance, et son produit par les excentricités et le rapport des paral¬ 
laxes. Il prend en conséquence, à la place de z , une suite de termes où chacun des ordres 
multiplie une variable particulière (*), et il détermine toutes celles-ci séparément, en 
résolvant l’équation du second ordre correspondante, par la méthode des séries dont il 
vient de faire usage. 

Il revient ensuite aux trois derniers ordres des deux premières équations, en substituant 
pour z la valeur précédente dans les termes où cette variable entre en facteur. 

Liv a \ li Le livre II de cet ouvrage contient l’application de la théorie de la Lune au calcul 
cation des u>r- astronomique. Après avoir rassemblé toutes les inégalités qu’il a déterminées, Euler 
tructio^de» 1 * compare ses formules avec celles des tables de Clairaut, dont les arguraens sont, comme 
tables. Jpg > les anomalies et élongations moyennes, et il examine les résultats de chacune 

dans tous les cas particuliers qu’offrent les suppositions alternatives d e p, q, r égaux à 
zéro ou àqo 0 et de t égal à zéro ou à 180°. Il rectifie par la ses élémens, réduit ensuite tou* 
les coefliciens en nombres absolus, et obtient pour x un développement composé d’un 

(* ) La troisième équation différentielle e'tant de la forme 

o s= -+- (x-t- 0 * — 3 xxs + etc. + 3 a* cos p — 3 ** cos t -+■ etc. » 

* sa ip ■+■ ikq + ik»r ■+■ ùu ■+■ t«t ■+■ iav. 


Euler y suppose 
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coefficient constant et de cinquante cosinus de multiples et combinaisons différentes de p, 
q, t, r ; poury^ une série de cinquante-quatre sinus d'angles analogues, et pour z une suite 
semblable à celle-ci, et composée de vingt-huit termes. Le calcul de chacune des coor¬ 
données or et y exige vingt-une tables , celui de a n’en demande que seize. Les deux 
premières variables étant pommes au moyen des quarante-deux tables qui s’y rapportent, 
servent à déterminer la longitude, tandis que le calcul de la latitude et de la parallaxe 
ne peut se faire que quand elles sont connues toutes trois, et exige ainsi cinquante-huit 
fables, dont le recueil termine ce volumineux ouvrage, qui remplit près de 800 pages. 

Euler ne dissimule pas qu il n a pas tout-à-fait achevé les calculs de quelques ordres 
d’inégalités à cause de leur longueur presque insurmontable ,.et il regarde aussi la diffé¬ 
rence entre les figures de la Lune et de la Terre et celle d’une sphère, comme pouvant 
influer sur leurs mouvemens, en introduisant dans l’expression des forces un petit terme 
inversement proportionnel à la quatrième puissance de la distance. On doit presque 
regretter la peine qu’à dù coûter à ce grand géomètre et à ses collaborateurs le travail 
immense dont nous venons de donner un court exposé, puisque les tables qui en sont 
le résultat ont été reconnues comme étant fort inférieures en exactitude à celles de 
Mayer, et qu’il parait même que celles de Clairaut ont conservé sur elles quelque 
supériorité» 


CHAPITRE IX. 

JE s s ai sur le problème des trois corps. Mémoire sur V équation séculaire 
de la Lune. 

Il est singulier que, dans le même temps et pour la même occasion, Euler et La- Variables en»- 
grange aient tous deux voulu substituer aux coordonnées angulaires les rectilignes comme P ,0 - Tl ‘*‘ s P* 1 In¬ 
variables principales, dans les équations différentielles du problème des trois corps La erjn ° L 
méthode de Lagrange, dans sa pièce couronnée en 1773, consiste à n’employer, dans 
la détermination de l’orbite de chacun des corps A, B, C, d’autres élémens que leurs 
distances mutuelles r , r / , r". Son Mémoire peut être divisé en deux parties ; l’une con¬ 
tient des recherches sur le problème pris dans toute sa généralité, et se trouve partagée 
en deux chapitres ; l’autre traite en particulier de la théorie de la Lune, et comprend 
aussi, en deux chapitres, les formules générales et un essai de leur application. 

Quant à la première partie , après avoir donné les équations en coordonnées rectangu- ire p art j e <j e 
laires, qui déterminent les orbites relatives des corps B et C autour du corps A, et de fo" m yj ,‘ n ‘ oire ’ 
C autour de B , Lagrange parvient avec une grande élégance aux quatre intégrales pre- raies. 8tUC 
mières du problème ; il réduit ensuite les six premières des équations primitives à trois 
antres équations symétriques,entre les différentielles secondes des carrés des distances prises 
par rapport au temps, et des fonctions des masses et des distances précédées ou non du double 
signe de l’intégration (*). Ces équations sont moins simples que les primitives, puisqu’elles 

(*) Ces èqaations sont ( voyez note 7 , J 1 ) : 


«/*. r* 
•jult* 


A-f- B -t- C 


-C( P y-*AM-Q) = °. 


ïdl* 


A-t-B-f-C « 

-TT-B ipq +p'Y+ Qf) = ( 
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renferment chacune deux signes d’intégration ; mais elles ontl’avantage de ne contenir au¬ 
cun radical, et ce sont celles que l’auteur doit ensuite appliquer à la théorie de la Lune, 
Supposant alors les trois variables r, /, r" déterminées en fonction de t par ces équa¬ 
tions , il lui reste à voir comment on pourra en conclure 1 orbite même de chaque 
corps ou ses coordonnées rectangulaires. Il fait voir qu’il est impossible d obtenir ces 
variables directement et par les seules opérations de l’algèbre, mais quon peut en 
venir à bout au moyen d’une intégration. 11 parvient à des formules qui servent à déter¬ 
miner les orbites de B et de C autour de A, par rapport à un plan fixe passant par ce 
même corps ; il prouve qu’entre tous ces plans il y en a un par rapport auquel le 
mouvement des deux premiers corps est le plus simple, et détermine par les memes 
formules la position mutuelle des orbites des corps B et C. 
f!»s oh le pro- Dans le chapitre second il examine quelques cas particuliers qui n’ont pas lieu dans le 
blême des trois système du monde, mais qui simplifient beaucoup la solution du problème des trois corps. 
SSÔi m r?goï- Il prouve qu’il est résoluble exactement, soit que les distances entre les trois corps soient 
reuse. constantes ou qu’elles gardent seulement entre elles un rapport constant, et cela dans deux 

cas, savoir : lorsque les distances sont toutes égales entre elles, en sorte que les trois corps 
forment toujours un triangle équilatéral, et lorsque Lune des distances est égale à la somme 
ou à la différence des deux autres, en sorte que les trois corps se trouvent toujours rangés 
en ligne droite ; il convient que la solution de ces problèmes serait plus simple en em¬ 
ployant à la fois comme variables les rayons vecteurs et les angles décrits par ces rayons, 
dans le cas où les corps se mouvraient dans un même plan fixe ; mais il croit quelle 
serait alors très difficile, si l’on supposait, comme il l’a fait, que les corps pussent se 
mouvoir dans des plans différens. 

a , Partie. Lagrange passe ensuite, dans le chapilre III, au cas où l’on suppose que le corps C, 
Cas de lana- p ar exem pl e> es t beaucoup plus éloigné des corps A et B que ceux-ci ne le sont entre eux, 
lure * et il examine les modifications qui doivent en résulter dans les formules du chapitre I #r , 

Les distances r et r" étant alors fort grandes par rapport à r, il les suppose respective¬ 
ment égafes au quotient de la division des nouvelles quantités R et R', finies et comparable* 

à r, par une très petite constante i) il fait aussi — j ; il détermine R' en fonction 

de r, de R et du cosinus de l’angle compris £ (en faisant r cos£ = z), afin de pouvoir 
ensuite éliminer R' des équations ; celles-ci contenant alors les différentielles seconde* 
' de r 2 , R a et Rz, par rapport à t , peuvent servir à déterminer ces variables -, et il montre 
comment on peut, eh les supposant connues, en conclure les valeurs des latitudes^ 
et V des deux corps B et C, et celles des différentielles de leurs longitudes et en 
ne poussant la précision que jusqu’aux quantités de l’ordre i. 


■ — A(— pq —p'q'+ Q") = o 




+ C pq — Bp'q' — A p"q" 


en supposant 

p = - (/• 4- r"* — r»), j/-- 


Z (r* + r"»—r*). 



df = je' dx + y dy + z'dz — xdx' — — z ^ z i 

dQ = qdp — q"dp ' - qd f , dQ 7 = qdp + q u dp"+ q'df , dQ" - qdp — q'dp'+ q'J h 
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Pour appliquer toutes ces formules à la théorie de la Lune, il suffit de supposer que Équationsdu 
Â soit la Terre, B la Lune , C le Soleil et i le rapport des parallaxes. Les variations de naire^leariu- 
r et de R étant alors fort petites, si l’on fait r 1 = 1 -J- x , R 2 = 1 + X, x et X devront *8™*»* 
être des quantités peu considérables par rapport à l’unité, et ne contenir aucun terme 
constant. Lagrange, mettant j'à la place de Rz, et faisant toutes ces substitutions, obtient 

quatre équations dont les premiers termes sont ~ x - ^ et sont donnés 

dt> zdf * üdt 2 * dF * 


et sont donnés 


en fonction des variables x , X, y , de leurs puissances et de leurs produits : ceux-ci 
multiplies par i et par le carre du rapport « des moyens mouvemens. Il néglige d’abord 
ces derniers termes et ceux qui renferment x et X dans l’équation en y \ il différencie 
deux fois cette équation, afin d y faire disparaître les signes f ; elle devient ainsi du qua¬ 
trième ordre, et est intégrable par les méthodes connues (*) ; il substitue ensuite la valeur 
approchée dey'qu on en conclut, dans l’équation enx, en y négligeant d’abord les termes où 
x ety sont mêlés (**), et en rejetant tous les termes constans ; il voit par là quelle doit être 
la forme de 1 intégrale ; et sa substitution lui sert ensuite, en égalant à zéro les coelficiens de 
chaque cosinus, à déterminer les coelficiens de tous les termes ; enfin l’équation en X, con* 
venablement réduite, lui donne, par une intégration très simple, la valeur de cette variable. 

Connaissant par là la forme des premiers termes des valeurs dey', x et X , il ne s’agira 
plus que de les substituer dans les termes négligés des équations proposées, pour avoir la 
forme de ceux qu'il faudra introduire dans de nouvelles valeurs des variables, et dont 
on déterminera les coefficiens par la substitution. Lagrange exécute ces nouvelles opéra¬ 
tions pour x et y , plutôt pour donner une idée de la méthode d’intégration qu’il faut 
suivre, que pour en déduire les inégalités du mouvement de la Lune, ou pour présenter 
une théorie complète de cet astre ; et il ne traite point l’objet spécial du prix proposé, 
l’équation séculaire de la Lune, a Le défaut de temps, et d’autres occupations indispen- 
v sables (dit-il dans un avertissement) ne m’ont pas permis d’entrer dans tout le détail 
v nécessaire pour répondre aux principaux points de la question proposée par l’Académie, 
v et je ne me suis déterminé à lui présenter ces Recherches pour le concours, que par l’espé- 
i> rance qu’elle trouvera peut-être ma méthode digne de quelque attention, tant par sa nou- 
v veauté et sa singularité, que parles difficultés considérables de calcul qu’elle renferme, n 

U fallait en effet de l’habileté et du génie pour présenter, sous une forme toute nou- Mente de eet 
Telle, les équations d’un problème déjà si souvent traité ; c’était pour ainsi dire un tour ouv rogc. 


(*) En effet, cette équation étant alors 

3*+(’+**) 3TT + (.-3.Mr = «i 

si l’on fait jr =f cospt, et qu’on substitue cette expression dans l’équation, on trouvera pour p une 
double valeur, en négligeant les puissances de et plus hautes que la seconde, et l’on aura, en désignant la deuxième 
par q, 

jr = f cospt + g cosqt, 

d’où l’on tire la valeur de sin4, qui fait voir que - ( p-bq)t est l’argument de latitude. 

(**) L'équation en x devient alors 

^ -f (i + 4 «*)* — *’ [97* ~ 3 ( fydt)*1 = const. j 
* 

celle en X se réduit de même à + *»X = o, et donne X = tcos*f. 

* U 
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de force, que Celui de donner un système de formules générales, sans y faire entrer 
aucun angle comme variable, et aucune fonction périodique. On doit admirer aussi 
l’élégance et la richesse d’idées qui régnent dans Y Essai sur le problème des trois 
corps; outre le vif intérêt qu’il doit inspirer sous le rapport analytique, on doit regarder 
comme fort utiles des recherches qui tendaient à frayer des routes nouvelles, à indiquer 
des méthodes différentes de celles qui étaient connues, et où, surmontant la plus grande 
difficulté, celle de l’invention , Fauteur ne laissait qu’une tâche bien plus aisée, celle de 
juger et comparer ses procédés avec les autres, pour en discerner les avantages et les 
inconvéniens. Le succès ne semble pas cependant avoir couronné cette fois les efforts de 
Lagrange ; le choix des distances comme seules variables ne paraît pas heureux, puis¬ 
qu’il complique les équations plutôt que de les simplifier, qu’il oblige à multiplier les 
notations, et à rendre quelquefois par là la marche des opérations difficile à suivre ; 
d’ailleurs, comme il ne dispense pas de revenir, dans la résolution définitive, à l’emploi 
des sinus et cosinus, on ne voit pas quelle utilité il y a à les faire disparaître d’abord, et il 
faut bien que l’auteur ait trouvé des désavantages à cette méthode, puisqu’il Fa lui-même 
promptement abandounée. 

Conjecture de Avant de passer au second des Mémoires de Lagrange qui font l’objet de ce cha- 
W. Laplacc, re-pj tre ^ nous devons dire un mot de l’ingénieuse hypothèse de la transmission succès - 
de 1 'rcquaüoT sive de la gravité, par laquelle M. Laplace avait cherché à expliquer, en 1773, l’équation 
Oculaire. g £ cu l a j re de la Lune, dans le temps où tous les géomètres la croyaient inexplicable par 
la loi de l’attraction généralement admise. Comme nous n’avons aucun moyen pqpr 
mesurer la durée de la propagation de la pesanteur, une fois que l’attraction a atteint 
le corps sur lequel elle agit, ce n’est que par les effets produits qu’il est possible de l’ap¬ 
précier. Daniel Bernoulli soupçonnait, dans sa pièce sur le flux et le reflux, que la 
gravitation ne se propage pas instantanément, et que l’action de la Lune pouvait em¬ 
ployer un ou deux jours à parvenir à la Terre. AI. Laplace considérant la pesanteur 
d’une molécule de matière comme produite par l’impulsion d’un corpuscule infiniment 
plus petit quelle, et mu vers le centre de la Terre avec une vitesse quelconque, démontra 
qu’il résultait de la supposition que cette vitesse était finie, une accélération' dans les 
moyens mouvemens des planètes autour du Soleil et des satellites autour de leurs planètes ; 
et il prouva que, si l’équation séculaire de la Lune provenait de tette cause, il fallait sup¬ 
poser à cet astre, pour le sonstraire entièrement à sa pesanteur vers la Terre, une vitesse 
vers le centre de cette planèie au moins sept millions de fois plus grande que celle de 
la lumière. Il ajouta cependant qu’il était bien loin de Croire cette cause certaine, et qü’il 
ne la regardait que comme une simple conjecture. 

Nonvcnn prix L’Académie, qui venait de proposer deux prix sur ce sujet sans en recevoir aucune 

rAcadémie so ] ut : on n ’en persista pas avec moins de zèle à encourager les recherches sur ce point 
«ur ce *uiet. * ,, , . i • j / ,• 

important, et elle demanda , pour le pnx de 1774, a examiner si l on pourrait expli¬ 
quer l'équation séculaire de la Lune , soit par les perturbations qu’excite, dans le 
mouvement de cette planète , l'attraction de tous les corps célestes, soit par feffet qui 
peut résulter de la non sphéricité de la Terre et de la Lune. Le Mémoire que Lagrange 
«ire de ^La- envo y a fut couronné, et se trouve dans le t. VII des Mém. des Savans étrangers. 
grange, qu’elle Quoiqu’il contienne de belles recherches, l’auteur y fut encore moins heureux que dans 
couronna. précédent, puisque non-seulement il n’y trouva pas la véritable cause de l’équation 
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séculaire, mais qu’il chercha même à y élever des doutes sur l’existence de cette équation. 

Sans s’occuper de la première partie de programme, ou de l’évaluation des erreurs Marche qu’il 
qui pourraient résulter des quantités négligées dans le mouvement de la Lune, parce * ,ume * 
qu’il ne trouve, dit-il, sur ce point rien à ajouter aux recherches de d’Alembert, il 
fait voir que ce n’est que par la théorie qu on peut se flatter de déterminer la forme 
de l’équation séculaire. Reprenant alors l’équation différentielle qui donne le temps (*) , 
il montre que 1 équation séculaire ne peut avoir lieu, à moins que la quantité ILr 3 , qui 
reste sous le signe /multipliée par d<p , ne contienneNm terme tout constant, ou un 
terme qui renferme le sinus d’un angle qui varie infiniment peu. Dans le premier cas, 
l’équation séculaire sera réelle et ira en augmentant comme les carrés des temps ; dans 
le second cas elle ne sera qu apparente, et ne différera des autres équations du mouvement 
de la Lune que par la longueur de sa période. Il prouve, par la discussion de ces deux 
espèces de termes seulement, que l’équation séculaire ne saurait venir de la non sphé¬ 
ricité de la Terre, tant qu’on y suppose les deux hémisphères semblables; et que pour 
la faire naître fl faudrait donner aux deux hémisphères de la Terre des figures trop 
dissemblables pour qu’on pût les accorder avec les mesures des degrés et les théories 
de la précession et de la nutation. La considération de l’inclinaison de l’orbite de la Lune 
ne lui donne aucune nouvelle combinaison, et l’examen de l’altération qui pourrait venir 
de la non sphéricité de la Lune n’en amène pas davantage. C’est alors que, passant à 
la question de fait, il refuse de croire à l’authenticité des observations dont on s’était 
servi pour conclure l’accélération, particulièrement de celles faites au Caire en 977 
et 978, par l’arabe Ibn-Junis, et conclut, de la discussion des erreurs des tables, que 
l’hypothèse d’une accélération réelle ou apparente dans le mouvement moyen de la Lune 
n’est pas absolument nécessaire pour concilier les observations anciennes et modernes. 

Lagrange reprit en 1780, dans son beau Mémoire sur la libration de la Lune, la 
question de l’influence de la figure de cet astre sur son moyen mouvement; l’égalité 
des moyens mouvemens de la Lune sur elle-même et autour de la Terre , exigeait une 
discussion particulière, qu’il fit avec beaucoup de soin, et dont il conclut seulement de 
très petits termes, qui ne pouvaient expliquer l’équation séculaire. 

^ Nous terminerons ce chapitre par l’énumération de plusieurs ouvrages relatifs à la Otmsge» di- 
théorie de la Lune, et dont nous n’avons pas encore fait mention. Tel est celui de r i e Lune? 
Th. Simpson, qui a pour titre Miscellemeous Tracts , et dont le troisième volume, publié 
en 1757, a cette théorie pour objet; Walmesley publia à Florence, l’année suivante, un 
Traité intitulé : De inœqualitatibus motuum Lunarium; Mélanderfit paraître, dans les 
Mem. de l’Acad. de Suède, pour 1760, des remarques sur la Théorie de la Lune de 
d’Alembert ; son ouvrage ayant pour titre Lineamenta théories Lunaris , parut à 
Parme en 1768 , et il en publia un autre l’année suivante, sous le titre de De Theoria 
Lunes commentarii , de concert avec le père Frisi. Ce dernier avait fait imprimer à Milan, 
en 1768, son Traité De gravitate universali corporum , libritres, et fit paraître, en 1774 
et 1775, sa Cosmographia , quia le même objet. Enfin, le premier volume des Essais 
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d'Analyse de Condorcet, publié en 1768, roule principalement sur le problème de» 

trois -corps ; mais il ne contient aucune application. 

Lambert donna, en 1770, des Mémoires sur les Tables delà Lnne.etfnt un de ceux 
qui travaillèrent au Re-ueil de nouvelles Tables astronomiques en trois volumes, qui 
parut à Berlin en 1776, où l'on ajouta à celles de la Lune, de Mayer, des tables des- 
tinées au calcul des argumens des dix premières. Schulze , astronome roya e er in, 
publia, dans les Mémoires de cette Académie, pour 1781, des Recherches sur une Méi 0 e 
directe pour déterminer la longitude vraie de la Lune par les mouvemens moyens. I 
y observe que les tables de Mayer exigent qu’on emploie, dès le commencement du 
calcul, le lieu vrai du soleil, et qu’on cherche ensuite, au moyen de dix petites équations, 
la quantité qu’il faut ajouter ou retrancher de la longitude moyenne pour avoir la lon¬ 
gitude corrigée pour la première fois ; qu’on doit corriger de cette manière encore trois fois 
le lieu trouvé de la Lune pour parvenir à la longitude vraie dans l’orbite, après avoir 
pris treize argumens difFérens pour trouver , dans autant de tables, les équations dont 
il faut successivement faire usage. Pour remédier à ces inconvéniens et diminuer le 
calcul de la formation des argumens de ces tables, Schulze chercha en quelque sorte 
à défaire ce que Mayer avait fait, c’est-à-dire à tirer des formules que celui-ci avait 
mises en tables, d’autres équations qui donnassent, par les simples mouvemens moyens 
du Soleil et de la Lune, la longitude vraie de la Lune dans son orbite d une manière 
tout-à-fait directe. L’exécution de ce travail pénible lui donna un nombre d’équations 
qui surpassait celui des tables de Mayer de quatre, et où il omit cependant celles dont la 
valeur ne dépasse pas 10", ce qui ne donnait pas a sa formule une exactitude suffisante. 
Aussi sa nouvelle méthode n’a-t-elle pas eu de succès auprès des astronomes , qui n ac¬ 
cueillirent pas non plus la proposition qu’il leur fit alors d adopter 1 heureuse idée de 
Lagrange, en exprimant les signes, degrés, minutes et secondes par des quarts de cercles 
et par leurs décimales. 

Le Bureau des Longitudes anglais chargea Mason de corriger les Tables de la Lune 
de Mayer, sous la direction de Maskeline. 11 les compara à environ douze cents observations 
de Bradley, alors inédites-, il améliora les coefficiens de Mayer, introduisit des équations 
indiquées par cet astronome , qui les avait cependant trouvées trop incertaines ou trop 
faibles pour en alonger les tables, et publia, en 1787, ses nouvelles tables, qui sont 
regardées comme supérieures à celles de Mayer, et qui ne lui valurent pas cependant, 
au rapport de Lalande, la récompense qu’il attendait comme ayant perfectionne la 
méthode des longitudes, parce quelles n’étaient pas faites d après la théorie. 


CHAPITRE X. 

Découvertes de M. Laplace dans la Théorie de la Lune. 

Nous arrivons enfin à l’époque d’une des plus grandes découvertes qui aient été faites 
dans la théorie de la Lune. Plus elle est remarquable, plus la méthode sur laquelle elle 
repose est profonde et d’une exposition difficile , et plus il doit nous être permis, pour eu 
donner une idée juste, de recourir aux expressions mêmes de son auteur. 
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Ce fut le 19 décembre 1787 (Lal., Bïbl. Astr ., p. 672) que M. Laplace annonça à Première* 
l’Académie la vraie cause de l’équation séculaire de la Lune. « M. Delambre ( dit-il, ^LapLac* *ur 
n dans un Mémoire inséré dans ceux de l’Acad. pour 1786) a déterminé, au moyen 1 les équation**ë- 
» d’un grand nombre d’observations du dernier siècle et de celui-ci, le mouvement Lune” de* se* 
fl séculaire actuel de la Lune, avec une précision qui laisse à peine une incertitude de nn " ni ^ set ^ esuo 
n quelques secondes; il ne l’a trouvé que de a 5 " environ plus petit que celui de Mayer, 1 ® 

» tandis que les observations anciennes s’accordent à donner un mouvement séculaire 
it moindre de 3 ou ^. Le mouvement de la Lune s’est donc accéléré depuis les Chal- 
fl déens; et les observations arabes faites dans l’intervalle qui nous en sépare , venant 

n à l’appui de ce résultat, il est impossible de le révoquer en doute.Maintenant, quelle 

fl est la cause de ce phénomène?.La correspondance des mouvemens des corps 

» célestes avec la théorie de la pesanteur est si pai'faite et si satisfaisante, que l’on 
>1 ne peut voir sans regret l’équation séculaire de la Lune se refuser à cette théorie, et 
fl faire seule exception à une loi générale et simple , dont la découverte, par Ta gran- 
n deur et la variété des objets qu’elle embrasse, fait tant d’honneur à l’esprit humain. Cette 
u réflexion m’a déterminé à considérer de nouveau ce phénomène, et après quelques 
» tentatives je suis enfin parvenu à en découvrir la cause. 

« L’équation séculaire de la Lune est due à ïaction du Soleil sur ce satellite, combinée 
fl avec la variation séculaire de l'excentricité de l'orbite terrestre. . . . On sait que, tandis 
n que le grand axe et le moyen mouvement de cet orbe restent constans, l’attraction 
y» des planètes fait varier son excentricité -, or la force moyenne du Soleil, pour dilater' 

« l’orbe de la Lune , dépend du carré de l’excentricité de l’orbite terrestre ; elle aug- 
A mente et diminue avec cette excentricité : il doit donc en résulter dans Te mouve- 
* ment de la Lûne des variations contraires, analogues à l’équation annuellé, mais dont 
a les périodes incomparablement plus longues , embrassent un grand nombre de siècles, 
fl Maintenant que l’excentricité de l’orbite terrestre diminue, ces inégalités accélèrent 
fl le mouvement de la Lune; elles le ralentiront quand cette excentricité, parvenue à 
a son minimum , cessera de diminuer pour commencer à croître. —Ainsi, la diminution 
fl de l’excentricité de l’orbite solaire est beaucoup plus sensible dans lé mouvement de 
a la Lune que par elle-même; cette diminution qui, depuis l’éclipse la plus ancienne 
» dont nous ayons connaissance, n’a pas été de 4', a produit plus de i° £ d’altération dans 
» le mouvement de la Lune. 

a Les mouvemens des nœuds et de l’apogée de la Lune sont pareillement assujétis à 
fl des équations séculaires d’on signe opposé à celui de l’équation du moyen mouvement, 
fl et dont le rapport avec elle est de 1 à 4 pour les nœuds, et de 7 à 4 P our l’apogée, 
fl Quant aux variations de la moyenne distance, elles sont insensibles, et n influent pas 
y» d’une demi-secoYide sur la parallaxe de ce satellite; il n’est donc point à craindre qu’il 
a se précipite un jour sur la Terre, comme cela aurait lieu si son équation séculaire 
A était due à la résistance de l’éther, ou à la transmission successive de la pesanteur. 

a L’action moyenne du Soleil sur la Lune dépend encore de l’inclinaison de l’orbite 
a lunaire sur l’écliptique ; et l’on pourrait croire que la position de l’écliptique étant 
n variable , il doit en résulter, dans le mouvement de la Lune , des inégalités semblables 
a à celles que produit la diminution de l’excentricité de l’orbite terrestre. Mais j’ai 
» trouvé que l’orbite lunaire est ramenee sans cesse par 1 action du Soleil, à la même 






Analyse ra¬ 
pide de son Me' 
moire sur 
objet. 


8S PREMIÈRE PARTIE. THÉORIES DE LA LUNE; 

„ inclinaison sur celle de la Terre, en sorte que les plus grandes et les plus petites déclî-i 
n naisons de la Lune sont assujéties , en vertu des variations de l’écliptique, aux mêmes 
n changemens que celles du Soleil. 

n L’inégalité séculaire du mouvement de la Lune est périodique ; mais il lui faut des 
v millions d’années pour se rétablir. L’excessive lenteur avec laquelle elle varie l’aurait 
» rendue imperceptible depuis les observations anciennes , si sa valeur, en s élevant à 
r un grand nombre de degrés, ne produisait pas des différences considérables entre les 
w mouvemens séculaires de la Lune, observés à diverses époques. Les. siècles suivans dé- 
n velopperont la loi de sa variation; on pourrait même, dès à présent, la connaître et 
» devancer les observations, si les masses des planètes étaient bien déterminées ; mais 
n cette détermination si désirable pour la perfection des théories astronomiques, nous 

manque encore. La postérité, à qui elle est réservée, aura l’avantage de juger des états 
« passés et à venir du système du monde, avec la même évidence que de son état pré- 
v sent; elle verra sans doute avec reconnaissance, que les géomètres de ce siècle ont 
n indiqué les causes de tous les phénomènes célestes, et qu’ils en ont donné les exprès- 
n sions analytiques, dans lesquelles il n’y a plus qu’à substituer les valeurs de.quantités 
d que l’observation seule peut faire connaître, n « 

Il serait très difficile de pouvoir faire comprendre comment M. Laplace est parvenu 
à de si beaux résultats, sans entrer dans tous les détails des calculs. Cependant, pour 
donner un léger aperçu de la méthode qui l’a conduit aux principaux, désignons avec 
lui par x , y , z, x' y y', z' les coordonnées rectangulaires de la Lune et du Soleil au 
bout du temps t , rapportées au centre de la Terre ; par r et / leurs rayons vecteurs, par 
v et v' leurs longitudes comptées dans le plan de leurs orbites, par w et celles de leur# 
aphélies, par a , a!) e, e\ n, n' leurs demi-grands axes, leurs excentricités et leurs moyen* 
mouvemens; représentons enfin par JVC JV les parties de r et de v dues à l’action du Soleil. 
M. Laplace veprend l’expression différentielle de JV, qu’il avait déjà donnée en 1786, et 
où il avait introduit, à l’exemple de Lagrange, la considération de la fonction R, et 
de ses différentielles partielles par rapport aux coordonnées, pour représenter les compo¬ 
santes des forces perturbatrices parallèles aux trois axes (*). Il substitue dans le dernier 
terme de cette expression , qui reste sous le signe /et qui dépend des forces perturba¬ 
trices, les valeurs elliptiques de ret de /; l’introduction de celle-ci y amène le terme — \d*dl 
sous le signe intégral ; or, tandis que l’excentricité e doit être considérée comme constante, 
e' est variable, et sa valeur peut être développée suivant les puissances du temps; le terme 
fe'*dt aura donc aussi la même forme ; et comme il produit des inégalités qui croissent avec 
le nombre de révolutions, il en devra résulter une équation séculaire dans le mouvement de 


(*) Il obtient (voyez note 7, § a) 

_ 3 aÇ n JH3 + . 

J J y/i—e» VA J ’ 

et comme R = — S Çp + ^5 *+• etc. ), si l’on y fait 

r = a -f- 4- e cos(/it-f • — • ) + etc.), n‘ = jy» 

r'zsi a' Çx -f- ^e'» -f- c'cos(n't+t'—>W) + etc.) . n'* = ^ 7 ; > 

1* terme 7a ^J * ~ r Q^) donnera celui-ci, — ^- n - + ae» + - e'* — etc.). 
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la Lune. Une fois qu’on est arrivé à ce résultat, la découverte est faite; mais il reste à prou¬ 
ver encore que tous les autres termes de la valeur de JV ne produisent rien, et c’est leur dis¬ 
cussion qui compose une partie importante du Mémoire cité. L’auteur intègre l’équation 
différentielle du second ordre, qui donne la latitude de la Lune s , au-dessus du plan des 
x , y, en fonction du temps; et, comparant ensuite l’expression qu’il obtient ainsi, mise 
sous une certaine forme, avec une autre valeur très approchée, il en conclut la constance 
de l’inclinaison respective des orbites du Soleil et de la Lune (*). Il fait voir ensuite, par 
PndtfdK 

l’examen du terme o aj —v , que quoiqu il ait un double signe intégral, il ne produit 


pas d’inégalités séculaires , parce que les termes qui en résultent sont insensibles ; il 
montre que ceux qui proviennent de l’action directe des planètes sur la Lune sont dans le 
même cas. Nous reviendrons sur ces différens points dans notre troisième partie. 

L’auteur reprend ensuite l’équation différentielle du second ordre en r“ ; il y met pour 
R sa valeur ; supposant ensuite que la distance moyenne a devienne a -f- /ht, il égale 
séparément à zéro les termes constans et les termes variables. La première équation lui 
prouve que l’équation séculaire de la moyenne distance est insensible; l’intégration de la 
«(conde loi montre que l’équation du centre de la Lune est à très peu de chose près 
constante, et enfin que le mouvement de l’apogée est soumis à une équation séculaire 
sensible. La valeur de s lui prouve la même chose pour le mouvement des nœuds. 

Il ne lui reste plus qu’à voir jusqu’à quel point les résultats précédens s’accordent 
avec les observations : ce qui exige qu’on détermine la valeur de e' a , qui est une quantité 
périodique dépendant des masses des planètes, et principalement de celles de Jupiter, 
de Vénus et de Mars. La première est la mieux connue; l’auteur adopte, pour les deux 
autres , l’hypothèse de Lagrange, en supposant les densités des planètes réciproques à 
leurs moyennes distances. Il détermine la différerîtielle de e' a , par rapport au temps, 
pour deux époques différentes (savoir, 1700 et l’an 700 avant J.-C.), en substituant, 
dans l’expression analytique de cette quantité, les valeurs des élémens des planètes qui 
avaient lieu à cette époque; il en tire les coefficiens numériques des deux premières puis¬ 
sances du temps dans la valeur de e ,a ; il substitue cette valeur sous le signe/; il intègre. 


(*) Soient y, y' les tangentes des inclinaisons des orbites de la Lune et du Soleil au plan des x,jr j 
J! et n' la longitude des noeuds ascendans de ces orbites, et soit fait 

y sin FI — p, y cos TI = q , y'sinlT = p', y'cosn' s q', 

ou a 

s = 7/sin (t>— II) = q sin(nt-f-i) — p cos(/it-t-»j » 
et la tangente de l’inclinaison mutuelle des orbites a pour expression (note i, §4) 

cos(n^S')'+"•/• = V{p — p')' -H ?—<?)•- 

Or l'équation 

° = 7T, Q ~ n/a sin (”*+ • — ] ff) 

donne, en l’intégrant et la transformant, 

s = {/-l- C cos (Q - -4-“)} » ln ("* + *) — \P' + (Q. - co * (*« + •), 

C et Q étant deux constantes arbitraires. 

On tire de là, en comparant cette valeur avec la précédente, la relation (p—p'*) + (<7 — q'.) — f., 
qui prouve la constance du carré de l'inclinaison mutuelle. 
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et négligeant le terme multiplié par la première puissance du temps, parce qu’il se con¬ 
fond avec le moyen mouvement, il obtient, pour l’équation séculaire de la Lune, la for¬ 
mule -f. 11", i35i a + o',o&&P, i étant le nombre des siècles écoulés depuis 1700 ( )• 
Il fait voir enfin, que cette formule rapproche sensiblement nos tables des observations 
anciennes. 

L’auteur de ce beau travail dit, dans les Mém. de l'fnst., tom. II, p- 12 ° : Ori 
v aurait lieu d’être étonné que la cause de l’équation séculaire de la Lune ait échappe si 
v long-temps aux efforts des géomètres, si l’on ne savait pas que les idées les plus simples 
„ sont presque toujours celles qui s’offrent les dernières à l’esprit humain. » Il a mon¬ 
tré , dans son Exposition du système du Monde ( dont la première édition a paru 
en 1795), que l’on peut aussi parvenir à l’expression de la variation séculaire du moyen mou¬ 
vement de la Lune sans le secours de l’analyse. Cette formule fut employée dans les I ables 
de la Lune que Lalande inséra dans la troisième édition de son Astronomie. M. De- 
lambre avait déjà perfectionné, vers 1789, celles du mouvement horaire, en y consi¬ 
dérant le premier les termes du second ordre que l’on avait négligés jusqu’alors. 

Dans le Mémoire dont nous venons de parler, M. Laplace n’avait eu égard qu’à Ja 
decouverte* de première puissance de la force perturbatrice, ce qui était d’une grande précision relati- 
M. Laplace, re- vement à l’équation séculaire de ce mouvement. Il annonça , dès le mois de mars 1797 
lion» TS&iïZ ( Lal.f Bibl. Mtr., p. 78a ), qu’il ne suffisait pas de s’en tenir là dans le calcul des équa- 
dc» nïcfr Ct tions séculaires des mouvemens de l’apogée et des nœuds. Nous avons vu, chap. 2 , que 
uette première puissance ne donne que la moitié du mouvement de l’apogée de la Lune , 
l’autre moitié étant due principalement aux termes qui dépendent de la seconde puissance 
de la force perturbatrice, et résultant de la combinaison des deux grandes inégalités, la 
variation et Xélection. Cette remarque de Clairaut fit voir à M. Laplace la nécessite 
d'avoir égard au carré de la force perturbatrice dans le calcul de 1 équation séculaire 
du mouvement de l’apogée. Il fut conduit par l’analyse epineuse de tous les termfes dont 
les intégrations augmentent considérablement la valeur, à une équation séculaire sous¬ 
tractive de la longitude moyenne de l’apogée, et qui est à l’équation séculaire du moyen 
mouvement de la Lune dans le rapport très approché de 33 à 10, au lieu de celui de 3 à 4 
que donne la première puissance des forces. Il vérifia par là que les termes dépendant du 
carré de la force perturbatrice, qui doublent le mouvement de l’apogée du à la première 
puissance de cette force, augmentent dans une raison plus grande encore l’équation sécu¬ 
laire de ce mouvement ; il considéra de la même manière celle du mouvement des nœuds • 
et de même que l’inégalité principale de la latitude , en se combinant avec celle de la 
variation, produit dans ce mouvement un terme dépendant du carré de la force pertur- 


(*) En effet, soit e'* = A -f Bt + Ci», on a — B + aCi ; 

M. Laplace trouve , «gai i — o", 3 i 588 en 1700, et à —0", 37845 en 700 avant J.-C. ; or l’ex¬ 

pression analytique de cette quantité se réduit à son premier terme à la première époquejm i=o, ce 
qui donne B = — o", 3 i 588 ; elle devient, à la seconde époque, où l’on a t =—io: B—aoC = — o ,37845 , 
d’où l’on tire C=-o",0018715. L’auteur réduit ces valeurs de B et de G en parties du rayon (en les 

divisant par 57 * 17 ' 44 "), il substitue celle qui en résulte pour e'* dans la formule — —/» dt.e *, où il fait 
aussi n'Jt = 100. ^ 6 o°.di , et prend pour — le rapport connu de» moyen» mouvemens j ce qui lui donuo 
la formule du tcatc. 
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Ratrice, et qui, en le diminuant, le fait coïncider à fort peu de chose près avec l’obser¬ 
vation, il vit qu’en ayant égard au carré de cette force, l’équation séculaire des nœuds est 
âcelle du moyen mouvement dans le rapport de 7 à 10, au lieu de celui de 3 à 4 > et 
•qu’elle est additive à leur longitude moyenne ; en sorte que le mouvement des nœuds se 
ralentit comme celui de l’apogée lorsque le moyen mouvement de la Lune s’accélère. 

Ces découvertes, qui sont si remarquables , comme étant dues uniquement à la théo- Confirmation 
rie , sans que rien les fit encore prévoir dans les observations , furent ensuite confirmées obset- 

par celles-ci. En effet, 1 équation séculaire de l’anomalie étant la somme de celles du ▼ation*. 
moyen mouvement et de l’apogée, et étant égale à plus de quatre fois la première, devait 
influer très sensiblement sur les observations anciennes. Il était important, pour le vérifier, 
de connaître toutes les observations faites par l’astronome Ibn-Junis.M. Caussin entreprit la 
traduction du manuscrit arabe qui les renfermait ; M. Bouvard se chargea ensuite d’un 
travail bien plus laborieux encore, celui de comparer aux tables modernes toutes les 
éclipses que Ptolémée nous a transmises et celles que les Arabes ont observées -, cette com¬ 
paraison , opérée pour cinquante-deux éclipses, lui donna environ 8' à P our l a correction 
additive du mouvement séculaire de l’anomalie de la Lune. Cette correction, confirmée par 
les époques et les moyens mouvemens des Tables de Ptolémée et des Arabes, dépendait à 
la vérité de l’équation séculaire donnée par la théorie , et dont il avait fait usage ; mais 
il la trouva , à fort peu de chose près, la même par la comparaison d’un très grand 
nombre d’observations de Lahire, Flanisteed, Bradley et Maskeline. Cet accord de la 
théorie avec les observations suffit pour prouver que l’équation séculaire de la Lune n’est 
due ni à la résistance de l’éther, ni à la transmission successive de la gravité, puisque 
ces deux causes accélèrent le moyen mouvement de la Lune sans altérer ceux de son 
nœud et de son apogée; et que si elles avai^jt sur elle quelque influence , elles la rap¬ 
procheraient de l’équation séculaire du mouvement de son apogée et l’éloigneraient de 
celle du mouvement des nœuds, en sorte que les trois équations ne seraient point dans le 
rapport constant des nombres 10, 33 et 7. 


C’est dans un Mémoire qui se trouve dans le t. II de ceux de l’Institut, que M. Laplace Méthode snï- 
a rassemblé tous ces importans résultats, et qu’il a donné l’analyse qui l’y a conduit. p|* J >a ^ s 
11 y adopte la méthode dans laquelle on exprime les coordonnées du mouvement lunaire nouvelles rc— 
en séries de sinus et de cosinus d’angles dépendans dii mouvement vrai de la Lune, en erc *’ 
reconnaissant qu’on a alors moins de développemens à faire que dans celle où l’on emploie 


le mouvement moyen. Il transforme en conséquence les équations du mouvement en 
coordonnées rectangulaires où le temps est la variable indépendante , en trois autres plus 
compliquées, mais qui, lorsqu’on y transforme les coordonnées rectangulaires en polaires, 


Éqnatiom 
dont il fait 
usage. 


sont propres à déterminer celles-ci. La première donne l’élément dt du temps en fonction de 


celui de lalongitude vraie v comptée sur le plan fixe des x f y ,multipliée par le carré 


^dela 


projection du rayon vecteur sur le même plan, et divisé par un radical dont le second 
terme contient, sous le signe /, la différentielle partielle par rapport à v de la fonction 
perturbatrice R. La seconde équation est différentielle du second ordre par rapport à u 
et sert à le déterminer en fonction des différentielles partielles de R par rapport à u, à v ) 
$t à la tangente s de la latitude de la Lune. Enfin la troisième est aussi du second ordre 
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et sert à déterminer s de la même manière que la seconde détermine u (*) ; ce sont les 
équations dont l’auteur s’est aussi servi dans la Théorie de la Lune, qui forme leliv. YII de 
son Traité de Mécanique céleste , en y changeant seulement la fonction R en une autre 
Q, qui comprend, de plus que la première, la force principale de la Terre sur 

Après être parvenu à ces équations, dans le Mémoire cité, il développe la valeur 
de R, où la masse S du Soleil multiplie des fonctions des coordonnées rectangulaires 
des deux astres ; il réduit celles-ci en coordonnées polaires en désignant par u , v , 
et s' les variables qui correspondent, pour le Soleil, aux lettres u, v et s pour la Lune. 

Approxi Pour obtenir l’expression de R et de ses différentielles partielles en sinus et cosinus d angles 
jn.uion neccs- p r0 p 0r ti 0 nnels à v , il faut déterminer u, u', v', s et s en fonctions semblables; il y 
substitution*. 0 * parvient en supposant R nulle dans les équations différentielles, et en intégrant les 
deux dernières avec quatre constantes arbitraires e, w-, a et f, qui expriment l’excen¬ 
tricité de l’orbite , la longitude de l’apogée, la tangente de l’inclinaison et la longitude 
du nœud ascendant (**). Il substitue la valeur obtenue pour u dans l’expression de dt qui 
lui donne , par l’intégration , la valeur de nt t ; celle-ci suppose l’ellipse lunaire im¬ 
mobile ; mais on sait qu’en vertu de la force perturbatrice , ses nœuds et son apogée sont 
en mouvement ; il désigne alors par ( i — c) v le mouvement de l’apogée, par ( g — i ) v 
le mouvement rétrograde des nœuds; il conclut des valeurs relatives a la Lune, en les 
marquant d’un trait, celles qui se rapportent au Soleil; et la comparaison des valeurs 
de nt et de nt lui donne celle de v en fonction de mv et d’une série des sinus des 
multiples de v, que la petitesse de m et de l’excentricité de l’orbe terrestre rend très 
convergente, ainsi que celle de u'. 

Il ne s’agit plus que de substituer ces valeurs dans les expressions de R et de ses différen¬ 
tielles partielles , aGn de les développer en*&e conservant, parmi les quantités de l’ordre des 
carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons des orbites, que celles qui sont 
constantes et celles qui sont multipliées par les sin. ou cos. d’angles dans lesquels le coeffi¬ 
cient de v diffère peu de l’unité.Les termes du même ordre, dans lesquels le coefficient de v 
est très petit, croissent beaucoup par l’intégration de l’expression différentielle du temps 
mais ils n’entrent dans le développement de R qu’autant qu’ils affectent l’angle v', er 
alors il sont multipliés par m , ce qui les rend fort petits „ en sorte que l’on peut les né- 


( * ) Les équations sont (voyez note 7, S 3 ) 


_S_ S'xx'+ry'+zz') " 

V (*'—*)■+ ir 7 —r)*+(* /_ *)* 


du 

u*dv * 


"-vA-h/(£)£ 

<**) Ceue intégration donne (note 7, $ 3 ) 

tt — -- ! - f — , t = xsin (y — 8)» 

h*(i ■+• x») v * 

équations qui, étant jointes il celle-ci, dt = déterminent complètement le mouvement elliptique. 
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gliger sans erreur sensible ; enfin, il faut conserveries termes multipliés par e' a e cos (cv—«•), 
parce que c’est de là que dépend l’équation séculaire du mouvement de l’apogée. 

Pour porter l’approximation jusqu’au carré de la force perturbatrice, l’auteur apres Myndjjjj 
avoir développé à part les termes de l’équation enu, et reconnu ainsi ceux qu ils de- dc j a force pa¬ 
vaient introduire dans la valeur approchée de u , désigne leur somme par ïu , en prenant tur aUlct 
pour Pu. une suite de* ces termes affectés chacun d’un coefficient indéterminé, et il a 
égard à l’accroissement qui a lieu dans chaque terme de l’équation lorsqu’on augmente 
u de /u, ou qu’on le fait varier par rapport à u. Le développement de tous ces calculs 
est très long, et il est rendu très difficile par l’attention scrupuleuse et délicate qu il faut 
mettre dans le choix des termes sensibles. 

Après avoir réduit ainsi les termes de la seconde équation, qui suivent les deux pre- aéc ^ l *^ >B de 
miers, à une suite de termes non périodiques, de cos. des angles cv — w , c'mv w , et Papogee. 
de quelques-uns de leurs multiples, M.Laplace substitue, dans ces deux premiers termes, 
pour u, la valeur qu’il a supposée à u -j- ^u, et déduit de la comparaison des coeffi- 
ciens des termes semblables, des équations pour déterminer les coefficiens inconnus. Il 
substitue alors, au lieu de u, sa valeur dans la première équation, qui lui donne, par 
l’intégration , une valeur de v en fonction de t , dont le second terme est 1 équation sécu¬ 
laire du moyen mouvement. Il reprend ensuite l’équation différentielle en u, ety substitue 
la valeur de u, en regardant e et comme variables ; égalant ensuite séparément a zéro 
les coefficiens de sin (et/ — *-) et cos (cv — *r), il obtient deux équations ou entrent 
les variations de e et de w , et qui lui donnent les équations séculaires de ces e emens (_ ). 

L’auteur considérant enfin le mouvement des nœuds, reprend l’équation différentielle 
qui donne la tangente s de la latitude, en y négligeant les carrés et les produits de $ et uoeuds . 
de J ) il suppose s = a' sin (v — t') + *;, et comme le premier terme de cette valeur est 
à peu près la latitude au-dessus du plan fixe des x y ou de l’écliptique fixe, de la pro¬ 
jection de la Lune faite sur le plan de l’écliptique vraie, s y désigne alors, à très peu 
-de chose près , la latitude de cet astre au-dessus du plan de l’écliptique vraie, et on 

( *) Supposant dans les deux premiers termes de l'équation différentielle en u déjà développée 

“ = r- 0 -\*■’) - s c0 "t'”•*"'> +eK - * 

le coefficient de «a(ce-.) lui donne l'équation ^ et en l'intégrant ptrle. logatithin», 

il en tire e* = —^-r- , A étant nne constante arbitraire} équation qui prouve que la variation dc l’ex- 

C ~~dv i » 

centricité de l'orbite lunaire n’influe point sensiblement sur les équations séculaires de la^Lune, puisqu j 

trouve multiplié par la quantité = m* t= -h- , et qu’on peutnégliger le produit de — par cette fraction. 

Le coefficient de cos (et* — <r) lui fournit l’équation c — ^ = i + ^d^’ * dUmt le cocffic,ent 

de - cos (co—«■), dans l'équation différentielle. Il désigne alors par ^ Cm* le coefficient de e • dans la fonc¬ 
tion il intègre la relation précédente, en négligeant son dernier terme comme étant insensible par 
2 

rapport à ~ , et obtient, en remplaçant d» par dt , 

m = const. -1- - Cm*/d*dt, C = 3 , 3 oa 4 * 
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Résistance de 
Tctlier. 


peut la supposer égale à a sin (gv — fl) dans les termes qui dépendent des forces per¬ 
turbatrices. Il développe alors les principaux de ces termes. Pour avoir leur variation 
due à la force perturbatrice, il suppose s, = a sinus (gv — O + ^ s , > et »[ prend pour 
S' S/ un développement composé d’un certain nombre de sin. d angles qui entrent déjà 
dans l’équation différentielle, multipliés par des coefficient indéterminés. 11 obtient ainsi 
la seconde partie de la troisième équation ; et supposant ensuite , dans ces deux premiers 
termes, s=* sin (gv— •) en regardant-A et t comme variables, la comparaison des 
coefficiens de sin (gv — •) et cos(gv — é) lui donne deux équations entre les différentielles 
de A et de 9 (*). L’intégration de la première lui prouve que l’inclinaison de 1 orbe lunaire a 
l’écliptique vraie n’est pas rigoureusement constante, mais que sa variation est insensible, 
et n’influe point d’une manière notable sur les équations séculaires de la Lune. La seconde 
équation étant intégrée aussi, lui donne l’expression complète de l’équation séculaire du 

nœud ascendant. , „. , 

C’est par la détermination des altérations produites par la résistance de 1 ether, que 
M. Laplace termine son Mémoire. Il prouve, en supposant cette résistance proportionnelle 

au carré de la vitesse, en l’introduisant seule dans les valeurs de , (^j)> (^r)’ 

et en intégrant les équations dans cette hypothèse, que cette action, si elle avait lieu, n’au¬ 
rait d’influence que sûr le seul mouvement de la Lune, où elle produirait une équation 
séculaire proportionnelle au carré du temps ; et comme les observations n’indiquent 
aucun effet qui exige cette considération pour être expliqué, il en conclut que 1 accélé¬ 
ration produite par la résistance d’un fluide éthéré dans le moyen mouvement de la 
Lune, est jusqu’à présent insensible. 

Pri* sur le* Pendant qu’on perfectionnait ainsi à Paris la théorie de la Lune avec tant de succces, 
époques et Ks i’ as tronome Bürg s’occupait, à Vienne, à calculer les observations de cet astre laites a 
tables de la Lu- Greenwicb L’Institut national de France proposa, le 19 mars 1798 , le sujet suivant 
d’un prix de mathématiques : Déterminer par un grand nombre d'observations (environ 
cina cents) les meilleures et les plus modernes qu'on pourra se procurer , les époques de la 
longitude moyenne de [apogée et du nœudascendant de la Lune. Deux pièces seulement 
furent envoyées au concours, l’une était de M. Bouvard, 1 autre de M. Burg. (Voyez le 
Rapport de M.Delambre, Conn.des Terne pour tSo&p.^O Ce» auteurs non contens 
de satisfaire aux questions du programme d'une manière complété, s eta.ent l.vrés, sur les 

r) Ccs deux équations sont, eu désignant par *' le coefficient de X sin^-6) dans l’équation diffé¬ 
rentielle en s développée, 

^ ” = £- x (s-£)’+‘<■+*'>• 

La première donne, en l’inlégrant, x* = —, B étant une consume arbitraire. 

S-dv 

La seconde donne, en négligeant son premier terme par rapport à X en supposant qne g exprime 
la panic consume de i + «t que \ *<>it ^ coefficient de e'* dans 

6 = comt. Cm* ft r, dt , C = o,699.7593, 
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niouvémens de la Lune, à des recherches si pénibles et si intéressantes, que l’Institut 
( ce sont les expressions mêmes du Rapport ) considérant d’ailleurs l’importance du 
sujet pour l’Astronomie et la Navigation, crut devoir doubler le prix annoncé, et le 
partager également entre les deux pièces : c’est ce qu’il fit le 5 avril 1800. Mais le 
Bureau des Longitudes ayant trouvé ensuite cette récompense trop petite pour un tra¬ 
vail aussi énorme que celui de M. Biirg, qui pouvait tirer de ses calculs toutes les 
équations de la Lune avec une grande précision, proposa encore, le 20 juin 1800, sur 
la demande de M. Laplace, de discuter et détablir, par la comparaison avec un grand 
nombre de bonnes observations , la valeur des coefficiens des inégalités de la Lune , et 
de donner pour la longitude , la latitude et la parallaxe de cet astre , des formules plus 
exactes encore et plus complètes que celles qui servent de fondement aux 7 ables ac¬ 
tuellement en usage; et, enfin, de construire , sur ces formules , des tables d'une étendue 
suffisante pour la commodité et la sûreté des calculs. Le Bureau ne fixa aucun terme 
pour le concours, et promit d’adjuger un prix de 6000 francs à la première pièce qui 
aurait rempli les conditions du programme. 

M. Laplace avait lu à la première classe de l’Institut, peu de jours auparavant, Dcconycrte fie 
un petit Mémoire (inséré depuis dans le t. III des Mém. de l’Inst . ) relatif à une n 1 . l " r ' e ua 
nouvelle inégalité périodique dans le mouvement des nœuds de la Lune, que la com- M. Laplace. 
paraison d’un grand nombre d’observations avait indiquée à M. Biirg, sans qu il pût 
en découvrir la loi. M. Laplace prouva que cette inégalité tenait à ce qu il existe 
dans l’orbite lunaire un mouvement de nutation analogue à celui de l’équateur terrestre, 
et dont la période est celle du mouvement des nœuds de la Lune. « Le sphéroïde ter- 
A restre (dit-il, Mém. cité, p. 1.98), par son attraction sur ce satellite, fait osciller 
„ l’orbite lunaire, comme l’attraction de la Lune sur le sphéroïde terrestre fait osciller 
a notre équateur. L’étendue de cette nutation dépend de l’aplatissement de la Terre, 

>1 et peut ainsi répandre un grand jour sur cet élément important. Il en résulte , dans 
>1 la latitude de la Lune, une inégalité proportionnelle à sa longitude moyenne, et 
a dont le coefficient est — 6 ",5 centès. si l’aplatissement de la Terre est yÿj;. Ce coeffi- 
n cient augmente et s’élève à — i 3",5 si cet* aplatissement est Cette inégalité 
A revient à supposer que l’orbite lunaire, au lieu de se mouvoir sur l’écliptiqàe, en 
a conservant sur elle une inclinaison constante, se meut, avec la même condition, sur 
a un plan passant par les équinoxes , entre l’équateur et l’écliptique, et incliné à ce 
« dernier plan de 6", 5 .... M. Bouvard vient d’en comparer le résultat aux observations. 
a Deux cent vingt observations de Maslceline, dans lesquelles l’inégalité précédente était 
fl à son maximum positif, combinées avec deux cent vingt observations dans lesquelles 
A elle était à son maximum négatif, lui ont donné — 7",5 à très peu près pour son 
a coefficient ; ce qui répond à ypj d’aplatissement pour la Terre. Ce coefficient s élèverait 
A à— i 3 *, 5 , si la Terre était homogène; son homogénéité est donc exclue par les ob- 
a servations mêmes du mouvement de la Lune. 

a Les considérations précédentes m’ont fourni une nouvelle détermination de l’inégalité 
a de la Lune dépendante de la longitude du nœud. Les observations avaient porté 
„ Mayer à l’admettre, quoiqu’elle ne fût indiquée par aucune des théories de la Lune; 
a il l’avait fixée à 4 ” dans son maximum. Mason, par la comparaison d’un très grand 
a nombre d’observations de Bradley, l’a trouvée de 7"; enfin M. Bürg, par celles de 
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* P Maskelîne , vient de la fixer à 6",8. Je ne lavais d’abord trouvée, par la théorie de 

v la pesanteur, que de 2" au plus ; mais ayant reconnu depuis la nutation de 1 orbite 
» lunaire , j’ai trouvé que le coefficient de cette inégalité est à celui de 1 inégalité pre- 
yt cédente du mouvement en latitude, comme neuf fois et demie la tangente de 1 inclinaison 
» moyenne de l’orbite lunaire est à l’unité. Cela donne 5",6 pour ce coefficient dans 1 hy- 
v pothèse de jjj d’aplatissement pour la Terre; celui de Bürg répond à d aplatisse- 
» ment... Ainsi la Lune, par l’observation suivie de ses mouvemens, nous découvre la 
„ figure de la Terre dont elle fit connaître la rondeur aux premiers astronomes par ses 
n éclipses, n 

Table* de Cependant Bürg travaillait à ses Tables de la Lune, en profitant des secours précieux 
Bur S- que lui offraient ses communications avec M. Laplace. Un concours mutuel s’était établi 

entre le géomètre et l’astronome, et devait, par l’étendue et la variété de leurs con¬ 
naissances et de leurs lumières, füre faire de grands progrès à la théorie qui en était 
l’objet. Chacun d’eux arrivant par différentes voies à soupçonner de nouvelles inégalités, 
avait besoin de l’autre ; d’une part pour en déterminer la cause et la loi, de l’autre 
pour en fixer la valeur avec précision, et en déduire , par la comparaison des résultats , 
certains élémens importans. 

L’Institut reçut, dès le mois de novembre 1801 , les Tables de Bürg, qui lui envoya 
ensuite plusieurs supplémens. Qn se décida, sur le rapport d’une Commission (voyez 
Conn. des Tems pour i 8 o 5 ), à doubler encore le prix proposé, en l’accordant à 
l’infatigable astronome qui, après avoir calculé plus de trois mille observations de Mas- 
keline, corrigé les coefficiens de Mason, et introduit neuf équations nouvelles, déter¬ 
minées aussi par la méthode des équations de condition, était parvenu à réduire le 
maximum des erreurs de ses tables à moins de /\o" centès ., et leur quantité moyenne a 
environ 10" pour la longitude et 6* pour la latitude. Ces tables ont été depuis publiées 
par le Bureau des Longitudes, et M. Delambre, qui en fut l’éditeur, rendit leur usage 
plus commode, en ne donnant au calculateur que des additions à faire, sans qu’aucune 
époque fut altérée. 

Découverte A l’époque du premier envoi de Bürg, il restait encore une source d’erreurs qui com- 
d'une inégalité men ç a i t à se manifester, dont Bürg n’avait pu signaler que les effets, et dont la décou- 
verte était réservée à M. Laplace qui l'annonça le 26 janvier 1802. « Le» observations 
„ de Lahire et de Flamsteed (dit-il, Méc. cil. , t. III, p. 177 ). comparées à celles de 
„ Bradley, indiquent un mouvement séculaire plus grand de i 5 à 20" centès. que celui 
w des Tables lunaires insérées dans la troisième édition de Y Astronomie de Lalande ; 
r> les observations de Bradlgy, comparées aux dernières observations de Maskeline, 
„ donnent au contraire un mouvement séculaire plus petit de i 5 o" au moins; enfin les 
n observations faites depuis quinze à vingt ans prouvent que cette diminution du 
„ mouvement de la Lune est maintenant croissante. De là résulte la nécessité de retou- 
„ c fi er sans ces8e aux époques des tables , imperfection qu’il importe de faire dispa- 
n raître. Elle indique évidemment l’existence d’une ou de plusieurs inégalités inconnues, à 
» longues périodes, que la théorie seule peut faire connaître. En l’examinant avec soin, 
n je n’ai remarqué aucune inégalité semblable dépendante de 1 action des planètes ; s il 
y> en existait une dans la rotation de la Terre, elle se manifesterait dans le moyen mou- 
îi ventent de la Lune, et pourrait y produire les anomalies observées; mais 1 examen 
» attentif de toutes les causes qui peuvent altérer la rotation de la Terre ,du convaincu 
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a de plus en plus, que ses variations sont insensibles. Revenant donc à l’action du Soleil 
» sur la Lune, fai reconnu que cette action produit une inégalité dont l’argument est 
« le double de la longitude du noeud de l’orbite lunaire, plus la longitude de son 
n périgée, moins trois fois la longitude du périgée du Soleil (*). Cette inégalité, 
r> dont la période est de 184 ans , dépend du produit de ces quatre quantités : le carré 
d de l’inclinaison de Forbe lunaire à l’écliptique, l’excentricité de cet orbe, le cube 

* de l’excentricité de l’orbe solaire, et le rapport de la parallaxe du Soleil à celle de la 

* Lune ; elle paraît ainsi devoir être insensible; mais les grands diviseurs qu’elle acquiert 
a par les intégrations penvent la rendre sensible, sur-tout si les termes les plus considé- 
r> râbles dont elle se compose, sont affectés du même signe. Il est très difficile d’obtenir 
a son coefficient par la théorie, à cause du grand nombre de ses termes, et de l’ex- 
n trême difficulté de les apprécier , difficulté beaucoup plus grande encore qu’à l’égard 
a des autres inégalités de la Lune ; j’ai donc déterminé ce coefficient au moyen des 
a observations faites depuis un siècle , et j’ai reconnu qu’il est à peu près égal à47", 5 i. 
a Son introduction dans les tables doit en changer les époques et les moyens mouve- 
a mens. J’ai trouvé ainsi qu’il faut diminuer de 98 ",654 I e moyen mouvement séculaire 
fl des tables de la troisième édition de Y Astr. de Lalande. Comme ma formule représente, 
fl avec une précision remarquable, les corrections des époques de ces tables déterminées 
a par un très grand nombre d’observations, pour six époques différentes, de 1691 à 1801 , 
a et que la théorie ne m’a point indiqué d’autres inégalités lunaires à longues périodes, 

T> il me paraît certain que les anomalies observées dans le moyen mouvement de la 
a Lune dépendent de l’inégalité précédente. » 

Il ne restait plus à M. Laplace , après qu’il eut montré, par la suite de découvertes Théorie de 
brillantes dont nous venons d’indiquer les traits principaux, tout le parti qu’on pouvait vu^mque^c!- 
tirer de l’analyse pour le perfectionnement même des tables, qu’à rassembler tous ses lcsle - 
travaux sur ce sujet, à profiter aussi des idées heureuses dont on avait précédemment 
fait usage, en adoptant cependant une marche uniforme, et à présenter pour la pre¬ 
mière fois au monde savant, une théorie de la Lune complète. C’est à ce grand résultat 
qu’il parvint avec une étonnante rapidité dans le troisième vol. de la Mécanique céleste , 
qui parut le 29 décembre 1802 ( Bibl . Astr., p. 874). «■ Mon objet, dans ce livre (dit-il 
fl p. 170, en parlant du livre VII), est de montrer dans la seule loi de la pesanteur uni- 
fl verselle , la source de toutes les inégalités du mouvement lunaire, et de me servir ensuite 
fl de cette loi, comme moyen de découvertes, pour perfectionner la théorie de ce mouve- 

fl ment, et pour en conclure plusieurs élémens importans du système du Monde. 

fl On peut aisément imaginer un grand nombre de moyens différens et nouveaux de 
v mettre le problème en équation ; mais la discussion de tous les termes qui, très petits 
a en eux-mêmes , acquièrent une valeur sensible par les intégrations successives, est 
a ce qu’il offre de plus difficile et de plus important. Ayant considéré comme quantités 
a du premier ordre, le rapport des moyens mouvemens du Soleil à celui de la Lune, 

(+) Cette inégalité introduite dan» l’expression de nf-f-t est de la forme 

H.sin (3e — 3 mv -b 3 c f im> — igv -ci^+i8 + «-3*'). 

Or, comme quelques-uns des termes qui la composent, et qui sont tous de l’ordre du carré des masses 
ont acquis par la double intégration le carré du coefficient de v en diviseur, et que l’on a ( Mcc . cel. ' 
t. III, p. 289) 3-3m + 3c'/« —^ — c = o,ooo4oC5a, i’extréme petitesse de ce diviseur rend les 
termes correspondais sensibles. 
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r> les excentricités des orbes de la Lune et delà Terre,et l’inclinaison de l’orbe lunaira 
n à l’écliptique, j’ai déterminé toutes les inégalités du premier, du second et du troi- 
r> sième ordre, et les inégalités les plus considérables du quatrième, en portant la pré- 
v cision jusqu’aux quantités du quatrième ordre inclusivement, et en conservant celles du 
» cinquième ordre qui se sont présentées d’elles-mêmes... En comparant les coefficiena 
n de mes formules à ceux des meilleures tables réduites en sin. et cos. d’angles crois- 
v sant proportionnellement à la longitude vraie, j’ai eu la satisfaction de voir que la 
« plus grande différence qui, dans Ta théorie de Mayer, l’une des plus exactes qui 
v aient paru jusqu’à ce jour, s’élève à près de 100", est ici réduite à 3 o" relativement 
y) aux Tables de Mason, et au-dessous de 26" relativement aux Tables de Bürg, qui 
d sont encore plus exactes. Ma théorie se rapproche encore plus des tables, à l’égard du 
it mouvement en latitude dont les approximations sont plus simples et plus convergentes, 
« et la plus grande différence n’est que de 6"; quant à la parallaxe de la Lune, on a 
yt préféré, avec raison, d’en former les tables uniquement par la théorie qui, vu la peti- 
» tesse des inégalités de la parallaxe, doit les donner plus exactement que les observa- 
n tions. n 

Il serait intéressant d’entrer dans quelques détails sur la méthode suivie par l’auteur de 
cet immense travail -, de montrer avec quelle précision elle lui permet d’apprécier suc¬ 
cessivement toutes les inégalités ; d’admirer sa sagacité à ne choisir, parmi un nombre 
infini de termes, que ceux qu’il croit pouvoir être sensibles, et à deviner en quelque 
sorte leur ordre et leur grandeur; la manière dont il a égard à la non sphéricité de la 
Terre et de la Lune, dans l’expression de la fonction des forces Q; le procédé par 
lequel il passe d’un ordre inférieur à un ordre plus élevé en faisant varier chaque terme; 
l’idée simple et si utile pour la pratique, d’indiquer l’ordre des coefficiens indéterminés 
par des nombres placés au bas de chaque lettre, etc. ; mais nous devons, à regret, nou 3 
borner à renvoyer à l’ouvrage lui-même. 

Nous ne ferons non plus que citer la partie du Traité d’Astronomie de M. Delambre 
relative à la Lune, et dans laquelle il a montré comment on pouvait déterminer les inéga¬ 
lités par les observations ; ainsi que les nouvelles Tables de la Lune de M. Burckhardt, 
qui avait fait une partie considérable de son travail avant que celui de M. Bürg eut 
été couronné, et qui a réussi tant à simplifier la forme des tables qu’à diminuer encore 
un peu leurs erreurs (voyez le Rapport à ce sujet, Conn. des Terris pour 1816). 
Nous ajouterons seulement que l’astronome Bürg travaille à perfectionner les siennes, 
et ne trouve pas, dit-on, de changemens notables à y faire. Ainsi tout semble annoncer 
qu’on est arrivé, sur ce point, à un degré d’exactitude qu’il sera bien difficile de dépasser. 

Conclusion. Après avoir suivi la marche intéressante des travaux sur la théorie de la Lune depuis 
Newton, qui en attaqua le premier les difficultés, jusqu’à M. Laplace, qui a surmonté 
les dernières, nous devons laisser à de meilleurs juges le soin de faire les réflexions que ce 
sujet peut faire naître, et nous terminerons cette partie par un passage tiré de la Mé¬ 
canique céleste, qui peut lui servir de conclusion : Si t on considère le grand nombre et 
l'étendue des inégalités de la Lune, et la proximité de ce satellite à la Terre; on jugera 
qu'il est, dé tous les corps célestes , le plus propre à établir la grande loi de la gravitation 
universelle , et la puissance de /* analyse, de ce merveilleux instrument sans lequel il eût été 
impossible à l'esprit humain de pénétrer dans une théorie aussi compliquée, et qui peut être 
employé comme un moyen de découvertes aussi certain que l observation elle-même , 
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NOTE PREMIÈRE. 

Déterminer geometnquement les équations du mouvement elliptique des 
Planètes, et la position de leurs orbites, en partant des deux premières 
lois de Kepler . 

§ 1 er . Trouver l'équation polaire de f ellipse , et celle de l’ellipse mobil & en particulier. 

Soit M un point situé sur l’ellipse AMB , dont C est le centre ; soient F et F' les deux Fi 
Foyers; x et y/ les coordonnées rectangulaires Fq, Mq de ce point, rapportées au foyer F; 
r et / les distances MF , MF' du même point aux deux foyers ; a le demi-grand axe CB; 
ae l’excentricité CF ; 

Soit menée la droite fixe FK, d’où l’on compte les angles v = MFR et« = BFK, 
l’on aura MFB = t/ — * ; 

Les triangles rectangles MF'q, MFq donnent pour y les deux valeurs égales 
r ,% — (2ae -f x) 9 = r 3 — x 3 , d’où l’on tire r' 9 — r 9 = 4 a (ex + ae a ); 

Mais on a, par la propriété de l’ellipse, r + / = 2a , ce qui donne _ r » = ^ a ç a _ r ^. 

et de là en comparant, a — T—ex -\-ae*\ et comme l’on a dans le triangle MFq 1* 
relation x = r cos ( v —•), on obtient, en éliminant x , l’équation cherchée 

(.). r — — 0 O ~ O 

1 + e cos ( v — 0) * 

elle se réduit àr = fl( 1—e 9 ) quand (v —«) est un angle droit, et donne ainsi la 
valeur du demi-paramètre ou de l’ordonnée du foyer. 

Supposons pour un moment que 0 soit nul et que la ligne FK vienne se confondre avec 
la ligne AB ; supposons encore que celle-ci, au lieu d’être fixe, décrive autour de F, 
pendant que M décrit 1 angle v, un angle qui soit à l’angle v comme 1 —m est à 1 : 

La distance augulaire des points mobiles M et B deviendra v —*■ ( 1 — ou nu/. 
Ainsi l’équation de l’ellipse mobile sera 

r = JLiLZLfli. 
t 4- e cos mv ' 

ou, en désignant par p le demi-paramètre de l’ellipse, 

- = 1 4 - e cos mv, 
r * 
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5 2. Problème de Kepler. 
a# Supposons que M désigne une planète qui décrit une ellipse dont le Soleil occupe le 
foyer F, et conservons les dénominations précédentes; la ligne AB sera la ligne des 
apsides ,l’angle ( v — *) sera Vanomalie vraie comptée du périhélie B, et l’équation (i) 
sera Y équation de V orbite; mais si l’on compte l’angle v — «à partir, de 1 aphehe A, ainsi 
que le faisaient les géomètres du siècle dernier, il faut substituer, dans la valeur précé¬ 
dente de r , à l’angle v — *>, son supplément, ce qui donne le signe — au terme en cosinus. 

Décrivons du point C comme centre , avec le rayon a , le cercle ANB, et supposons 
un astre X sur ce cercle, partant de B et arrivant en A en même temps que la planète AI, 
en se mouvant uniformément. 

Soit XCB=nt l’angle qu’il a décrit au bout du temps t, ou Y anomalie moyenne; 
celle-ci étant donnée, le problème consiste à trouver l’anomalie vraie. Kepler employa, 
pour y parvenir, un angle auxiliaire u = NCB, appelé anomalie excentrique , et qui est 
la distance angulaire du point N où la ligne qM coupe le cercle , au point B du périhélie. 
Nous allons chercher d’après cela à exprimer le rayon vecteur, l’anomalie moyenne et 
l’anomalie vraie en fonction de u. 

La loi des aires proportionnelles au temps indique que le secteur MFB est à la surface 
de l’ellipse comme le temps que la planète met à le parcourir est à sa révolution pério¬ 
dique ; le secteur XCB est à la surface du cercle dans le même rapport ; les secteurs 
MFB XCB sont donc entre eux comme la surface de l’ellipse est à la surface du cercle, 
ou comme l’ordonnée Mq est à Nq. Les secteurs MFB, NFB ayant même base sont aussi 
entre eux comme Mq est à N q; ainsi les secteurs NFB , XCB sont égaux. 

Or, le secteur NCB est égal à la somme des aires NFB, NFC , c’est-à-dire au secteur 
XCB, plus la surface du triangle NFC; ce qui donne, en égalant leurs valeur», l’equation 
iCB x u =i~C .B x nt \ CF X qN, d’où l’on tire , en remarquant que CB = a, 
CF = ce, qN = a sinu, et en divisant par a*, 

^.u = nt -f- e sinu; équation due à Kepler. 

Le triangle rectangle MFq donne r = niais on ar = a cosu - ce; et 

d’après-la nature de l'ellipse, J = qN ✓ « - e* = « sm u %/1 - e*. 

On aura donc, en substituant ces valeurs, 

^. r — a (i — e cosu); équation due à Kepler. 

Si l’on compare les valeurs de r données par les équations (i) et ( 3 ) , on aura 


co»(v — «)+_ e __. ^où l’on tire 
cosu— , €C0S („ — *)’ 


1 -CO S ( V — * ) 

1 -{- co s ( V — « ) 


i -h e î — cos » 
x — e î -f- cos u* 


on ce qui revient au même, _ 

.tangi (v — *) = U \-ZT e tan Sï u > équation due à Lacaille. 

Les équations (2), ( 3 ), ( 4 ) suffisent pour déterminer la position de la planète dans son 


uruue. 

§ 3 . Détermination du plan de l orbite. 

On a coutume de rapporter au plan de V édliptique, regardé comme fixe, la position du plan 
de l”orbite de chaque planète, ce qui complète ladéterminatton de sa position dans l'espace. 
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Soit pour cet effet, M' la projection de M sur le plan de l’écliptique ; 

Fû l’intersection des deux plans, ou la ligne des nœuds; 
abaissons de M et de M' les perpendiculaires M p, M 'p sur cette ligne; menons du point 
F la ligne fixe quelconque F K' située dans l’écliptique ; 
enfin désignons par y l’angle M/?M' qui représente Y inclinaison de l’orbite, 


^ .MFM'oula latitude de la planète , 

ç . K/FM' la longitude de la planète comptée sur l’écliptique, 

«. K'FQ la longitude du nœud ascendant sur l’écliptique, 

G . KFft la longitude du nœud comptée sur l’orbite , 


on pourra, au moyen des angles v, G et y , fixer la position du plan de l’orbite, et déter¬ 
miner par là la latitude et la longitude proprement dites. 

En effet, on a d’abord pM'=pM cos y\ et comme on a d’ailleurs pM' =/>F tang(?—«)> 
•pM = pF tang(i> — C), on obtient, par la substitution: 

• ( 5 ). tang (p — *) = tang(v/ — C) cos y ; 

le triangle MFM' donne sin ^ ^ sin y, d’où l’on tire 

.sin4'=sin(v'—C)siny; • 

enfin si, connaissant les angles ( ç, — «) et y l'on veut déterminer la latitude on a la re¬ 
lation tang + = ^ tang y; d'où l'on tire 

.. tang4* = sin (? — * ) tang y.' 

Les équations précédentes déterminent complètement la position du plan de l’orbite 
dans le mouvement elliptique. 

§ 4 . Intersection et inclinaison mutuelle des plans des orbites de deux planètes . 

Supposons enfin, avec Lagrange {Mem. dePar ., 1774 , P- *' 4 ) seconde planète 
dont la longitude soit ?, comme celle de la première, mais dont l’inclinaison de l’orbite 
soit y', la longitude du nœud C', et dont par conséquent la tangente de la latitude ait 

pour expression tangy' sin ( ? — « )• 

Désignons de plus par « l’inclinaison mutuelle des deux orbites , 

par w la longitude du nœud de la première de ces orbites sur la 
seconde; la tangente de la latitude correspondante à la longitude?, comptée sur la 

seconde orbite, sera exprimée par tang u sin (? *")• 

Si l’on suppose les deux orbites très peu inclinées à l’écliptique, il est clair que les 
tangentes des latitudes doivent être à très peu de chose près égales aux latitudes elles- 
* mes . (J e pl us t le cercle de latitude correspondant à la longitude ?, comptée sur 
^ 1-tique, se confondra aussi, à peu près, avec le cercle de latitude correspondant 
À 6 1 ** a longitude ?, comptée sur l’une des orbites ; ainsi la dernière expression sera 
\ trèTpe^de chose près égale à la différence des deux premières , de sorte qu’on aura 
cette équation : 

tang, s m(f-*) = “"S* ta *Sv' 3in(*-.'), 
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qui devra avoir lieu en général, quelle que soit la longitude <p ; on aura donc nécessaire¬ 
ment, en égalant séparément de part et d’autre les coefficiens de sin<p etcos^, les deux 
équations particulières : 

(a).tang 9 cos »■ = tang y cos « — tang y' cos «', 

(ù).tang 9 sinn- = tangy sin * — tang y' sin * , 

d’où l’on tire 


tanga-= 


tangy sin «—tangy'sin $i 
tang y cos *—tang y'cos * * 


tang 9 ==v/ tangV—2 tangy'tangycos(*—*)-f-tang a y'; 


f >rmules qui servent à déterminer le lieu du nœud commun, et la tangente de l’inclinaison 
mutuelle de deux orbites dont on connaît les lieux des nœuds et les inclinaisons sur l’écliptique. 


NOTE II. 

Equations générales du mouvement d’un point matériel soumis a Vaction 
de deux forces accélératrices rectangulaires , qui agissent dans le même 
plan 9 et dont Vune est dirigée vers un centre fixe. 


4. £ 1. Lemme de Clairautpour trouver les équations du mouvement d'un point M soumis 
à l'action de deux forces , lune Z dirigée suivant le prolongement de la ligne menée 
du centre fixe T au point M , l'autre n perpendiculaire à la première et dirigée dans 
le sens du mouvement. 


Soient TM=r, BTM = v, Mm l’élément de la courbe décrit dans l’instant dt; 
en a Tm = r -f- dr , BTm = v -f- dv, mT — MT — dr, MTm' = dv. 

Supposons que l’action des forces accélérafrices vînt à cesser au point m, le mobile 
décrirait dans 1 instant suivant, en vertu de sa vitesse acquise , l’espace mn égal à Mm 
et dirige sur son prolongement; si au contraire les forces continuent d’agir, leur action 
infléchissant la route^que suit le mobile, l’amènera en fc au bout du second instant, et l’on 
aura T ( u = r-|- 2c?r -f- d*r , MT fc-=.dv -J- d 3 v. Du centre T avec le rayon Tp soit 
décrit l’arc infiniment petit fto ; on et Ofc seront les espaces respectivement parcourus en 
vertu de la force centrale et de la force perpendiculaire; et comme les espaces par¬ 
courus ont pour expression le produit des forces par le carré du temps, les équations du 
mouvement seront, en supposant que les forces 2 et U tendent à accélérer le mouvement 
et à augmenter les coordonnées r et v, 

on = zdf , Oft = Tldl'y 


et il ne s’agit plus que de déterminer on et ofi en fonction de r et de v. 

Décrivons pour cet effet les petits arcs Mm', mn', et faisons nv! = J'r, mTn — S'v'. 
on aura o/* — Tu . nTp = ( r -f- 2 dr -f- cPr) (dv -fc- dv — JV), on=^r — dr — d°r. 
Or, les secteurs MTm , mTn sont égaux comme ayant même base et même hauteur, 

ce qui donne l’équation r'dv = (r -f- drylv ; d’où l’on tire, <JV = ^ ’ et ense 

bornant aux quantités du second ordre...JV — dv - 

Les triangles rectangles Mmm', mnn' , où l’on peut supposer les démens M n'y, mn' 
rectilignes, donnent aussi, en égalant les valeurs de Mm et mn , 
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f-dS +dr' = (r + dr)-Jv' + il‘=z r - My* + 1,' ; 

' v (r-f-Jr) a 

d’oùl’on tire, en se bornant toujours aux quantités du second orcCre.... S'r = dr -f- rdv*. 
Enfin, substituant ces valeurs de JV et JY dans celles de op et on, on obtient 

ôft = rd'v — 2 drdv , on ~ rdv % — d 2 r, 
et les équations du mouvement deviennent 

rdv % — d?r — 2 dt*, rd 3 v -f- 2 drdv = udf 1 . 

Clairaut avait déjà obtenu ( Mém. de Par., 1742, p. 24) les valeurs précédentes 
de et JY a 1 aide des triangles semblables, en y appliquant les principes du calcul 
des infinimens petits ; il montra ensuite comment on parvenait de là aux équations du 
mouvement, dans les Mém. de Par. pour 1748, p. 4 ^ 4 > et ^ ans sa Théorie de la 
Lune, p. 2. 

§ 2. Équation différentielle de l’orhite, employée par d’Alembert. 


Cherchons d’abord l’équation de l’orbite Al décrite en vertu de la force Centrale Q Fig. 5 . 
dirigée vers T. Soit A le point de départ du mobile, g sa vitesse en ce point, et soit pris 
pour unité le rayon vecteur initial AT, supposé perpendiculaire à l’élément de la 
courbe ; soient s l’arc Al décrit dans le temps t, z l’angle ATI correspondant, x le rayon 
yecteilr Tl, v la vitesse au point l; 

L’équation des aires donne x a dz = gdt, et celle des forces vives v a = g a — 2 JQdx ; 


j s _ 

et comme v = ds = {/dx* -j- x'dz‘ 
en substituant cette valeur de dt dans la première équation, 

dr 


, .. , „ / dx 2 -H x 2 dz 2 

tire de la dt ~ \ f — - T - 

V 2/QcLc 


dz = ifc 




la force Q tendant à diminuer le rayon vecteur, il faut prendre le signe —. 

Soit -^ = û : on a du? — dz 1 ^ 1 -f“ 2— u a ^ ; équation qui devient, en la dif¬ 
férenciant et en regardant dz comme variable indépendante, 


<Pu + U<fc*=5^. 

u g 

Considérons maintenant l’orbite comme engendré* par l’action des forces ^ et ?r, la 
première dirigée suivant le rayon vecteur, la seconde perpendiculaire à ce rayon; les 
aires deviendront variables en vertu de la dernière; et comme l’espace qu’elle fait par¬ 
courir est d*s ou ndl*, dans l’élément dt du temps, la variation de l’aire sera le petit 

secteur - . vdl*, et l’on aura d*x a dz = irxdi t -, équation qui, étant développée, revient 
a 

au même que la seconde du § précédent. Elle donne, en la multipliant par sx'dz, 
2*j?dz, et en intégrant, = c -f 2 frx 3 dz ; 



Fig. 
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: 2 dz 

~dT 
dt=- 


et comme quand x = o, on a—= g-, il s’ensuit c = g', d’où l’on tire 

x'dz 


Vg +2/Vx 3 cfc 

Décomposons la force x qui agit suivant /a' dans les deux directions /o', h ; 
la composante suivante lo' , qui agit en sens contraire de la force centrale, sera 

— ~ x = — * et Sl on k retranche de la force ^, on aura la composante sui¬ 

vant le rayon vecteur, ou la force centrale dans ce second cas. 

Pour exprimer qu’elle fera parcourir le même espace que la force Q, il faut égaler 
entre eux les produits des forces respectives par le carré des temps correspondans dans les 

deux cas. La valeur de l’élément du temps est — dans ] a supposition de la force 

unique. Nous venons de trouver son expression # dans le cas des deux forces, et on ob¬ 
tiendra, par la comparaison, 

valeur dont la substitution dans l’équation primitive de l’orbite donne, en y faisant — = u, 

*•+-£(+--af) 0+*, < y °y - Rech --'->«•> 

§ 3 . Équations du mouvement trouvées par Euler et Mayer, d’après la considération 
des coordonnées rectangulaires. 

». Soit, comme dans le § i tr . Mie mobile, T le centre fixe auquel on le rapporte , v l’angle 
MTB décrit au bout du temps t , TM = r; désignons de plus par x et y les coordonnées 
rectangulaires T p et Mp du mobile rapportées au centre T, on aura x—r cos v,y=zr sin v, 

d’où l’on tire, , , , , 

fd'x = d'r cos v — sdrdv sin v — rdv' cos v — rd'v sm v ] 

( d?y = d'r sin v -J- uArdv cos v — rdv* sin v -J- rd*v cos v 
Décomposons chacune des deux forces 2 et II, qui agissent sur le mobile, la première sui¬ 
vant MT, la seconde suivant SS', en deux autres dirigées suivant les axes des x et des^y, 
en prenant avec le signe — les composantes qui tendent à diminuer les coordonnées -, puis 
égalons la somme des composantes parallèles à chaque axe aux expressifs générales des 
forces accélératrices correspondantes. 

Nous aurons , quand la force n sera dirigée suivant MS, ou dans le sens du mouve¬ 
ment, les équations 


i v ) 


d*x 

dF 

tL 

dr 


— — 2 cos v — n sin v | 

— — 2 sin v -f- IT cos v I 


qui donnent par 
l’élimination 


d'x . d'y . 

_ coa¥ +^Lsmv, 

d'y d 2 x 

- 2F smv > 


d'y 

n cos v 


et en mettant à la place de d'x , d'y , leurs valeurs en coordonnées polaires, 
rdv* — c 2 v = xdt' , rd'v 4- a drdv = n dt' -, équations employées par Clairaut, 
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Quand la force n est dirigée suivant MS', ou en sens contraire du mouvement, l’on 
doit la faire précéder du signe —, ce qui donne 

_ r dv* z= — Sri/ 3 , zdrdv -f* rdV = — üdt 2 

équations de même forme que celles employées par Euler et Mayer. 

Lorsque l’angle v est obtus, et que les forces S et n ne changent pas de direction par 
rapport à celle du mouvement de M, les équations ne changent pas non plus. 

Ainsi dans le cas de la figure 7, par exemple, où la force n tend à accélérer le mou- F 
vement, les équations primitives seront : 

= — 2cos(i8o°— v) -f- Il cos (v — qo°)= 2 cos v ■+* n sin v ; 

j a / 3 

— — 2 sin ( 18o° — v) — n sin ( v — qo° ) = — 2 sin v -f- n cos v ; 
dt 3 

on aura x — r cos ( 18o° — v ) = — r cos v , y = r sin ( 18o° — v) = r sin v, 
et les équations définitives seront les mêmes que celles que nous avons trouvées dans le 
même cas, l’angle v étant aigu. 

Lagrange indique, dans sa pièce sur les Inégalités de Jupiter, p. 7, une manière bien 
simple d’arriver à la première des équations du mouvement. Pour avoir (dit-il) la véritable 

force qui fait parcourir l’espace — —r —, il faut retrancher de la force 2 la force cen- 

_ rdv * 

trifuge produite par la vitesse circulatoire du corps. Cette dernière force étant —» 

cela donne immédiatement l’équation rdv 3 — d*r — Tdt a . 

Enfin M. Laplace parvient directement àces équations ( Mèm. de Par., 177a , 2* part., 
pag- 3*9) > au moyen de celles en coordonnées rectangulaires, en supposant que la direc¬ 
tion de l’axe des x coïncide ayec celle du rayon vecteur r, et en faisant v=zo dans les 
valeurs de d 2 x et d 2 y. 

J NOTE III. 

Intégration de Véquation différentielle de Vorbite troublée, donnée par 
Clairaut ( Th. L. , p. 5 ). 

Les deux équations fondamentales du mouvement, données par Clairaut, sont, d’après 

la note II, § 1 , , 

rdv 3 — d 2 r „ rd 2 v -f 2 drdv _ ^ 

d? 2 ' dt % ~ 

La seoonde donne , en la multipliant par zr^dv et en intégrant f =/**+ 2 / nr d v , 

r oJ-ant linf» mnetantA arViif-raivo • ri’ni'i l’/-m tira dt - - - - — . e t en dilTéren— 


J étant une constante arbitraire ; d’où l’on tire dt = 


y// 3 -j- 2/ Tlt^dv 


ciant la valeur qui en’résulte pour (Jfi) > dans la supposition de di/constant et de dt variable, 

f + 3/nrV,); 


or, la 1“ équationdu mouvement devient, lorsqu’on y snbstitue d. _ d. _ 

au lieu de pour la dégager de la supposition de dt constant, et qu’on y met pour 
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dt et d.^ les valeurs précédentes, en la multipliant de plus par : 


fi tfr , 2rfr“) ,, - -, N nrrfr _ 

{r-PdV- + ?J^I (f+ sfnrdv) -37- = »*: 

elle se réduit, en y faisant = f, s := ^ + <J>, à la suivante : 

{ i . t r [ /* 1 / ,$/■*, nrdr\ 

r dv* J M i+ 2f \ 1+ M + * 

et le second membre devenant 1 lorsqu’on suppose SI = ■ ^ -f -*■ , 

si l’on fait encore, dans le premier membre, x — JL. — s , l’équation prendra la 
forme très simple. j-f* ~~ -f- G = o. 

Il ne s’agit plus maintenant que d’intégrer. Pour y parvenir, Clairaut multiplie l’équa¬ 
tion par dv cos v, ce qui rend intégrables ses deux premiers termes. 11 multiplie cette 

première intégrale par ~ c ' os ~> et l’intègre de nouveau, ce qui lui donne l’équation 

cherchée. On peut y parvenir facilement aussi en suivant la méthode de la variation des 
constantes arbitraires. On voit en effet qu’en mettant pour s les valeurs sint/ et cosv, 
on satisfait aux deux premiers termes. Soit donc s = psin v + q cos v; p et q étant 
des indéterminées f on a 

ds = pdv cos v — qdv sin v -f- dp sin v -f- dq cos v. 

Mais comme on peut disposer de l’une des deux indéterminées, soit 
(O. dp sin v dq cos v = o ; 

on aura 

d 2 s dp dq . . 

^ cos v — •— sin v — (p sin v -f- q cos v ) ; 

et si l’on substitue ces valeurs dans l’équation différentielle, elle se réduira à 
(a). dp cos v — dq sin v -f- Sldv = o. 

On tire ensuite des deux équations (i) et (2), par l’élimination, ^ G rfy sin v0} * 

ce qui donne, en intégrant ,p = g — fsidv cos v , q = c + fsidv sin v, c et g étant deux 
constantes arbitraires; et de là, 


s = g sin v -f- c cos v — sin vfsidv cos v -f- cos vfsidv sin v t 
f » 

ou en remettant pour s sa valeur, et en faisant ^ = p, 

p = 1 — g sin v — c cos v -f- sin vfsidv cos v — cos vfsidv sin v. 
Désignons la somme des deux derniers termes par A • lorsque si = cos mv , on aura 
A = sin vf cos mv cos v .dv — cos vf cos mv sin v. ; 
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et il s’agit d'intégrer de manière que les deux termes s’évanouissent avec v. Or, on a 

/cos mv cos v.dv = j/L cos ( m + i)v + cos (m— i) v\dv 
_ , f sin (m -f 1) y sin (m—i)y| 

* 1 m -f- x r rn —1 J * 

/cosmvsin v.dv = i/|[sin (m -f- 1) v — sin (m— 1) v] dv 

__ _ , f eos (m-f- 1) v cos (m —i)vï , ^ 

* 1 m-\- x m — i J 

La première intégrale se détruisant quand v = o, n’a pas besoin de constante -, la seconde 

donne, lorsque v = o, o = — - { ——--— l d’où l’on tire k z= -—. 

2 lm -f- x m — x ) m* — x 

Si l’on rassemble ensuite ces deux termes, on obtient 

_ sin vsin(m-J-i)y-}-cos v co s(m-f-i) v sin vsin (m—i)v—cos vcos(m—i)v cos v 

2 (m-f-i) ' a(m—î) ‘"m 5 —i 


f î i ) , cos v _cos v —cos mv 

1 m -f-1 m —i ( m ' 1 —i m "—i 


Quand m = i, A = — ; mais pour avoir sa vraie valeur, prenons au numérateur et 

au dénominateur, les fonctions dérivées par rapport à m , et faisons ensuite m = i • 
nous aurons alors A = j vsin v, ce qui produira, dans l’équation de l’orbite, des arcs de 
cercle hors des signes périodiques. 

Soit Cl = A cos mv -f- B cos nv-f-etc. Chaque terme en fera naître dans l’intégrale 
d’autres de la même forme que ceux que nous avons trouvés pour le cas d’un seul con¬ 
sidéré isolément; l’équation générale de l’orbite troublée sera par conséquent, en 
faisant g = o, parce qu’il suffit d’avoir pris en considération deux constantes c et k , 

p f A B ) A cos mv B cos nv 

- = î — < c-----etc. } cos v-----etc. 

r 1 m a —î n a —î J m a —î n a —î 

NOTE IV. 


Recherche des forces que produit Vattraction d’un corps sur le système 
de deux autres corps dont l’un tourne autour de Vautre. 

5 î. Construction de Newton pour déterminer les forces perturbatrices du Soleil sur 
la Lune (Princ., liv. 3 , prop. a 5 et 26 ). 

Soit S le Soleil, P la Lune, T la Terre. Si l’on représente par les lignes ST et SL Fig. 5 » 
l’attraction du Soleil sur la Terre et sur la Lune, ces deux lignes seront entre elles en 
raison inverse du carré des distances de la Terre et de la Lune au Soleil ; on aura donc , 
en faisant SK. = ST, la proportion 

SK : SL = : gjp , d’où l’on tire SK 3 = SL X SP a ; 

ou, en mettant {gp^p^. au lieu de {sK* et «“ n ®S li 6 e ant puissances de PR SU p£- 
rieures à la première, PL = 3 PK. 
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Or, la force SL se décompose suivant les lignes SM et LM, celle-ci parallèle a PT, 
en deux autres forces, dont la première donne, lorsqu’on en retranche la force ST du 
Soleil sur la Terre , TM pour la force perturbatrice de la Lune dans son mouvement rela¬ 
tif suivant cette direction *, et comme dans la nature , les lignes SP, ST sont fort près d etre 
parallèles, à cause de la grande distance du Soleil, la force TM est, à très peu de chose près, 
égale à PL ou à 3 PK. Dans les syzygies, PK étant égal à PT, qui représente la force ML 
dans sa valeur moyenne, on voit que la force TM est alors triple de la force centrale PT 
produite par l’action du Soleil, et que l’on a TM — ML == aPK pour l’expression de la 
force perturbatrice qui tend à éloigner la Lune de la Terre. 

• g. Si l’on suppose les deux lignes PL , TM parallèles, et qu’on mène la résultante TL 
des deux forces TM et ML , puis qu’on décompose TL suivant le prolongement TE du 
rayon vecteur et sa perpendiculaire EL ; EL représentera la force qui est dirigée suivant 
là tangente à la trajectoire au point P, et qui tend à accélérer la vitesse du mobile. 

TK. 

Or, on a EL = PL sin Pi ou, en observant que sin P = et que PL = 3 PK , 

„ T 3 PK TK 
EL _ rpp • 

Dans les octans, où l’angle PTK est de 45 °, si l’on abaisse la perpendiculaire Krf 
sur PT, on aura Kc? = Pd = £ PT ; les triangles semblables PKd, PLE donneront 
K<f —a EL- d’où l’on tire EL = ; PT pour l’expression de la force tangentielle dans 
les octans , en fonction de la force centrale moyenne produite par l’action du Soleil. 

5 2. Recherche des forces perturbatrices 9 et n qui agissent sur la Lune dans le plan 
de son orbite, d'après Clairaut (Th. L., p. 17 et 38 ). 

10. Soit N la ruasse du Soleil situé en S ; soient T la Terre , L la Lune, et M la somme 
de leurs masses. Faisons LT = r , ST =/, SL = s, STL = T- 

D’après la théorie de l’attraction , 

le Soleil attire la Lune avec une force — , dirigée suivant LS , 

Terre. ^. TS; 


et comme Ton peut décomposer une force en deux autres, proportionnelles aux côtés du 
parallélogramme dont la diagonale est sur sa direction, 

{ 2 . j, suivant LT 1 

N / f » 

— . - , suivant Lq, parallèle à TSJ 

la force 5 devra, lorsqu’on suppose la Terre immobile, être appliquée à la Lune en 


sens contraire de sa direction. 

Les forces perturbatrices seront donc suivant LT -, N Ç-; — jt) > sui vant Lq. 
Première approximation. 

Supposons d’abord les trois corps dans le même plan , et abaissons la perpendiculaire 




NOTE QUATRIÈME. 107 

L p sur ST; on peut, vu la petitesse du rapport j , qui est environ en négliger le 

carré ; et comme l’angle LST n’est que d’environ 8' £ dans son maximum aux quadratures 
( puisque la parallaxe du Soleil, ou le rayon de la Terre vu du Soleil, est de 8" î , et 
que le rayon de l’orbite lunaire est environ 60 fois plus grand) , supposons son cosinus 
égal à 1, et par conséquent SL = Sp. 

Nous aurons SL = $ = l — rcosT, ~- = + - r ^ — etc., ce qui réduit la 

force suivant LT, à , et celle suivant L q , à 

Pour avoir la force totale «D, que le Soleil produit dans la direction de LT, il faut 
retrancher de la première, la composante de la seconde, dirigée suivant le prolongement 

Ltdecé rayon; celle-ci ayant pour expression CO s T =| ^(i-f-cosaT), ona 
® = tt( 1— 3 cos a T) = — ^ ( 1 -f- 3 cos aT). 


On obtiendra aussi la force n qui agit dans le sens L h du mouvement de la Lune, 
perpendiculairement à LT, en décomposant la force qui agit dans la direction de L q , 
suivant le prolongement L h' de Lh , ou en la multipliant par sin T, et en prenant cette 

3 Kr 

composante avec un signe contraire ; ce qui donnera n = — sin aT. 

La force ♦ est celle dont l’effet tend à augmenter ou à diminuer la force centrale 
de la Terre sur la Lune. 


Dans les 


’syzygies 

quadratures 


fT= o ou T=i8o # . 

011 a {1=90° ou T = 070» ’ ce< t u * donne 


aNr 

P 

N r 
P' 


Ainsi l’attraction de la Terre sur la Lune est augmentée, dans les quadratures, par l’aor 
tion du Soleil, de la moitié de ce dont elle est diminuée dans les syzygies. 

L’expression 4 > = ^(i— 3 cos a T) montre aussi que l’action du Soleil, dans la di¬ 
rection du rayon vecteur qui va de la Lune à la Terre, est nulle aux points où l’on a 
cosT = ± \/j, c’est-à-dire dans les quatre positions de la Lune , situées à angle 
droit, où l’angle T est de 5 4 ° 44 ', 36 o°-f-T, 180°+T et 180 0 — T, et où la Lune 
est par conséquent plus près des quadratures que des syzygies. 


La partie — ~ de la valeur de , qui est indépendante des fonctions périodiques de T, 

représente 1 action moyenne du Soleil sur la Lune ; car l’autre terme étant multiplié par 
cos aT, qui, pendant que la Lune se meut, prend toutes les valeurs possibles, depuis 
là — 1, a zéro pour valeur moyenne. Or, d’après la loi d’Huyghens , les forces cen¬ 
trales de deux corps qui décrivent des orbites circulaires sont entre elles comme les 

rayons de ces orbites divisés par les carrés des temps périodiques. Soit donc n = - 1 

. 3,4 

le rapport des temps périodiques de la Terre autour du Soleil et de la Lune autour de 


Fig. 
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la Terre,* on aura la proportion 


THÉORIES DE LA LUNE; 


M.N 


r : /n a . 


. j Nr_ a M ii » 

qui donne — = n a .-j; a ou 


Nr __i_ M . 

*" 358 ‘ r % ’ 


Ainsi l’action moyenne du Soleil diminue de l’attraction de la Terre sur la Lune. 

On voit que cette diminution d’attraction doit augmenter la distance de la Lune à la 
Terre. Si l’on désigne donc par r, la distance à laquelle la Lune serait sans 1 action du 
Soleil, et qu’on suppose r = r, ( 1 -f- , le rapport i' de l’accroissement est positif. 

L’équation des aires subsiste , lors même que la pesanteur diminue , puisque cette 
diminution s’exerce dans la direction du rayon vecteur. Si donc on désigne par v, la 
vitesse angulaire de la Lune sans l’action du Soleil, par v la vitesse lorsque cette action 
a lieu , on aura également 

r 2 V _ c et r*v = C t ce qui donne, en comparant, T*v t = r/ ( 1 + <^) a v ; 
d’où l’on tire v = ^ x fÿ = v /( l 2 ^) > 

en négligeant le carré de la très petite quantité «L Ainsi la vitesse angulaire de la Lune 
sera diminuée par l’action moyenne du Soleil, dans un rapport double de celui de 
l’augmentation du rayon vecteur. 

Il nous reste à déterminer la valeur de Pour y parvenir , égalons la force centrifuge 
de la Lune, ou le produit du rayon par le carré de la vitesse, à la pesanteur de la 
Lune diminuée par l’action du Soleil; nous aurons, en faisant ^ l’équation 

M ( 1 — « ) 
rv a =-3— ; 


d’où l’on tire, en remettant pour r et v leurs valeurs : 

r,(i 4- — *0—) °u r.v/( 1 —/)=^ (t-«)î 

et comme Ton a, quand le Soleil n’agit pas , r,v*= , l’équation précédente donne 

j __ ^ __ j_ a ou } — *. Ainsi l’action moyenne du Soleil augmente le rayon vecteur 

de la Lune de sa 358 e partie , et diminue d’un 179 e son mouvement angulaire. 


Seconde approximation. 


Considérons maintenant le cas de la nature où le plan de l’orbite de la Lune est incliné 
d'environ 5» au plan de l’écliptique, et cherchons la valeur des forces qui agissent dans 
le premier de ces deux plans. 

Soit S' la projection du Soleil sur l’orbite de la Lune. Faisons S'T = ï, S'TL = T'. 


La force — f)’ qui a&it sur la LUne P ara11è,ement a TS > devra être réduite 
au plan de l’orbite , en la multipliant par cos STS = y , puis décomposée dans ce plan 
suivant LT et sa perpendiculaire , ce qui revient à multiplier le produit par cos T et 
sin T'. Retranchant ensuite la première composante de la première force perturbatrice 
qui agit déjà suivant LT , et prenant la seconde composante avec un signe contraire , 


> = N (7“f) 7 COST', n — — /* ) 7 sin T * 


NOTE QUATRIÈME. ,o 9 

Soit menée la ligne des nœuds sïln de l’orbite lunaire, et supposons la Lune et le 
Soleil partis en même temps du nœud ascendant Si. Abaissons sur cette ligne les perpen¬ 
diculaires S'Si , Ssi , et faisons cos S'siS = i — 4 ', LT& — STa == T, STfl = u 
S'Tsi = u'. 

U s’agit maintenant d’éliminer /', s et T' des expressions de <î> et de n, afin de les ré¬ 
duire à des fonctions de N, u, T, 4 /> / et r. 

Le triangle LTS nous donne s a = / a -f- r a —-a/rcos STL ; mais les triangles LTS, 
LTS' ayant le côté LT commun, donnent les deux valeurs égales 

l cos STL = t cos T', d’où l’on tire = /» + j* _ a / r cos T', 

et de là, en négligeant le cube et les puissances supérieures du rapport des distances ^ : 

i __L__, 3 r l'cosT i 5 r a /rcosTV 
7-p zp + p'—- + -ïF\—r-)' 
ô __ nZ-Üo-- 9 '' 3 //cosT> 3 r //'cos TV 1 ZrW ?cos TV] 

- *\P + r\—~) -aF\ l / J ’ 

n-_ *r/ 3r / ' cosT ' /'sinT' 3 r* /'sinT'. i 5 rV/'cosT'V /sinT'l 

~~■ \p • 2 • ~ S* • ——+sr(—7—J ■ —T—}- 

Mais T' = T + u_u', ce qui donne l sin £ = sin I c0! + cos 1 *" ( “~“2 

(cosT = cos T cos (u—u) — sin T sin (u —u ). 

Les triangles S'Tfî , STfl donnent chacun pour Tfl , V cos u' = /cosu. On a aussi 

S'fl = Ssi cos SûS' ou t sin u' = ( 1 — 40 / sin u. 

On tire de là, 

cos(u — u r ) = y [i —£4 ( 1 — cos au)], sin (u — v!) = — sin 2r *. 

4 2 ( * 
l r sin T , ,v . m , I . , .rpv /'cos T' , , , 4, 

—7— = 0 —à y) âm T -f- — sin (au+T) , —^— = (i—cos T -f- ~ cos (au+T). 

Si l’on substitue ces valeurs dans celles de <6 et de n , en négligeant les termes affectés 

de 4 ^, et les produits de et par les sinus et cosinus des anglesau+T, 4 u-j-uT, 
au — T, au -f- 3 T, on aura , en faisant pour abréger, 

h = 1 — 4 '+ K= i — 34 /+" Î7=i -, 7'= 1 — ~, 4 /, = 4 '( i — î 40 > 

les expressions suivantes des forces perturbatrices dans le plan de l’orbite : 

® ——^3 (A'+ 3 /z cosaT) —^^--[cos (au+aT)+cos au]—(07 cos T+ 57 'cos 3 T), 

3 Nr, . _ 3 N 4 'r ^N/-* 

n=—^ ^smaT-J- sin (au+aT) - (q sin T +57' sin 3 T). 

5 3 . Estimation de toutes les forces qui agissent sur la Lune, projetées sur le plan de 
l'écliptique, d’aprèsd'Alembert (Rech., t. I, p. 7, 17 et 5 a). 

Soit toujours S le Soleil, T la Terre, et P la Lune; la figure étant faite de manière * 
que l’angle STP soit obtus, et que le mouvement de la Lune tende à la rapprocher 
du Soleil. 
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Appelons , avec d’Alembert, S la masse du Soleil, T celle de la Terre, L celle de la 
Lune, B' le rayon ST de l’orbite terrestre ; projetons la Lune sur l’écliptique, en abais¬ 
sant la perpendiculaire Pp ; menons la ligne des nœuds nN, et faisons 

TP = r, T p = x, SP = j, pTn = V, pTo = ô > tang. inclin. = m , 

Tangle # étant à peu près le supplément de l’angle T de Clairaut. 

Les expressions générales des forces perturbatrices trouvées au commencement du 
§ 2, sont alors 

S. ^ , suivant PT ; S. , suivant pk parallèle à TS ; 

et il faut ajouter à la première la force principale ou l’attraction sur la Lune, 

de la Terre considérée comme fixe. 

Si l’on prend la composante de cette somme qui agit suivant la ligne pT, en la multipliant 
par cos PT p = —, et qu’on décompose ensuite la force qui agit parallèlement à TS 

(en la muîftpliant par cos#et sin #) en deux autres, l’une suivant pT, et qui doit s’ajouter 
à la première somme pour exprimer la force 4 '» l’autre suivant ph , perpendiculaire à pT f 
située dans le plan de l’écliptique, et dirigée dans le sens du mouvement de la Lune* 
cette dernière exprimera la force t de d’Alembert, et l’on aura 


' “ (tt~) x +1? + s (? “ wù eos 4 ’ ' = s (p - F 5 ) *“ '• 


Abaissons du point p la perpendiculaire pq sur la ligne des noeuds, nous aurons 

pq = x sin Y, Vp — m.x sin V, r = x l/i + m^in^V, 

Sp a = B' a -+- aBlr cos 0 -f* x a , a* r= B /a -+- aBlr cos # -f- x 2 -f- m a x * sin* Y. 

Si l’on substitue ces valeurs dans les équations précédentes, on obtient 


S.x 


t = _U±i!_ + .-, 

x t ( ! 4. 771» sin* V>* (B /a + x cos # 4- x* -f- m* x* sm* V )* 

f- 51 

l(B /a 4- ûB'xcos # -4-x 5 


+ S.) 


-p tUJ W -p ^ 

î “■ W* | 

4 -m a x a sin a Y) a > 

: S . f T jÿw s ^ n 

t(B /a + 2 B'x cos 6 -f- x*4-m a x* sin* V )* J 


ou en développant les dénominateurs polynômes et irrationnels, et en négligeant, ainsi 

JC^ TTl*X % 

que le fait d’Alembert , les termes en m*, g^ , , -g^ 9 etc. > 


* = C * — I m*sin*V) + S — 


3 x cos* # 
B'* 


* = _ 3 S 


. ./XCOS# 3 x* r - -A 

6 U “(.'b ! 5 - + £r» c *- 5cos 'v- 


q.r* cos # iBx^cos 3 #^ 

aB' + + aB'+ )> 



NOTE QUATRIÈME. !, i 

d’où l’on tire, en faisant x = -, V — z — Ç, • = 2 — a', et en n’ayant égard qu’aux 
deux premiers multiples de ces angles, les expressions 

*= (T+L)a # f 1 —|m a [1—cos 2(2—O]}—^-^[1 +3 cos 2 (2— 

3 S.sin 2(z— z) 3 S.sin (z — a') 

* -fluB' 3 * + ' 81*^'* 

5 4 * Forces perturbatrices décomposées suivant trois axes rectangulaires , d’après 
Euler et Mayer. 

Supposons avec Euler, dans sa première Théorie de la Lune, que les lettres S, T, L Fig. 
désignent les masses du Soleil, de la Terre et de la Lune placés en O, C etM, dans 
la meme situation respective où les considère Clairaut. 

Abaissons de M la perpendiculaire Mm sur l’écliptique; menons les lignes MC, mC, 
MO, mO; hmh perpendiculaire à mC; MO' parallèle à OC : prolongeons Cm en C'; 
abaissons la perpendiculaire OC' sur CmC', et faisons mCO = « , mC z=x , OC = y ’ 

OM = t, MCm = f 

La Lune sera soumise, dans son mouvement relatif autour de la Terre regardée comme 
fixe, à l’action de trois forces, savoir : 

, suivant la ligne MC; ~ , suivant MO ; — , suivant mO'. 

MC *• y 

Les deux premières donnent, en les décomposant parallèlement et perpendiculairement 
au plan de l’écliptique , 


les composantes 


J 


r T-f-L . „ T + L 

I - =-» - cos *, suivant mC ; —^ ■ ■ sin suivant Mm ; 

me 9 


MC 


MC 


/ S Oro S Mm . 

f — . —, suivant mO; — . -, suivant Mm, 

v z z 7? 7 . * 


dont l’avant-dernière, dirigée suivant mO , se décompose de nouveau en 


S O m mC' 


S O m OC 


"7 • - . -x— , suivant mC, et en . - . —— , suivant tu h. 

z* z O m *•* * 


O m ’ 


Enfin la troisième force donne les deu^ composantes 

S S 

— cos tf , suivant mC : — sin 9 , suivant mh'. 

m • y y. 

Mais on a 

MC = co8 ^ * Mm = x tan S ^ —y cos n — x > OC' —y sin 

Si l’on désigne donc par P, Q , R les sommes des forces dirigées suivant mC, mh et Mm, 
et que l’on prenne avec le signe — celles qui sont dirigées en sens contraire, on aura 

P »a±ite3 + if + s ( i,-j ) „., q—»(>-£)-•. 

CT+Lùos’^sjn^ , S.xtang^ „ 

R = J ^ - 1 -p-• (Voy. Theona motus Lunœ, p. ao et ai). 
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Si l’on remplace, dans ces expressions, les lettres x , y , z , ^ et 9 par celles-ci : au * 
^, / et «, on obtient les valeurs des forces données par Mayer, pag. 4 de sa 
Théorie de la Lune. Si l’on désigne ensuite par X, Y, Z les produits respectifs de 
P, Q, R par la quantité > q U i est introduite dans les équations, par la 

substitution de la valeur de l’élément du temps en fonction de l’élément du moyen mou¬ 
vement de la Lune, et qu’on fasse -, = g-, u = t/y 2 - 4 -^-^-,—2}'!^cos#, 

^(S-f-T) & V J cos 8 / J 

en développant les valeurs de u et de ses puissances jusqu’à l’ordre w 2 inclusivement, 
on parviendra aisément aux expressions de X , Y, Z, telles que Mayer les a posées, 
pag. 6 de sa Théorie, et telles que nous les avons rapportées au bas de la page 67. 

NOTE y. 

Méthodes pour le retour des suites. 


§ 1. Démonstration du Théorème de Taylor, donnée par cCAlembert (Rech., t. I, 
p. 5 o), et application quilfait de ce théorème au développement des sinus et cosinus. 

Soit çz une fonction de la variable z, et £ l’accroissement de cette variable. 

Supposons 9 (z-f-£) = ?z-|-z/. 

Différencions cette équation en regardant z comme constante, u et £ comme variables j 
et désignons par d£$>' (z -j- 4) ce qui devient alors 9 (z + £). 

Nous aurons d£<p' (z -f- £) —du , et en intégrant, û =fdÇf (z-f-£), 
ce qui donne <p (a + £ ) = çz + /</£$' (z -+- £). 

On aura de même <p' (z -j- £ ) = p'z 4- fdtjp" (z £) , 

9" ( z + £ ) = 9 "2 -f* fd^qT (z -+- £) , et ainsi de suite , 
d’où l’on tire 9 ( z-}-£) = <pz + fdW z 4- fdÇfdÇç"z + fdlJdtfdZjpTz -f- etc. ; puis 

en intégrant, par rapport à £ seulement (de même qu’on n’a différencié quepar rapport à£), 

9 (* 4 * O = <P Z 4 Z 9 ' z + + ^3 z 4 etc - 

Lorsque 9 désigne un sin. ou un cos., et que l’accroissement £ de l’arc z est supposé 
très petit, la série précédente donne, 

dans le premier cas, sin (z 4- £) = sinz 4 £ cos z “ sin z — “g cos z -f- etc.; 

£» £3 

dans le second cas, cos (z -f* £) = cos z — Ç sin z — — cos z -f* sin z -f- etc. 

On peut aussi y arriver sans faire usage du calcul différentiel, en substituant dana 
les formules 

sin(z ■+■£) — sinz cos£ -f-cosz sin£, cos(z-f- £) = cosz cos£— sinz sin£, 

au lieu de cos £ et sin £, leurs développemens en fonction des puissances de £, que l’on 
trouve par la méthode des coefiiciens indéterminés. 


NOTE CINQUIÈME. M 3 

S 2 * Démonstration des trois lemmes successifs posés par Clairaut (Th. L., p. 69), 
pour tirer de l'équation x = y -f- a sinmy -f- b sin pv c sin qv le développement 
de y suivant les sinus des multiples de x, en supposant les coejficiens b et c du même 
ordre que a., et en poussant l'approximation jusqu'à leurs troisièmes dimensions. 

Premier cas. Soit d’abord l’équation x = v -J- a sinmy, et supposons qu’on demande 
la valeur de v en fonction de x et des sinus de xet de ses multiples, jusqu’aux termes 
multipliés par a 3 inclusivement. 

On a rigoureusement v = x — a sin mv ; quand a = o , v = x, ce qui donne ensuite 

v = x—asinmx. 

Substituons cette valeur dans le terme — a sinmv, 
elle donnera v = x — a sinm (x — a sin mx), ou en développant, d’après le § 1 , et 

en s’arrêtant aux a 1 . v = x — a sinmx -f- — sin 2 mx . %... (2). 

2 

Substituons enfin cette seconde valeur sous le signe périodique, la première équation 
deviendra v = x a sinm ( x — a sin mx -f- —— sin 2mx) ; et pour obtenir les termes - 
en a 3 , il suffira de considérer ceux en a* sous le signe sinus. 

Or, 1 on a, d’après le § précédent, sin m (x+/i) = sinmx-f-m^t cos mx— — sin mx. 

2 

Dans le cas actuel h = — a sin mx -f- —- — sin 2mx ; les termes de l’ordre a 3 seront 

2 

j /a*m* . a 2 m*sin 3 mx \ a 3 m a , . _ . _ 

donc — a —— sinnmx cos mx—--- J = -g— (sm mx— 3 sin3mx); 

ce qui donne, en les ajoutant à la valeur précédente, 

/ a*m*\ . a*m . 3a 3 m a 

v = x —-g-J sinmx + — sinamx-g- sin3mx. (3) 

pour l’expression cherchée. 

Second cas. Si l’on introduit maintenant dans la valeur primitive de x le nouveau terme 
b sin pv de plus que les deux premiers, il est clair qu’étant de la même forme que a sin mv, 
on obtiendra immédiatement une partie des termes qu’il produira dans v , en changeant a 
en b , m en p , dans la valeur définitive de v que nous venons d’obtenir. On calculera faci¬ 
lement ensuite les termes en ab et a*b qu’il introduira aussi; et si l’on change , dans ces der¬ 
niers , a en b, m enp, et réciproquement, on aura aussi ceux en ab*, ce qui complétera la 
valeur de v dans ce second cas. 

Troisième cas. Enfin, si l’on considère encore le nouveau terme c sin qv, on aura 
immédiatement par 1 expression précédente, à cause de la symétrie des lettres , les 
termes en c, c*, c*, ac > bc , a*c, ac *, b*c, bc*, qu’on introduira dans la valeur de v p 
et il ne restera plus à chercher que les ternies en abc. Pour cet effet, on substituera 
dans — a sinmv, au lieu de v, les ternies de sa valeur qui sont multipliés par b, c 
et bc} puis développant le sinus composé, en s’arrêtant au troisième terme, on ne 
prendra que les termes en bc, qui, multipliés ensuite par lefacteur— a, qui est en dehors 
donneront une partie des termes en abc. On obtiendra ensuite immédiatement les deux 
autres parties, en changeant successivement, dans la première, les lettres m p q 
en p, q , m et q, m , p. 

i 5 
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Il ne s’agira plus maintenant que de rassembler tous les résultats précédens pour avoir 
la valeur complète de v cherchée. 

On voit que le principe de cette méthode est de calculer séparément les differens 
ordres de termes, et de profiter de la symétrie des termes pour déduire tous ceux qui 
ont la même forme d’un seul d’entre eux trouvé immédiatement. Sa marche est longue et 
compliquée , à cause des substitutions successives sur lesquelles elle s appuie ; son seul 
avantage est d’être indépendante du calcul différentiel. 

Clairaut n’en donne pas les détails , mais il est facile d’y suppléer par ce qu il dit 
ailleurs , p. 20 et 49 de sa Théorie de la Lune, et d’après l’exposition quen fait 
Lalande (ilfém. de Par., 1760, p. 3 a 5 ). 

§ 3 . Application de la série de Lagrange à la même recherche. 

Le beau théorème de Lagrange, sur le développement des fonctions en séries, fournit 
un moyen plus général, plus simple et plus expéditif d’arriver immédiatement au résul¬ 
tat cherché, par un procédé où chacun des termes calculés contient à la fois tous ceux 
d’un même ordre. 

On sait que lorsque y —fx, la série de Maclaurin donne 

y=y.+*&'. + 0 J '" +etc ' ’ 

y 0 y' o y» étant ce que deviennent^, y t y n , etc., quand x = o. 

Soit maintenant y = * -4- xq>y , d’où l’on demande de tirer la valeur de y en fonction 
de « et de x \ on a, en différenciant, 

/= çy 4 - ay'tÿ > y"=zyYy+x fyYy+y'Yy)> y"=% (y Wy +/<•••)> etc > 

ce qui donne , quand x = o, 

y o=* >y'o=Q* >.y o= 2 ip«<p , «—(?“«)', y "—3 ”*] ='3(^ a «<p'*y=(<p ? *) . 

Substituant ces valeurs dans la série ci-dessus , on obtient l'équation 


^ rr 3 . 

y = * -f- xq >« -f- — (<?’«•) ' -1- —g (<p 3 a)" + etc., qui se réduit, lorsqu’on a jc — \ , a 
j = 4* etc. 

Appliqnons cette formule au cas actuel en comparantréqnationy'’=*-}- tpy avec celle- 
ci, v= x — a sin mv — b sin pv — c sin qv , et en cherchant la valeur de vcn x jusqu’aux 
c 3 inclusivement, b et c étant supposés du même ordre de petitesse que a. Nous aurons 
y— V) *=x, Çtt= — a sin mx — b sin px — c sinqx , et il faudra calculer les deux 

(<t> u *Y (a>W , . , , 

termes suivans et ; mais comme tout est symétrique par rapport a c,6,c,m,p,q, 

lorsqu’il se rencontrera plusieurs termes analogues, il suffira d’en calculer un seul, d’où 
l’on déduira facilement tons les autres. Nous pouvons d’après cela nous borner au calcul 
de ceux qui sont multipliés par a, a 9 , a 3 , ab, à?b et abc. 

Or, l’on a <p 3 * = a a sin 9 ma: -j- 2 ab sinmx smpx + etc., ou en changeant les puis¬ 
sances en multiples, <p s * = ~ (1 —cos zmx) -f- ab £cos(m—p) x — cos(m -f-p)xQ -f" etc* 
Si l’on prend la dérivée de ceftte équation et qu’on la divise par 2, on obtient 

— —— sin imx — — [(m, — p) sin (m — p) x — ( m 4 ”P) an ( m +p) xT» 


■NOTE SIXIÈME. 


* i5 


valeur à laquelle il faut ajouter deux termes en b et c semblables au -premier, et deux 
groupes en ac et bc semblables au dernier. 

On a de même 

ç 3 * =— a 3 sin 3 7nx— 3 a 3 b sin 3 mx sin px — Gabc sinmx sinpx sin qx + etc. 

(sin 3 rox— 3 sin a 3 b [sin px — f sin(2m+p)x +1 sin (2m— p) x] 

3 

— âC sin (™+P—<l) x 4 * sin (m—p-f^x—sin ( m -p—q)x — sin (m-HH-q)x] ; 

ce qui donne , en prenant la dérivée du second ordre, c’est-à-dire en changeant les 
signes et en multipliant les coefliciens par le carré des multiples des sinus de x, puis en 
divisant cette dérivée par G , 

(<p 3 *)" m 3 a 3 „ . 

-^73- =-g— (o sin omx — ain mx) 

+ T"E pa sin(2m-f-p)x-f- sin (am-p)x^j 

J“ (m +p <y) 2 sin (m-f-p— q)x -f- (m— p -f-ç)*sin (m —p -f- q)x”1 

4 L — ( m —P —q) a sin(m —p — q)x — (m-f-p-f-q) 3 sin (/n-j-p-f-q)x J ’ 
expression à laquelle il faut ajouter deux groupes en b 3 et c 3 semblables aux pre¬ 
miers, et cinq groupes en ab 3 , a 3 c, ac 3 , b 3 c , bc 3 analogues au second. On voit ainsi 
à priori que te sinus de chaque angle doit avoir le carré du multiple de ce dernier en 
coefficient, tandis que par le premier procédé ce n’est qu’un résultat de calcul. 

Les valeurs de (flD étant a * ns * com P^ t ® es » ^ ne reste plus qu’à les ajouter à 

celle de <pct pour parvenir* sans avoir de réduction à faire, au résultat final de Clairaut. 

NOTE VI. 

Recherche de la latitude, ou du mouvement de la ligne des nœuds, et de la 
variation de U inclinaison de Vorbite lunaire . 

§ I. Méthode de Clairaut pour parvenir à 1 expression différentielle du mouvement des 
nœuds, au moyen de la construction de Newton ( Th. Lun., p. 6*7). 

Supposons le Soleil en S, la Terre en T, la Lune en L, et soit Ll l’élément de la 
trajectoire que décrirait la Lune dans l’instant dt , si elle n’était attirée que par la Terre. ' 8 ' 
Faisons LT = r, LTl = dv, et représentons par lr le petit espace que l’action du 
Soleil fait décrire à la Lune , parallèlement à TS, dans l’élément du temps. En vertu 
de cette double attraction , la Luxm parcourra l’espace L <r dans l’instant dt ; et si l’on 
prolonge les lignes L/, L<r jusqu’à ce qu’elles coupent en Net n le plan NTS de l’écliptique, 
la ligne NTfl sera la ligne primitive des nœuds ; l’angle «TN ou dq marquera la quantité 
de son déplacement dans l’instant dt \ la ligne N/x étant à la fois dans le plan NLn. et 
dans le plan de l’écliptique, et ne pouvant rencontrer l<r, qui est parallèle à ce dernier 
plan, sera parallèle à lr t et l’on aura nNT = ST«. 

Si Ton abaisse la perpendiculaire nR sur TN, on aura 

__ T nR tiN sin STfi 
smnTN=,-=-. 


* 
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/,r.LN . . 

Mais leé triangles semblables NLn, ahl donnentnN == —Jj~> ainsi 

I N 

sin nTN = U. sin STfl ; 

d’où l’on tire, en négligeant les infiniment petits du troisième ordre, 

T N 

dq = nTN = lr. sin STa. 

Or, sin TLN * et Sl centre T, avec un rayon égal à r, on mène le petit arc 

de cercle L p , qui se confond avec une ligne droite, on a 

L 7 ■_ L P — L p rdv m 

cos ILp cos (TLN — go°) sin TLN ' 

en tire de là, en remarquant que LTN = i8o° — LTa , 

hr 

dq = —j-.sin STO sin LTû. 
n rdv 

Mais l’espace élémentaire l<r étant décrit en vertu de la composante de la force attrac¬ 
tive du Soleil parallèle à ST, dent l’expression est 3 - c . ° s . STL > d’après la note IV, 

5 <2, il sera donc représenté par le produit de cette force et du carré de l’élément du 
temps , et l’on aura v 

d q — 55*1 cos STL sin STn sin LT«. 


Clairaut suppose que le Soleil,. la Lune et la ligne des nœuds soient partis en même 
temps d’un point B , d’où l’on a commencé à compter le temps, et qu’ils ont décrit au 
bout du temps t les angles finis BTL=:t», BTS = z, BTn=eq. Il désigne par B' et S' 
les projections des points B et S sur le plan de l’orbite de la Lune, par x — 4 ' le co-« 
sinus de l’inclinaison actuelle de l’orbite , qu’il suppose constante , et fait S'Tû = q'. 
L’angle B'TL doit être en général, ain^Tque l’a remarqué d’Alembert, différent de 
BTL ou de v , et l’on a, dans le triangle sphérique mené par les points L, B et Si , la 
relation 

cos LTa = cos q cosv — (i —40 <7 sin*' = cos(v -f- q ) + 4> sin q sin v. 

L’angle q' diffère aussi de l’angle q , et l’on a généralement tang q' = (î — 4 /) tang q ; 
ce qui donne, en prenant la tangente de la différence q' — q, et en substituant ensuite l’arc 
à la tangente, 

q' = q - f- £4/ sin 2 q -f- etc. 

Mais pour parvenir au résultat final de Clairaut, il suffit de faire LTa =: v -f- q , 
STft = z + q , et de prendre pour cos STL sa valeur trouvée note IV , S 3 ; en y 
faisant u = z -f- q , ce qui donne 

cos STL = cos (v — z) — [cos (v— z) — cos (v -f- * -f- aq)]]. 

On a alors 

sin STfl sin LTû cos STL 

=î[cos (v—z) — cos (v+z+2q>3 {cos (v—z) — ^ ficos (v-z) — cos-(v-J-z-j-aq)3 j *, 
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ou, en développant et réduisant, 

(! _4) [1 + cos 2(u— 2) — cos 2(i/+q) — cos 2(5 -f <7)] -f- j cos 2(1/ — z), 
en négligeant le cosinus de l’angle 2 (1'+ 2 “f" 2*7). 

Il ne s’agit plus que de multiplier le produit par - p^- , en négligeant aussi le dernier 

terme à cause de sa petitesse, pour obtenir la valeur cherchée de dq ; et comme, en 
appelant x le mouvement moyen de la Lune , K la distance moyenne , l’équation des 

_ K.^N 

aires devient, pour ce mouvement, K *dx = dt y KM, on aura, en faisant = * > 

f^dx* J 

dq — \* (i —40 L 1 + cos 2(1/ — z) — cos 2(u-f q) — cos a ( *-H7)]. 

( Voyez les observations de d’Àlembert, Opuscules mathém., t. IV, 29 e Mém., ett. Y, 

38 e Mém., p. 298). 

5 2. Méthode de d'Alembert pour trouver la variation de l’inclinaison de l’orbite de 
la Lune à Vécliptique (Rech. , t. 1, p. 20) , appliquée aussi à la recherche de la for¬ 
mule donnée par Clairaul (Th. Lun. , p. 81 ). 

Soit L la Lune, / sa projection sur l’écliptique, Nn la ligne des nœuds au bout du Fig. 
temps t y N 'ré sa position dans l’instant suivant ; abaissons sur ces lignes les perpendicu¬ 
laires ZR, Zr, et faisons NTN' = , /Tn = V, = m ; ~Jr Sera ®S a l a m ^ m ’ e * 

il s’agit de trouver l’expression de dm en fonction de Y et de^£. Or, nous avons 
lr= IT sin ITr = IT sin ( /TR dÇ ) ; 


d’oùl’ou tire, en développant le sinus, et en se bornant aux deux premiers termes, ce qui 
est suffisant dans l’ordre que nous considérons, 

lr = IT sin /TR + dÇ.lT cos ZTR= IR + </£.RT , 

LZ LZ / „ RT\ , dm , 9 RT 

Tr ~ 2 r y Tr)‘ etdela *r s -«• 

RT 

ou , en remarquant que = cot ZTR = — cot V, 


dm 

-= c?£.cot Y. 


Cette valeur est précédée du signe -f-lors même que l’angle Y est aigu, en supposant tou¬ 
jours que le mouvement de la Lune tende à accroître l’angle Y, qui est compté à partir 
du nœud dont cet astre s’éloigne, et que le Soleil agisse dans le sens de ce mouvement. 

Clairaut considérant l’orbite réelle au lieu-de l’orbite relative, et supposant que le Soleil Fig. 
agisse en sens contraire du mouvement de la Lune, obtient aussi une valeur de signe 
contraire, et où le sinus de l’inclinaison I est substitué à la tangente, savoir : 

= — dq cot LTà : 
srn I ^ 5 

elle devient, en remettant pour dq sa valeur précédente, 
d\ _ „ Pdx* 

sûTT ù *’ l J dv 


• cos STL sin STfl cos LTfi. 
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Si l’on met ensuite pour les angles leurs valeurs, on aura 

cosSTL sinST fl cosLT ci =£cos(v—s) ( i £ 40 + i ^coi[v+z+Qq)yin(z+q)cos(.v+q)> 
ou , en développant et réduisant, 

== ii — £'40 sin a(v — z) -—si na(z^~q )— (i —'40 *ii ia ( l '+î)] > 

ce qui donne, après l’omission des ternies dont l’effet est presque insensible , 

^ - — I « ( i — -40 ^h J 0 — Qûn 2 ( v — z ) — sin 2 ( z + q) — sin 2 (v “H < 7 ) 3 * 
sin I 4 1 dv 

Pour passer de la valeur de l’intégrale de cette quantité à celle de I, Clairaut fait 

/ ^- == Y -f- log h , h étant une constante ; il développe - . * sous le signe /, 

sin I sin i 

suivant les puissances de l’arc, en se bornant aux I*, et obtient 

V.+ logijp/ai^i -J.*l)=ïogI+AI\, d'où I =Ae , 

e étant la base des logarithmes népériens. 

Appliquant ensuite le développement e* = i + ^ 4 " “" *+* etc - au cas actue l > otse 
bornant aux V a , il trouve 

I = h [i + V—F ■+ i ( V“ — £ Ï 2 V)] ; 

d’où il tire, en mettant pourl 2 , dans le second membre , sa valeur approchée à s (i«f2Y), 
1 = A (i-J-*) + A(i-iA 2 )CY + £Y 2 ). 

Il est clair que V ne doit pas être confondu ici avec l’angle de la formule de d’Alembert. 

$ 3 . Méthode analytique d'Euler pour obtenir les expressions différentielles du mou¬ 
vement des nœuds et de la variation de /*inclinaison f de l’orbite lunaire 
( i re Th. L., p. i 3 ). 

Nous avons déjà fait voir, note II , , comment on arrivait aux deux premières 

équations du mouvement employées par Euler, qui ont lieu dans le plan de 1 écliptique, 
savoir d*x — xdÿ = — \Vd ?, 2 dxdp + xd'p = — \ Qdt\ ( Voyez la remarque de la 

p. 128 au sujet du £. ) . , . . 

La troisième s’obtient en considérant que la distance de la Lune a sa promotion ayant 
pour expression xtang + , sa différentielle seconde représente l'espace que la compo¬ 
sante R, qui agit suivant cette direction, fait parcourir an mobile dans 1.estant dt ; 

d’où l’on tire _ . 

d 2 (x tang 40 = — â B.dt % , 

ou d'x tang \J/ 4- 2 dxd (tang 40 + X( ^ ( tan 5 40 == ““ ï.Rdi*. 

Nous avons trouvé aussi, note I re , § 3 , là relation 

tang 4 = tang f sin (ç — vr). r 

« Comme l’astre, dit Euler, demeure dans lë même plan pendant l’élément dt du 
temps, on peut, en différenciant ia valeur de tang 4/, regarder les quantités t et f 
comme constantes, ce qui donnera 

d (tang 4) = dtp tang f cos (p ■—*■)• 

Cependant rien n’empêche qu’on ne regarde, dans cette différenciation, les quantités 
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* et f comme variables, ainsi qu’elles peuvent l’être par la suite. On tirera de là l'équation 
rf(tang^) = d (tang f ) sin (p w) -f* (c?<p — chr) tang p cos (<p_ T ). 

Cette valeur de c? (tang^), comparée à la précédente, donnera la relation 
<*-tang p __ </*■ 

tang f 


' tang (<p— tt) ' 

et comme le premier membre est la différentielle de logtangp, on voit que Jalons 
tude du nœud étant connue, on en déduira facilement l’inclinaison p à l’écliptique. 

Pour parvenir à celle-là, différencions de nouveau la première formule 
rf ( tang tang, co» (*-«-), en y faisant tout varier; nous aurons'. 

°“> en nleltant p° ur d ( tan s f) « valeur, et en réduisant, 

d‘ (tang+) = d‘<p tang, cos _ d<p . tang , sin 4. ^ tang f 

sin (<p— jt) 

Si l’on substitue ces valeurs de tang+ et de ses différentielles dans la troisième équa- 
uon du mouvement, elle deviendra ^ 

(d*x xc?ip 2 )tangp sin(p— *■)+(?dxd<p+ xc? J p)tang> cos(f-*-jr) -f- J -’^ 7rtan gP _____ 2 R ^ a 

sin (f—sr) * * 

et donnera, en substituant dans le premier membre , pour les quantités d>x — xdf, 

2 ( x <p xd <p leurs valeurs tirées des deux premières équations du mouvement, puis 
en tirant la valeur de dv , 

d* = ±di* Qp sin ($> — *-) -f- Qcos(p — *) — r- 5 —" 1 ; 

y *"* tang f J 

d’où l’on conclura celle de p au moyen de l’équation d ( log tang p ) = dv _ 

Telles sont les deux formules qu’il faudra introduire dans le calcuf ^/rem 

placer la troisième équation du mouvement, d’après laquelle la latitude devait être 
cherchée. » 

On voit qu’Euler, dont nous venons de rapporter l’ingénieux procédé, qui renferme un 
pnncpe devenu depms si fécond entre le, mains de Lagrange et des géomlL moderne»? 
n explique peut-etre pas assex clairement ce qui l’autorise à le suivre ; mais on peut faci- 
lement y suppléer par les considérations que Lagrange lui-même a établies dès 1765. 
(Yoy. Mise. Taur., t. III, pag. 3 a 3 ). 

La relation tang 4 tang p sin (f ») est l’intégrale complète de l’équation 
rf* (x tang r ) = o, puisqu’elle la rend identique, lorsqu’on suppose que les premiers 
membres des deux équations — xdÿ— — ± P dt\ a dxdç + xd'f = — \ Qdt’ sont 
, jarément, égaux à zéro. Les deux constantes p et 7r devant rester arbitraires, on 
peut es aire varier , et assujétir par là la valeur de tang 4 à satisfaire à l’équation diffé¬ 
rentielle complété. Mais comme il y a deux arbitraires et une seule équation, on peut 
disposer de l une des premières pour poser 1 équation de condition 

d ( tang p ) sin ( ç — *■ ) — die tang p cos (<p — ») = 0 , 
qui détermine la variation de l’une des constantes, lorsqu’on connaît celle de 1 ’ 
et qui simplifie la valeur de d ( tang 4 - ) , en exprimant quelle est la même ’ 

fasse varier ou non les constantes. 1 1 <I U ou Y 
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Comme on n’a plus, après cela, qu’une indéterminée dont on puisse proEter, on 
doit, en prenant la valeur de d 2 ( tang ^ ), différencier complètement celle de 
d (tang ), ainsi réduite. On obtient ensuite, par leur substitution dans l’équation du 
second ordre, l’expression de la variation de la seconde constante arbitraire; d où il 
résulte que l’équation tang tang p sin (<p —* ) , qui est l’intégrale complété de 1 équa¬ 
tion d 2 ( x tang 40 = o, peut aussi devenir celle de l’équation ^(artang^) = 5 R^* > 

pourvu qu’on y regarde les constantes comme variables , et qu’on détermine leurs diffé¬ 
rentielles au moyen des relations précédentes. 

§ 4 . Formule donnée pour la première fois par Mayer, pour déterminer directement la 
latitude (vqy. sa Theoria Lunæ juxta systema Newtonianum , p. 6 )• 

Les équations fondamentales du mouvement, dont Mayer fait usage, sont les mêmes 
que celles d’Euler, que nous venons de rapporter $ 3 , en y désignant par av la distance 
accourcie de la Lune à la Terre, par tp la longitude vraie, par l la latitude, et en divisant 
tout par a. L’auteur introduit ensuite, à la place de l’élément dt du temps, celui de la 

longitude moyenne <7 , en posant l’équation £ di 2 — (voy . pag. 45 , à la note) , 


où - est la distance moyenne du Soleil à la Terre, n le rapport des moyens mouvemens, 
S + T la somme des masses du Soleil et de la Terre, *• le rapport des parallaxes. Après 
avoir substitué cette valeur dans les trois équations primitives, il désigne par X, Y, Z 

les produits des forces P, Q, R d’Euler par le facteur j ^ obtient ainsi f 

en divisant par dq a , les équations 
_ d 2 v — vd<p 2 


r „ 2.dvd$-\- vd°-<? v d 2 (v tang/) 

- 4 -X, 0 =--h 1 , 0 —-- 


-f- Z tang /. 


—ï---f- yv , u =- , „ -r x » ^ —- » » 

dq 2 dq 2 d 9 

La seconde étant multipliée par vdq et intégrée, donne = e — fYvdq t 

e étant une constante. On tire de là , en faisant v = J' ex *dq = dp, 

% = 1 - -. (.a). 

dp e 

La première équation devient alors, en n’y regardant plus dq comme constant, 

1 j do dtp 2 . v 

° = r q ,l ^- v df+ x - 

M -, nn a = _Si*l’on substitue dans l’équation précédente 

mais on «1 x > d(J dp 

cette valeur et celle de dq , en y regardant dp comme constant, puis qu’on y remette 

pour — celle que donne l’équation ( a ) , on aura, en .divisant par e 2 x 2 , et en chan- 

dp 


géant de signe. 


d 2 x , X flPx V'x 

°=dr +x -7 ?—r + -?- 


CO ; 


la valeur précédente de P donne aussi 

o== rfp__X .oo- 

dp ex 3 . , 

Enfin la troisième équation, dégagée de la considération de dq constant, et divisée 
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lut 


d (*£l\ 

i , \ x J Z tang l 


*=*-$-* —S - + =^ 1 , 

edq edq e a 

ou en exécutant la double différenciation, en substituant, après la première , dp, regardé 
comme constant, au lieu de er’dç, et en remettant après la seconde, pour edq , sa valeur : 

o~**gs£>zspi.' 

d’où l’on tire, en remettant pour sa valeur tirée de l’équation (i), et en divisant par* 3 , 

o = + tang I + ÇZ^X) tang , _ îP^i/ + ZüîïïL?. (3) . 


Lagrange, dans sa pièce sur les Satellites de Jupiter, couronnée en 1766, employa 
aussi la troisième équation du mouvement à la recherche directe de la latitude, et 
d’Alembert lui fît honneur de cette idée, avant que la théorie de Mayer eût été publiée. 

NOTE VII. 

h quations di fférentielles du problème des trois corps, que MM. Lagrange 
et Laplace ont données et appliquées à la théorie de la Lune. 

§ 1. Equations fondamentales de /'Essai sur le problème des trois corps. 

Soient A, B, C les masses de trois corps qui s’attirent mutuellement; 
x, y, z les coordonnées rectangles du corps B autour de A; 
a?', y, z' celles du corps C autour de A, supposées plus grandes que celles de B; 
r, f, r" les distances entre les corps A et B, A et C, B et G ; 

.en sorte que l’on ait 

r — V^H-y+zS r'= y/HF+y'+z’*, =r /(*'—*)*+. (/_}')*+ 

Dans le mouvement absolu, le corps A serait soumis aux forces ^ > su i V ant la ligne AB; 
C AC 

pZ, suivant AC; et le corps B aux forces — , suivant BA; suivant BC. Dans le 
mouvement relatif de B autour de A, le premier corps sera soumis aux trois forces ——— , 

c c 

pr^pi' res P ectivement diri S ées suivant les lignes BA, BC et CA. Et comme les cosinus 
des angles que font les directions de chacune de ces forces avec l’axe des x , ont pour 
expressions — , — > pr> on aura > eu exécutant les produits, et en prenant avec le 

signe—les composantes qui tendent à diminuer x, l’équation du mouvement relatif 
de B, parallèlement à Taxe des x : 

16 
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I d*x , /A 4 - B C \ , r /i jJW —o- 

IF + \—-+7V X + C V* r'V 

on trouvera de même, par rapport aux deux autres axes, 

2 + (i$s + ï), + cG,-£)/-'. 

3F + + f 0 1 + c *' =0, 

Si l’on change B , x,y, z, r en C, x',y, a', ri dans ces équations , et réciproquement/ 
on aura celles du mouvement relatif du corps C autour de A, savoir : 

( 3F" + (^7^ + F 5 ) »' + B (?■“ ?î) 1 

Enfin si l’on fait x' — x == ari, / — .y =/, *' — *= *', on aura, pour exprimer le 
mouvement relatif du corps C autour de B, trois équations que nous ne poserons 
pas, pour abréger, et qui se déduisent des premières, en y changeant respectivement 
A, x, y, z , r en C, x",y", z", ri, et vice versa. 

3.r- x <? x +yd>y + zd^ y u% <£*-+,»»+rfg = u ,. 


i a l’équation= - 


si l’on y met pour , etc., les valeurs précédentes,, elle donne, en remarquant que l’on a 

, . , r* -4- ri*-— r"* 

=—-— • 


.«• 

Si l’on change successivement, dans cette équation, r, C, u en r, B, u' r ou r", A, u\ 
et réciproquement, on aura immédiatement les deux autres, où u' et u" désigneront 
les vitesses relatives du corps C autour de A et de B, de même que u est la vitesse 
relative de B autour de A. Il s’agit maintenant de les éliminer toutes trois, en substi¬ 
tuant leurs valeurs en fonction de r, ri, ri dans les équations précédentes. 

L’équation u a =-——-donne, en la différenciant, 

, dxd'x 4- dyd\ 4- dzd*z 

udu =- ifr -> 

•u, e n mettant pour , etc., leurs valeurs tirées des équations (B) : 

<***=- + f) rir (xVx+y<!y +z ' dz) - 

Lagrange suppose x'dx 4- ydy 4- ddz —- xdx' — ydy — zdz' = df ; 


r*4- ri 8 —ri* 

—,-“ a = °.(«): 


Lagrange supposi 



73 - TI - <? - ? = f- 
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f équation identique xx'+yÿ-\- zz'= -— lui donne alors , en la différenciant, 

x'dx -\-ydy + z ’dz = £ ( rdr + r'd/ — r"dr" -f- dp ). 

Posant ensuite, pour plus de simplicité , 

iC^+r^-r 2 ) = />, h(r*+r">— 7 2 ) = p \ i (r»+ /»—/») = p \ 

Il _ 1 _ 1 , j j 

73 — 73 — ?' r* — -pr 3 — q, — — ix q — q r q\ 

La valeur de zxdu devient, en y faisant ~ = I — q \ arrf r = ^ + ^ 

A+B+C , 

= - 2.--5- rdr + c [7'dp' - (7 - 7' ) dp” - qd ; 

•d’où l’on tire, par l’intégration , 

..a _ 2 ( A ”1— B -f- C ) f 

- -- f~ CQ , en supposant q'dp' — q" dp" — qdp = c?Q. 

L’équation (a) devient alors, en y substituant ces valeurs, et en faisant ^ = I—^(p'-j-p"). 

d a .r a A -f B + C , , 1 T 

Tdf -r- “H+Q) = o. 

On obtiendrait facilement les deux équations en 7 et r" de la meme manière; et quant 
à celle qui sert à déterminer p , on y parvient en différenciant la valeur de dp , et en 
y substituant pour d a x, d a x', d 2 y, etc., leurs valeurs tirées des équations (B) et (C), 
ce qui donne 

d ü p 

dfi -f Cpq — Bp'q' — A p"q" = o. 

§ 2. Équations qui déterminent, sous forme finie, les expressions des variations du 
rayon vecteur, de la longitude et de la latitude, dues à l’action des forces perturba¬ 
trices , telles que les a données M. Laplace. 

Conservons les notations de l’article précédent, en supposant que le corps B soit la 
Lune, et en substituant à C la lettre S, qui représente la masse du Soleil ; désignons de 
plus par R la quantité ? ( xx •+•yy 4 - zz') ___S_ 

r V(*'—*)■+ (/-J)’ + V-Z)‘ ’ et 

par p la somme des masses de la Terre et de la Lune ; les équations (B) deviendront 

«>•--s+^+O. «âv?+(g), •=ë+'f?+(g> 

Sil on multiplie la première par adr, la seconde par 2 dy, la troisième par 2 dz \ qu’ensuite 
on es ajoute, et que 1 on désigne par la caractéristique d mise devant R, la différentielle 
de cette fonction prise par rapport aux seules coordonnées x,y, z, on aura, après avoir 

intégré avec une constante ^, 

o= B ^ff+*‘ -g + e + a/Æ 


Si l’on ajoute l’intégrale précédente à la somme des équations (ô), multiplié 


î respective- 
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ment par x, y, z, on aura, en remarquant que 

xd *x+ydy + zd 2 z + dx'+ df + dz*=d ( xdx +ydy+zdz) = d( rdr)= >d.r>. 

° = 'ïSF -Ç + S +a - /im + x (Ë) + - y (<ÿ) + Z (^}' 

Soit lr la partie de r due à l’action du Soleil. Si l’on substitue r + r a “ lieu r 
dans l'équation précédente, les termes indépendans de l’action du So ei evron se 
détruire d’eux-mêmes, par la nature du mouvement elliptique, et 1 on aura, en neg îgean 
le carré des forces perturbatrices, 


(O- 


d 2 (rfr) , ft.rh- 
o=- 4 r-' +^- 4-2 


■>»+*©+>©+•©• 


Si l’on prend pour plan fixe des x, y un plan très peu incliné à celui de l’écliptique ; 
z sera de l’ordre des forces perturbatrices -, et puisqu’on néglige le carre de ces forces , 

on pourra négliger la quantité x (g). De plus. r e, * ne différant que de quantités de 

l’ordre z» de leurs projections sur le plan fixe, on peut les prendre les unes pour les 
autres , et supposer x = r cos v, y = r sin v , ce qui dorme 

x (e) r (^)’ 

par le procédé de la transformation des différentielles partielles, dont nous donnerons 

P 'cela a posé .TelTquations (6) multipliées respectivement par xy, x, et réduites en 

coordonnées polaires, au moyen de la valeur de r et de la relation . y-- 

rd*r — r^dy 2 r , 

dx 2 + dy* 4- dz 2 — dr 2 -f- r*dv a , donnent l’equation o _ r “ r \drj' 

Soit A, la partie de v due à l’action du Soleil ; l’équation précédente deviendra , en 
y substituant v+^au lieu de v , r + «JV au lieu de r, et en n’ayant egard qu a la 
première puissance des forces perturbatrices , 

r d> JY 4- JYrfV — z rïrdv 2 — zf'dvd.S'v ___ ryïr , /. 

o — —— - r d\r r * ^ dr ' 

et comme rds et rtfc s’y trouvent multipliés par tr on d tv, on peut y substituer 
ieursvaleurs elliptiques, données, pour l’un, par l'éq uation prece dente sans dermer terme; 
pour l'autre, par l'équation des aires, r‘dv — dt l/i“- °( l e). On o tient ainsi 

. - - Sÿt _ -A Üe4=il + -(f). 

on en substituant, an lien de sa valeur tirée de l'équation (c), 

df rd.S'r — irdr) ^ 3 * 0*0 _ ^' 4—1 + 6 fJR + 4' (£)i 

° =- d? ^ dt 2 dt 

d’où l’on tire, en intégrant et en faisant ^* == n a t 

_L=r+ £ /ndt./rffi+f/»*'<^)]i 

équation qui donnera la valeur de JV quand on connaîtra celle de J/. 
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Si l’on multiplie pour cet effet la première des équations (b) par rlr , en négligeant le 
dernier terme du produit, comme étant du second ordre des forces perturbatrices, et 
qu’on l’ajoute à l’équation (c) multipliée par — x , on aura, en intégrant, 

Si l’on change x en y et y en x dans cette intégrale, on aura la suivante : 

et si l’on ajoute la première de ces intégrales multipliée par y , à la seconde multipliée 
par— x , on aura 

rSr X -ÈL-= 2 Ïl = xJ -y dl + r(^)] _ yfxdt [a/HR + r (§)] ; 

d’où 1 on tire, en mettant pour x et y leurs valeurs approchées , r cos v et r sin v dans les 
termes où entrent les forces, pour xdy —ydx celle de r a dir dans le mouvement ellip¬ 
tique , et en faisant ft = n a a 3 , 

fr = -^L =={acosvfndt . rsin vj^2/JR-f-/^ï^J— Gs i n vfndt.rcos 

Enfin, pour déterminer les perturbations en latitude, il suffit de remarquer que la troi¬ 
sième des équations (ù) ayant précisément la même forme que l’équation (c), son 
intégrale aura aussi la même forme que la précédente , qui donnera immédiatement, en 

y changeant rlr en z ou en ris , et 2/JR + » en Qj-), 

ls = —j~== |“a cos vfndt . r sin v ^ 5 ^ — a sin v fndt . r cos v 

Les expressions précédentes de lr , Iv , Is sont celles qu’on trouve dans la Mécanique 
céleste, t. I, p. 258 . Les deux premières sont démontrées aussi dans les Mémoires de 
Paris pour 1785, p. 48 — 48 , et dans ceux de 1786, p. 244 » avec les seules différences 

que fi est alors pris pour unité de màsse, et que x , y , se trouvent 

tels qu’ils y entrent d’abord , sans qu’on les ait encore remplacés par leurs valeurs 
approchées en fonction des coordonnées polaires. 

§ 3 . Formules de la Théorie de la Lune , de M. Laplace, telles qu'il y est parvenu dans 
le t. II des Mém. phys. et math, de l’Institut, p. 147- 
Reprenons les équations (ù) de l’article précédent, en y faisant ft~ 1 , en prenant pour 
R une valeur de signe Contraire, et en conservant du reste les mêmes notations ; ajoutons 
les deux premières respectivement multipliées par —y et par x , nous aurons la suivante : 
J 2 y d*x /JR\ /Jft\ 

* di*-y u}) ~ y \fc) > p eut s ’ écrire ainsi : 

et qui, sous cette forme, n’exige plus qu’on regarde l’élément dt comme constant. 


P 1 
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Ajoutons ces mêmes équations multipliées, la première par x , la seconde par y , et 
mettons, dans le même but, le résultat sous la forme suivante : 


Enfin , multiplions respectivement les trois équations ( b ) par — xz, yz, x'+y > et 
nous obtiendrons, en ajoutant les produits, la formule 

= [(**+/>(g) y z (~)-™(^)]*••••(«•)• 

OÙ, de même que dans les précédentes, aucune différentielle n’est supposée constante. 

Il s’agit maintenant de changer dans toutes trois les coordonnées rectangulaires x , y , a 
en d’autres u,v,s, qui représentent l’inverse de la projection du rayon vecteur de la Lune 
sur le plan fixe des xy , l’angle que cette projection fait avec ce plan et la tangente de la 
latitude, de manière à transformer les équations différentielles (a) (a) (a").en d’autres 
qui soient propres à déterminer les nouvelles variables , et où l’on regarde l’élément dv 

comme constant. 


cos \T _sin^v 

Or, onax =—->y — ~Z > 


= i, et de là JC*-f y= — 2 , -ï. = tangv, r*=- 


xdx +ydy = — xdy—ydxz=- 


vds — sdu 


dx*-\-dy' 


-, ds = udz — u'z (xdx+ydy). 


Comme la différentielle comp’ète de la fonction R doit être la même, quel que soit le 
système de coordonnées par rapport auquel on la prenne, on a l’équation 

dy* + @ iy+ (S)^ = (Æ)‘ , “ + (fv)*+(?) * s 

■ i. on su b,titae dans le second membre, pour du, dv, ds, leurs râleurs en fonction 
M d dz tirées des relations précédentes, cette équation deviendra identique; les 
coeirtciensde ’dx dy, dz devront donc s'y détruire séparément, ce qui fournira les 
valeurs cherchées des différentielles partielles du premier système en fonction du second. 

L'équation (a) devient, en y substituant ces valeurs, d (^) = (j 7 )* ;d ' où r °-“ 
2 dv . 

tire, en multipliant par et en intégrant, 

A= V^T3)I 

h étant une constante arbitraire. 
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L’équation (e) donne aussi, en prenant la différentielle de edi, dans la suppo».- 

tion de dv constant, et en la divisant par edi ; 

/c?R\ dv 

d(u*dt) _ vW u* _ 

lf3r ~‘ C*’+-/(ï)îJ 

Les mêmes transformations opérées dans l’équation (a') la réduisent à 

(du \ . u'dv* -f du,* udt _T fdR\, ÆYl<fc- 

' u'dt 


U ut 

d’où l’on tire, en développant le premier terme, et en multipliant partout par , 
d > u du* dud(u*dt) u*dt* + SI. 

dë + u+ ^3é~"de edi' ^ (|+ ~ de Lvw T u V. JJ 

Or l’on a = — + ^ (aV ° . ; si l’on met, pour le second terme, sa valeur, et 

ur i on a ^ — u T u * dt » 

qu’on substitue l’expression qui en résulte, ainsi que celle deu a Jf, dans 1 équation prece- 

/y^Rx rfi/ 

dente, on aura, en multipliant de part et d’autre par h* + uj ^ J , 

»=(£+ u X ,, ‘ + 2 /(f• (/); 

éouation qui sert à déterminer l’inverse de la distance accourcie de l’orbite troublée, et 
de là, en substituant la valeur de u qu’on en déduit dans 1 équation (e) , 1 expression 
du temps en fonction du mouvement angulaire. 

Enfin l’équation Ça") devient, en y faisant les premières substitutions, 

• T 

ou en développant les deux premiers termes, et en multipliant par > 

d*s . ds d(u'dt) , sdu f (du d(u'dt) ^ __ d^T\ 

+ L\“ u ' dt ) udt J 

u'drrs (dK\. 1 ÆY1 
— \du) U a \ds JJ 

On voit que le quatrième terme du premier membre est identiquement nu *‘ ^ ^ 
met à la place des autres termes en dt leurs valeurs , et qu’on multip ie p ÜU 

qJ'~~ ï » c€tte ® ( l uat i° n 86 f éduit à la suivante : 

„ ( X'.)i> + -/® îk©-^©"-^®. 

' .ert à déterminer le mouvement en latitude. 
qll Les équations (e) (/) (g) forment un système complet de formules, que M. Laplace a 
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donné aussi dans le t. I er de la Méc. cél ., p. i 5 i, avec un seul changement, qui con¬ 
siste à prendre, au lieu de R, une autre fonction Q = ^ + R > dont l’introduction à la 

place de R a l’avantage de simplifier un peu les équations, en faisant disparaître le 
second terme de l’équation (f ), et d’exprimer, par des différentielles partielles de Q , 
toutes les forces qui agissent sur la Lime. C’est aussi sous cette dernière forme que M. La- 
place fait usage de ces formules dans la Théorie de la Lune, qui forme le livre YII de 
la Mécanique céleste. 

Dans le cas où l’on a R = o, les trois équatiqns précédentes deviennent 


*0 

La dernière étant satisfaite par les valeurs sin v et cosv, prises pour s, on voit immédiate¬ 
ment que son intégrale complète peut être mise sous la forme s=Asin(v/i— fi), A et fi étant 
deux constantes arbitraires -, c’est l’équation polaire d’un plan dont A est la tangente de 
l’inclinaison au plan des xy , et fi la longitude du nœud. 

L’intégrale de la seconde équation sans dernier terme étant aussi de la forme 

u = a sin (v_w), pour qu’elle devienne celle de l’équation complète, il suffit d’y 

ajouter un terme qui satisfasse à cette équation sans nouvelle constante arbitraire; or, l’on 
voit facilement que b \/1 -j-s 2 ou b l/i4-A a sin a (y —fi) remplit cette condition; et sa 
substitution au lieu de u, dans la seconde équation, donne b = ^ Si 1 on 

suppose ensuite a = , - e ■, e étant une nouvelle constante, l’intégrale complète 

" C 1 ~h 

l’équation dont il s’agit prendra la forme 


h 2 (î -{- a 2 ) 


C )/i -+-S* -+- e cos (v— 


Remarque. Euler a toujours donné, jusqu’à sa seconde théorie de la Lune, un coef¬ 
ficient i aux forces P, Q, R, et Mayer l’a suivi sur ce point. Yoici probablement à 
quoi tenait cet usage. 

Euler voulant dans sa Mécanique exprimer les vitesses par les racines des hauteurs, 
écrivait c= i/ë au lieu dec= I /“igi \ il prenait donc 2g = i , ou g = i. Ainsi la 
vitesse g acquise dans l’unité de temps étant représentée par -j, la vitesse acquise dans 
l’instant dt était £ dt. 

Or, en prenant pour unité de forces la gravité, on avait, pour une autre force P, 
produisant la vitesse dv dans l’instant dt , P *. i ” dv\ jdt \ d’où l’on tirait, à cause de 
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seconde partie. 

THÉORIES DES PLANÈTES. 
CHAPITRE PREMIER. 


Pièces d’Euler sur les inégalités de Jupiter et de Saturne . 


\ u milieu de ce nombre infini de points etmcelans dont la voûte céleste est parsemee , Détermination 
et qui gardent entre eux une position a peu près constante , un petit nombre d astres errans, ,ies planètes 
ou de planètes, semblent voyager dans le ciel avec des vitesses inégales jet chacun d’eux, q^^^*** 
après avoir successivement occupé tous les points d’un grand cercle de la sphère, revient 
au lieu d’où il est parti, au bout d’une certaine période de temps. Le bel éclat que 
jettent ces corps lumineux, leur proximité de la Terre, la nature et les rapports de 
leurs mouvemens , durent promptement fixer sur eux l’attention des observateurs. Cinq de 
ces astres furent reconnus dès les temps les plus reculés ; leurs distances mutuelles, et la du¬ 
rée de leurs révolutions furent mesurées. Mais les anciens crurent généralement, jusqu’à 
Copernic , que les planètes tournaient autour de la Terre comme centre ; ils représen¬ 
tèrent, jusqu’à Kepler, leurs inégalités périodiques par l’appareil illusoire et compliqué 
<J’un cercle excentrique chargé de plusieurs épicycles, et ne purent expliquer par là„ 
d’une manière satisfaisante , le singulier phénomène des stations et des rétrogradations. 

Newton , en démontrant la loi générale de tous ces mouvemens, fournit enfin un puissant 
moyen de les faire mieux connaître ’, il détermina avec précision les masses de Saturne 
■et de Jupiter (Princ., liv. III, prop. 8.), et il fit voir (prop. i 3 ) que dans les conjonc¬ 
tions de ces planètes, les forces d’attraction de Jupiter et du Soleil sur Saturne étaient 
dans le rapport de i à ai i *, et que la différence des attractions de Saturne sur le Soleil et 


sur Jupiter, était à la gravité de Jupiter vers le Soleil, comme les nombres 1 et 2409. Ce¬ 
pendant la petitesse des inégalités des planètes dues à leur action mutuelle, rendit long¬ 
temps les tables fondées sur le mouvement elliptique, suffisamment exactes pour les besoins 
de l’Astronomie •, et l’on n’eut recours à la théorie, que lorsque les observations eurent 
fait entrevoir des^anomalies dont elles ne pouvaient donner l’explication ni fixer la loi. 

Kepler s’était aperçu que les observations de Regiomontanus donnaient r pour Saturne Dceourerte 
et Jupiter, des lieux plus ou moins avancés qu’ils ne devaient l’étre d après les moyens 
mouvemens établis sur les observations de Ptolémée. Flamsteed remarqua, en 168a , Jupiter euleSa- 


que toutes les tables faites d’après les observations de Tycho donnaient trop de vitesse 
à Saturne et trop peu à Jupiter, ce qui indiquait un retardement dans le mouvement 
du premier et une accélération dans celui du second, devenus sensibles dans l’espace d’un 
siècle Halley fixa , par les observations, la première quantité à 1' 24” > e * la seconde 
à 36 ", pour le premier siècle , à partir de 1700 , et il admit dans ses tables deux équa¬ 
tions 'séculaires qui augmentent comme les carrés des temps , l’une de 9 0 i en deux mille 
ans , l’autre de 3 ° 49'dans le même intervalle. Il supposait aussi, de même que Jacques 
Gaasini, que les aphélies et les nçeuds de ces planètes étaient mobiles : celui-ci donnait à 


»7 


B ? 


Marc' e suivie 
par 'Kulér dans 
*4 pièce de x '48, 
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l’aphélie et aux nœuds de Jupiter de6 mouvenrtns directs par rapport aux équinoxes, 
montant à 5 f et à 24" par an , et supposait que ceux de Saturne avancent de x 18 , et e 
5 y" dans le même intervalle de temps. Enfin Lenxonnier avait vo, en 1 74 ^ > T 1 * 2 0 

servations indiquaient pour Satufrie une inégalité sensible, qui disparaît lorsque, se 
trouvant dans ses moyennes distances, il est dans une certaine configuration avec Jupiter. 
- Ce fut pour déterminer la cause de ces inégalités, et fixer leurs quantités avec p us e 
“* précision, que l’Académie des Sciences proposa pour sujet du prix fonde par • oui e 
de Meslay, quelle devait donner en 1748, une Théorie de Saturne et de upi er , par 
laquelle on puisse expliquer les inégalités que ces deux planètes paraissent se causer 
mutuellement , principalement dans le temps de leur conjonction. L Academie reçu 
trois pièces, et couronna celle d’Euler , qui était arrivée en août 1747, et qui fut im¬ 
primée séparément en 1749, ce qui la rend maintenant assez rare. 

B Euler commence ce Mémoire par exposer , dans une introduction , le cours de ses 1 ees 
s et le plan de son travail. Il montre que l’action de Saturne et de Jupiter 1 un sur autre , 
excède tellement celle des autres planètes, soit par la quantité de mahète , soit par la 
proximité, qu’on peut négliger les Forces qui proviennent de celles-ci dans la détermination 
des inégalités de celles-là II en dit autant de celles qui seraient introduites dans le 
«mouvement de Saturne par Wdérangemens qu’éprouve le mouvement de Jupiter, et 
réduit ainsi la question proposée à déterminer le mouvement d une pW qui est 
sollicitée , tant vers le soleil que vers une autre planète qui deent autour du SM une 
ellipse -conformément à la théorie de Kepler. Le même calcul peut alors s appliquer 
aux inégalités de l’une et de l’autre de ces planètes, èi il s’occupe seulement de celles 
de Saturne, comme étant les plus remarquables. « Pour peu, dit-il, qu’on s enfonce dans 
a cette recherche, on s’apercevra bientôt qu’elle est beaucoup plus diftifcile que celle du 
„ mouvement de la Lune ; je «ne flatte cependant qu’à l’aide de plusieurs détours analy- 

« tiques, j’en viendrai tellement à bout, qu’on ne trouvera rien à désirer au-delà.Je 

„ supposerai Saturne projeté sur le plan de l’orbite de Jupiter, et déterminerai à chaque 
„ instant sa distance accourcie z , sa longitude ç, et sa latitude 4 - > ceHe<â au moyen 

* du mouvement des nœuds et de l’inclinaison, selon l’usage des a^onotnes ; mai» 
„ coraine ü 3 erait trop pénible de surmonter toutes les difficultés à la Fois, je passerai 
„ par degré et je supposerai, îVles deux orbites tant dans le même plan que destitué» 

* dWntrterté, ce qui me fournira une espèœ inégalité dans le mouvement de Sa- 
„ turâe qui sera semblable à celle de k Lune que les agronomes appellent vernation. 
t a*. Laissant les deux orbites dans le même plan , et celle de Jupiter circulaire, 1 aurai 

* à l’excentricité k de-Saturne, et je déterminerai les nouvelles inégalités q ai en 
« résultent On sera peut-être surpris de voir que celles-surpassent considérablement 
w celles-de la première hypothèse. 3 -. Je supposerai l’orbite de Jupiter excentrique, telle 
« quelle l’est en effet, et cette circonstance fournira encore fie nome-lies inégalités, qui 

* même seront les plus considérables. Ç. Enfin, je considérerai l’inclinaison mutuelle des 

t> deux orbites., je montrerai «ju-eHe n’-a quUine tnffueuce .insensible sur ies uu-gà es e 
m la longitude, et je tarerai d’en déterminer tons les chamgemans wocessite , avec te 
y> mouvement de la ligne des nœuds qui en résulte, e , , _ , 

On voit, par cette courte exposition, où nous avons supprimé ce qui es re ati a io~ 
$uftisarxe de l’attraction newtonienne, dont il a -déjà -été question , co en a marc 
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ldi 


qu’Euler indique ici a de rapports avec celle qu’il a suivie dans ses Théories de la 
Lune. Les formules générales qu’il emploie, sans les démontrer , sont les mêmes, ainsi 
que les expressions des forces , et la méthode d’intégration dont il se sert est aussi tout- 
à-fait analogue. Les détails dans lesquels nous sommes entrés sur ces divers objets, dans 
la première partie de cet écrit, nous dispensent donc de suivre pas à pas notre auteur 
dans toutes ses opérations successives , et nous permettent de borner notre examen à 
celui des points sur lesquels ses théories sont différentes. 

Parmi un grand nombre d’idées neuves que renferme cette pièce d’Euler, dont la 
publication est fort antérieure à celle de tous ses autres travaux sur le problème des trois 
corps, l’une des plus remarquables est le procédé dont il fait usage pour développer 
l’expression de l’inverse du cube de la distance du corps troublant au corps troublé , en 
une série convergente, qui procède suivant les cosinus des multiples de l’élongation. 
Nous avons vu que cette distance inconnue, dont le cube entrait en diviseur dans les 
expressions des forces perturbatrices, devait être éliminée des équations du mouvement, 
afin qu’il n’y restât plus que les variables que l’on voulait déterminer; qu’il fallait poiir 
cela y substituer sa valeur en fonction des deux autres côtés du triangle formé par les 
trois astres et de l’angle compris; et que, dans le cas de la Lune, troublée par le Soleil 
dans son* mouvement autour de la Terre , le rapport des distances des deux premiers au 
dernier était une si petite quantité (environ un/^oo*) y que le développement, ordonné 
suivant les puissances de ce rapport, était très convergent. Dans le cas actuel, au con¬ 
traire, la distance-accourcie xde Saturne au Soleil étant à peine double de celley' de Jupjter 
au Soleil, on voit naître de là une grande difficulté, qu’Euler sentit, et qui lui fit craindre 
d’abord qu’il ne fallut, après la substitution de la valeur de la distance v de Saturne à 
Jupiter, garder dans le calcul la formule irrationnelle non développée, ce qui aurait 
rendu la solution impraticable (*) ; mais il ne tarda pas à s’apercevoir qu’il était possible 
de l’éviter par un heureux artifice, qui a été généralement adopté depuis, et qui, par sa 
grande utilité, est un des plus beaux titres de gloire de son inventeur. 

Supposons qu’on ait la formule irrationnelle ( 1—g cos* )”^ à développer, g étant 
une fraction assez près de l’unité ; Euler prescrit de le faire au moyen de la loi du 
binôme, en réduisant ensuite en multiples les puissances de cos*. Il désigne alors leurs 
coefficiéns par A, B, C, etc., et montre que leurs valeurs sont des séries qui suivent une 
loi régulière (**). Au lieu d’avoir à chercher péniblement la valeur de tous ces coeffi- 


(*) Désignons en effet, par «l’élongationde Saturne h Jupiter, et par-^lalatitudedecclui-làau-dessnssdu plan 


de l’orbite de celui-ci; on a = vw — 2 - - — îjï cos », ou en prenant pour y et * leurs valeurs 

moyennes a et/, et en faisant J, = o, . e = —: 

° i •+■ a* 

' *■(« — geosmÿ, d’où A «-!-j( i— gcos»)~ 


g étant £ peu près égal à-«. 

(**) On a 

(t— 5 cos«) ** = i+jg 


cos» -f- r -- 


- g 1 cos 1 » ■+. 


a » (i 

jU-^4- T .fit-*- Tt 


S * COSl»4-ctC. : 


1.2 u 1 . 2.3 

ce qui donne, en développant les puissances de cos», une série delà forme A -+-B cos» -f-Ccosa» + 
D cos 3» 4- etc., où l’on a 

. , . , 4 V B-jtjrft I 3 m4-i.^ 4-2 N 

A = , + + 4‘S i.a. 3 .4 ~3—S’+etcJ,etc. 


Méthode qn’il 
donne pour le 
développement 
des fonctions ir¬ 
rationnelles. 
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ciens , Euler donne un moyen de les obtenir tous en fonction des deux premiers , par 
des relations successives. Il y parvient à l’aide d’une équation différentielle , qui devient 
identique, indépendamment de lorsqu’on y fait les substitutions, et qui donne alors, en 
égalant séparément à zéro les coefficiens des sinus de chaque multiple de « , des équations 
pour déterminer chacun de ces coefTiciens en fonction des deux precédens ( )• 
Détermination La difficulté est donc réduite à déterminer les valeurs de A et B par une approxima- 
mierscoeffidens tion suffisante. Euler donne pour cela plusieurs méthodes sans les démontrer -, une 
consiste à regarder A, B et g comme variables ; mais elle le conduit a une equa 10 
dont il dit n’avoir rien pu tirer. La plus sûre, ajoute-il, serait de sommer un certain 
nombre de termes, par exemple 10, depuis le commencement des séries, et de représen¬ 
ter A ou ï B par cette somme, plus le produit du terme suivant, par une suite qu’on peut 
regarder comme récurrente ou résultant du développement d’une certaine fraction. Enfin, 
il indique une autre méthode fondée sur la division d’un angle droit en autant de parties 
qu’on veut, et sur une propriété des sinus de ces parties, qui a un grand rapport avec 
les suites qui expriment A et ^ B ; il donne alors, sans démonstration, en appelant q l’angle 
droit des expressions approchées de ces coefficiens dont la loi est facile à saisir (**)• 
a , Euler aDDlique ensuite ces procédés , dans sa première approximation , au développe- 

à Ia P Î.S°de t de fi — ffcos en faisant dans les formules /» = £; il convient qufe la série 

6aUUnC ‘ qu’on trouve ainsi pour le facteur irrationnel n’est pas d’abord très convergente ; mais il 
montre dans la suite du calcul, que les intégrations lui font de plus en plus acquérir 
cet avantage; observation très importante, qui lui est entièrement due (ainsi que d’A- 
lembert le reconnaît, Rech., t. II, p. 81 ), et qui lui permet de ne garder qu’un petit 

(i —gcott)~b/*e*ioti.s = o, 

qni donne, en y substituant pour s b sérié indéterminée qui l’exprime, « pourla dérivée de cette Ta* 
leur, les relations 6D-(a-K^ Ç. «te. 

c = * E “ fr»' 

{**) Ces valeurs sont 

A = : / +* * I,)-*}, B=;.i v {(-*■•" ïO'T 

«t >1 en donne d'autres analogue, et plus eiactes. tuais plus longues, en fonction de 4 1 > t,n g?’ L » 
première de celle. rpre non. renon, do pose, s'oL.i.n. en changeant alternativement .en 30» + . et D»'— 
dans!» formule cos .)*" = A + Bco. . + Ceo.,. + etc., et » supposant, après avoir ajoutd 

1 îltats » — lq, puis en négligeant les termes du second membre qui suivent le premier, à cause 
de leur petitesse. (Voyeale Ode. inlégr. d'E>l . t. I, cbap. VI, «t le grand Tr.iU de «.Lacroix, 

•' La* comparaison des deux séries ,ni expriment A e, B fondit une ** 

• nier, lorsqu’on regarde A, B et* comme cartable. ; on a alors I erprauo» d.ïs 

B dg + = * S 'dA 4- *ngAJg, 


B = a{A* + ( -£jp- , /A«d e }- 


d’oi» l’on tire en intégrant, 
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nombre de termes de ce développement, dans les expressions finies des variations du 
rayon vecteur et de la longitude. Il supposez =f (i -f- nr ) , dtp = mc?Ç -f- ndx , £ étant 
l’anomalie moyenne de Jupiter, et obtient deux équations : l’une du premier ordre en x 
par rapport à \ , l’autre du second ordre en r par rapport à », dont l’intégration par les 
séries lui donne la valeur de r, et de là celle de or. Dans sa seconde approximation, Euler 
a alternativement égard à la première puissance des excentricités k et e des orbites de Saturne 
et de Jupiter, en prenant pour variable indépendante, tantôt l’anomalie excentrique q de ce¬ 
lui-là, tantôt celle de Jupiter p; ce qui lui donne, dans l’un et l’autre cas, pour , outre la 

partie qui a ( 1 — g cos») * en facteur, un autre terme multiplié par (1 —g cos »)”* (*). 

Il emploie alors, pour développer ce dernier, le même procédé dont il a fait usage pour 
l’autre, en prenant pour le facteur irrationel une série de la forme P -f- Q cos» 

-4-R cos 2» - 4 - etc., et en déterminant P et Q au moyen des formules précédentes , en y 
faisant ft = f. Cette difficulté étant surmontée , la petitesse des excentricités et des in¬ 
clinaisons des orbites planétaires, comparativement à celles de la Lune, simplifie le 
problème , en lui permettant de négliger un beaucoup plus grand nombre de termes ; et le 
rapport de la longitude à l’anomalie lui donne un mouvement de l’aphélie précisément 
le même que celui des Tables de Cassini. 

C’est dans la recherche des inégalités du mouvement de Saturne qui viennent de l’ex- Enler trouve 
centricité de l’orbite de Jupiter, qu’Euler, pour intégrer les deux équations difrerentielles cle dan* rime- 
du second ordre, qui servent à déterminer les parties r et x de la distance accourcie 8 ra * e - 
et de la longitude qui sont dues aux forces perturbatrices, suppose un terme Qecos (« —p) 
dans le développement indéterminé de r, et trouve ensuite, par la substitution et la 
comparaison, que le coefficient de ce terme est infini, u C’est une preuve, dit-il, qu’outre les 
r termes déjà introduits, il en entre, dans la valeur de run autre de la forme Tepsin (•—p) 
n qui renferme un angle absolu , et qu’il faut ajouter à la valeur supposée pour r; l’équa- 
r> tion différentielle en d*r contiendra alors le terme — amTe cos ( « — p); et puisque 
v ceux en Q se détruisent, on tirera la valeur de T par la substitution, en égalant à zéro 
n la somme des coefficiens de cos (« —p) ; ainsi la lettre Q n’entrera plus en consi-- 
« dération, elle sera nulle ou indéterminée. r> Euler attribue principalement aux termes 
de cette espèce , qui croissent à chaque révolution, les dérangemens singuliers observes 
dans le mouvement de Saturne, et il regarde leur détermination comme étant trop 
délicate pour qu’il ose s’y hasarder par la voie de l’approximation; il remarque, au 
reste, que le dérangement de Jupiter par Saturne pourrait changer beaucoup la valeur 
de Q, parce que si l’on avait, par exemple, t/Ç = idp, i surpassant un peu l’unité, 1 inté¬ 
gration donnerait au lieu du diviseurm 9 — m 9 , celui-ci (i — 1 — m) 1 — m* , qui ne serait 
plus nul, mais seulement très petit. C’est, en effet, pour avoir négligé cette action 
réciproque des planètes l’une sur l’autre , et n’avoir pas eu égard au mouvement de 

( ♦) Si l’on suppose Z =/(l - 4 - A COS q), y = a, on obtient, en faisant toujours 4 = °>/= —^7=$, 

= [( 1 —£C0S»)+£*(*—c°s*)c°S7]“ *= jr (1—£cos» ; “ * — ÿ (i— geote) a (*—cos«)cosq+ etc. 

On parvient à la même expression lorsqu’on suppose 2 =/, y =a (1 +e cosp), avec la seule différence 
que la quantité ecospQ—cos»^ remplace le facteur h cos q (x — cos ») du second terme. 
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l’aphélie de Jupiter, qu’Euler a trouvé d’abord, dans les valeurs des variables, ces termes 
contenant des ares de cercle, qui rendent la solution fautive, et qui ne doivent réellement 
pas y entrer, ainsi qu’il l’a fait voir lui-même depuis. 

Nœn<ls et Euler passe ensuite aux variations de la longitude du nœud x et de l’inclinaison f , 
inclinaison. ^ ^ donne, sans démonstration, les expressions générales -, il obtient, en les dévelop¬ 
pant et les intégrant, pour x , un terme constant qui lui montre que le lieu du nœud 

de Saturne* rétrograde par rapport aux étoiles, d’un angle de X 36 o®, ou 

de 8 ' 47" par révolution, c’est-à-dire de 18" par an, ce qui donne à ces mêmes noeuds 
un mouvement direct de 33 " par an, par rapport aux équinoxes ; ils sont soumis de 
plus à des inégalités périodiques qui peuvent monter à 3 ', tandis que l’inclinaison 11e 
varie que de 5 ". Il parvient aussi, d’après la même théorie, à la détermination desmouve- 
mens des nœuds de Jupiter sur l’orbite de Saturne, et de ceux de Mars, Vénus et 
Mercure, par rapport à l’orbite de Jupiter; il montre que le plan de l’écliptique doit 
aussi être mobile, et évalue, dans une table, la quantité dont la latitude de chaque étoile 
doit changer en vertu de ce mouvement, pendant le 18 e siècle. D’Alembert lui a re¬ 
proché (Rech. , t. II, p. 101) d’avoir déterminé le mouvement des nœuds et l’incli¬ 
naison variable de l’orbite de Saturne, par rapport au plan de l’orbite de Jupiter qui a 
un mouvement très sensible, au lieu de le faire par rapport à un plan fixe passant par 
le centre de la Terre , et qui diffère toujours très peu du plan de l’écliptique ; ce qui a 
l’avantage de faire servir les calculs pour un long espace de temps, et de pouvoir le* 
appliquer à toutes les planètes avec une égale facilité. 

Comparaison Euler examiné enfin, dans les chapitres 7, 8 et 9, jusqu’à quel point les dérangemens cal- 
fvcc 1 ks^oUer- cu l® s sontd’accordavecles observations. Rapplique, àlacorrection des élémens des tables. 
Tâtions. la méthode des équations de condition , dont nous avons déjà parlé , en remarquant qu on 

doit, pour cet effet, choisir les observations où la plupart des lettres inconnues s’éva¬ 
nouissent par la combinaison des équations qui en résultent, de manière qu il n en 
reste qu’une ou deux à déterminer à la fois ; il cherche aussi à combiner les équations 
de manière à ce que l’inconnue dont on veut fixer la valeur ait le plus grand coefficient 
possible, en convenant que sans cette attention les erreurs de l’observation et du calcul 
peuvent se multiplier par ce procédé. Après avoir ainsi déterminé les corrections de* 
élémens, et les coefficiens des termes incertains, il montre les changemen* qui doivent 
en résulter dans les tables de Cassini, et donne, dans un Supplément , la comparaison 
de quelques observations avec le calcul fait selon ses nouvelles tables; l’erreur ne sur¬ 
passe que fort rarement 5 ', au lieu de monter à 20' comme dans les anciennes. Il fait 
voir aussi comment An peut se débarrasser tout-à-fait de l’équation—Q cos (« — p) en la 
comprenant dans l’équation du centre dont elle suit la loi et qu’elle diminue ; mais 
d’Alembert a remarqué ( Rech. , t. II, p. 96) que cette méthode était limitée, puisqu’on 
y supposait— cos(* — p) = sia q , ce qui n’a lien que dans le cas où l’on a sensible¬ 
ment « — p—q- f* 90°. 

jHffrmrnt L’Académie des Sciences s’exprime ainsi, en couronnant ce beau Mémoire, et en faisant 
No'imuT"* une mentiOn honorable de celui qu’elle avait reçu aussi d’un auteur anonyme : « Quoique 
qa'dle propose „ ces deux ouvrages , et sur-tout celui qui remporte le prix , soient remplis des plus pro— 
* n fondes recherches, et dignes des plus grands éloges, il nous a paru que les auteurs 
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» auraient pu tirer encore un «plus grand, parti de leur travail, soit pour donner un nou- 
n veau degré de perfection aux solutions des problèmes relatifs à la matière proposée, 

« soit pour procurer , au moyen de ces solutions et d’un meilleur choix d’observations , 
u de nouveaux secours à l’Astronomie, ou jeter un plus grand jour sur le mécanisme des 
n corps célestes. Il ne suffit pas d’ailleurs, dans une matière aussi épineuse, de se 
p rendre seulement intelligible à ses juges ou à ceux qui ont déjà résolu les mêmes 
p questions, mais il faut encore, pour contribuer de tout son pouvoir à l’avancement 
p des sciences , se mettre à la portée du plus grand nombre de lecteurs qu’il est possible, 
v en énonçant au moins les principaux raisonnemens , et en indiquant les plus difficiles 
« opérations des calculs. Ces motifs, joints à l’importance et à l’étendue de la matière, 
p ont engagé l’Académie à proposer le même sujet une seconde fois, pour le prix 
p de 1750, et elle croit devoir exiger des auteurs qui travailleront désormais pour ces 
p prix, qu ils entrent dans fin détail suffisant sur la démonstration de» propositions qui 
« serviront de base à leurs théories, p 

Le prix proposé pour 1 y 5 o ne fut décerné qu’en 175*, et ce fut encore Euler qui le rem¬ 
porta. L’académie accorda l’accessit à une pièce du père Boscovich , qu’il publia à Rome 
en 1756, etfit imprimer celle d’Euler dans le tome VII des Pria:, qui n’a paru qu’en 1769. 

L’auteur commence d’abord ce Mémoire par montrer , selon sa coutume , les défauts ^P'èççd’Euler 
de la marche qu’il avait suivie dans le précédent - , il convient quelle conduit à des calculs 
rebut&ns , et quelle laisse toujours des doutes sur la suffisance des résultats, d’autant plus 
que les inégalités de Jupiter et de Saturne sont tellement liées ensemble , qu’il est impos¬ 
sible de les bien déterminer séparément - , il croit cependant pouvoir ee dispenser de 
revenir sur la recherche des inégalités du mouvement des nœuds et de l’inclinaison des 
deux planètes, qu’il pense avoir déjà suffisamment développée; il ne considère alors que 
les deux premières équations du mouvement de l’une et de l’autre planète, en remarquant 
d’abord qu’il faut perdre tout espoir de pouvoir les intégrer rigoureusement, et que lors 
même qn’on serait assez heureux pour y parvenir, les intégrales seraient si compliquées, 
qu’elles Rapporteraient presqu’aucun avantage pour l’usage de l’Astronomie , et ne dé¬ 
penseraient pas de recourir à des approximations propres à ce dessein. 

Ayant quatre équations du second ordre, leur intégration doit faire naître huit cons- ^ Introduction 
tantes arbitraires. Il fait voir qu’on en déterminera quatre par la conditionne si l’on artificielle. * 
suppose les longitudes vraies 1 et 6 respectivement égales aux moyennes p et q , pins des 
quantités P et Q , celles-ci ne renferment ni des constantes , ni des termes de là forme *p 
et bq ; que deux autres seront fixées par la valeur des excentricités tirée des observa¬ 
tions , et qne la détermination des deux dernières dépendra de la condition que l’ano¬ 
malie soit comptée depuis f aphélie. 11 montre que tout le succès qu’on peut se promettre 
des operations suivantes dépend presque uniquement de la nature des variables qu’on 
introduit pour les distances x et y des deux planètes au Soleil, et que celles -èî dépen¬ 
dant des anomalies aussi bien qne de l’élongation^ lorsqu’on emploie, selon l’usage , l’une 
des trois anomalies, la vraie, la moyenne ou l'excentrique, leurs élémens n’ont aucun 
rapport constant avec celui de l’élongation « ; ce qui produit de grandes difficultés pour 
chaque différenciation ou intégration. Il propose alors de se servir d’une nouvelle espèce 
d’anowalie qui soit telle que sa différentielle ait un rapport constant avec rf*. il désigne 
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par r et s celles de Jupiter et de Saturne, prises de manière que l’on ait dr = i 
ds =»At/», * et A étant constans; il suppose dp = td*, dq == ntd *, f étant variable, 
n constant ; et la substitution de ces valeurs faisant entrer 1 élément du dans^ tous les 
termes dépendant des forces perturbatrices, qui restent sous le signe /dans les équations 
différentielles, et qui contiennent les sinus ou cosinus des multiples de », permet de les 
intégrer directement lorsqu’on y a mis pour les distances leurs développemens. 

Euler considère ensuite séparément, comme dans sa pièce de ) l es inégalités 

qui dépendent de la distance apparente Vdes deux planètes vues du Soleil, ou de 1 ex¬ 
centricité de l’une et l’autre orbite. Il emploie le même procédé pour développer les 
facteurs irrationnels, sans entrer dans aucun détail nouveau à ce sujet, et en se con¬ 
tentant des cinq premiers termes de chaque suite ; et il intègre aussi les équations par les 
séries, en exécutant à la fois les mêmes opérations sur les équations relatives à Jupiter 
ou à Saturne. D’Alembert a remarqué (/iecA., t. I,*p. 112) qu’Euler avait fait une 
espèce de méprise dans sa première pièce, en supposant, dans la recherche des iné¬ 
galités de la première classe , que les orbites des deux planètes seraient circulaires sans 
leur action mutuelle. Euler s’exprime plus clairement à ce sujet danft celle-ci, pag. 19, 
u <^uand je conçois que les deux orbites n’aient pas d’excentricités , il ne faut pas s’iraa- 
„ giner qu’elles seraient circulaires si l’action mutuelle des planètes s’évanouissait mais 
„ j’entends par là l’état où elles se trouvent effectivement en s’attirant l’une l’autre, et où , 
n quoique les orbites ne fussent pas excentriques, leurs distances au Soleil ne seraient 
n pas constantes, puisqu’elles renfermeraient des parties qui dépendraient de l’angle m ; 
n mais celles-ci étant déjà multipliées par les masses, seront cependant assez petites pour 
r» qu’on néglige leurs produits par ces masses, n L’auteur parvient ensuite à des expres¬ 
sions qui lui montrent que les inégalités qui dépendent de « , dans le mouvement de 
Jupiter, sont beaucoup plus grandes que celles de Saturne. La considération de 1 excen¬ 
tricité k de l’orbite de celui-là, amène dans la valeur supposée pour le rayon vecteur 
de celui-ci, un terme » cos(« — r), dont l’argument exprime à peu près la distance 
de Saturne à l’aphélie de Jupiter, et dont Euler trouve le coefficient si grand, qu il n est 
pas permis de le confondre avec les autres. 

Euler trouve Passant de là aux inégalités provenant de l’excentricité de Saturne, il introduit dans l’ex- 
r e n coXien d t«! pression indéterminée de la distance de Jupiter au Soleil, un terme delà forme i/cos (•+*), 
imaginaire. et ^ r6j pag e 55 , de sa substitution, Une équation qui dortne pour b une valeur imaginaire, 
quand on y suppose, avec Newton, les masses de Jupiter et de Saturne respectivement 
1067 et 3 oai fois plus petites que celle du Soleil (*). Un petit changement dans ces valeurs 
suffit pour rendre les racines égales, et donne b= j ; mais Euler n en trouve pas moins très 
remarquable que la valeur de b pût devenir imaginaire, et il ajoute que, « dans ce cas, on 
„ serait bien embarrassé de déterminer le mouvement ; car ce serait une marque qu’aulieu 
„ des cosinus des angles, il faudrait introduire dans le calcul des quantités exponentielles, 
auxquelles se réduisent, comme on sait, les cosinus imaginaires.Dans l’état où se trouvent 
v) Jupiter et Saturne (dit-il, pag. 77J, il me semble que la recherche de leur mouvement 

(*) En effet, l'equation qui donne la valeur de b devient, lorsqu'on prend = 0,353 pour le rap¬ 


port des masses, 

b' = 0,906 b — o,35, 


b = o,453 


d’où l'on tire 
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l» est en quelque sorte proportionnée aux bornes de nos lumières, puisqu’un petit chan- 
» gement fait aux valeurs des masses, dans la détermination de b , fait éviter les angles 
n imaginaires, et ne saurait produire une erreur sensible dans l’espace de quelques siècles; 
n mais si les orbites des deux planètes étaient plus proches entre elles, ou que leurs 
n masses fussent plus grandes, le problème deviendrait peut-être impossible a résoudre, 
n II en serait de même pour la Lune, si sa distance à la Terre, son excentricité ou son 
n inclinaison étaient plus grandes quelles ne le sont.... Il semble donc que le Créateur 
n a voulu tellement arranger ces objets de nos recherches, qu’ils ne surpassent pas en- 
* fièrement nos forces, de sorte que nous puissions approcher de plus en plus, à mesure 
r» que nous avançons dans les sciences, sans pourtant que nous soyons jamais en état 
» de les atteindre parfaitement, n 

Euler examine ensuite, § 7, les inégalités qui dépendent de l’une et L’autre excen- Impaluecon- 

0 ^ r .. • J' J J 1* 1 sidrrablcqindc- 

tricité à la fois; il ne trouve de quelque conséquence que celle qui aepena ae 1 angle pend du produit 

(0—r+s), dont lerapportde la différentielle à d*, ou 1—devient presque égal àzéro, cxccuirici 

ce qui rend très grands les termes qui en résultent pour les longitudes ; leur détermination 

faite séparément lui donne -f- 5 i45o kl sin (»—r-f-s) pour ces ternies, dans le cas de 1 une 

et de l’autre planète ; et comme l’angle 0 — r -f- s et son sinus sont a peu près constans, 

quelques grandes que soient ces valeurs elles se confondront avec la longitude moyenne, 

et ne troubleront le mouvement qu’autant que l’angle 0 — r -f- s deviendra sensiblement 

variable. 

L’auteur consacre l’article suivant à des réflexions sur les anomalies de Jupiter et de ^ Pro«ccdc dEo» 

Saturne. u On sera bien surpris, dit-il, que je vienne de trouver des inégalités aussi ner >, j a forma 

„ considérables que l’équation du centre des deux planètes, provenant de l’excentricité 
r) de l’une ou de l’autre orbite , et qui peuvent monter à plusieurs degrés, et je ne doute ces ibns^ca» 
„ pas qu’on ne regarde cette double anomalie comme un grand défaut de ma méthode ; 

„ ma i s je dis d’abord que s’il n’y avait point d’autres inégalités que celles-là, le mouvement 
» des deux planètes serait parfaitement conforme aux règles de Kepler. En effet, l’excen- 
v tricité k de Jupiter donne à sa distance x la forme c(i 4 - k cos r), et à celle da 

* Saturne y la forme e [ 1 -f- mk cos (• — r)] ; l’orbite de Saturne devient donc déjà 

* très excentrique, et cette excentricité demeurerait la même quand 1 action mu- 

a tuelle des deux planètes s’évanouirait . pourvu que les lettres fc et », qui indiquent 
n le rapport de leurs masses à celle du Soleil, conservassent, en s’évanouissant, le 
a même rapport.... Mais Saturne se trouve avoir aussi une excentricité et un aphelie 
fl particuliers ; ces deux excentricités se réunissent alors en une seule, et i y a 
a deux anomalies , l’une qui regarde l’aphélie de Jupiter , 1 autre 1 aphélie e a- 
A turne, de manière que si 1 et 0 désignent les longitudes de ces deux planètes, p et r 

a celles de leurs aphélies, onax=c[i + fe cos(* — p) b l cos(«? O 3 » 

^ y__ c £i4-/cos(P—-«r)-f-«àcos (fl—p)3-Or, je dis que cette double anomalie produira 
a le même effet que si chaque planète , selon les règles de Kepler, n’était assujétie qu’à 

une seule anomalie que je nommerai apparente, qui serait celle qu’on découvre par les 
„ observations,et qui donnerait* = c[i+Kcos(,-R)],y=e[i-|-Lcos(8._S)]. n 
La démonstration de cette proposition consiste à comparer ces nouvelles expressions aux 
précédentes, et à montrer quon peut, en éliminant » et t, trouver pour K, L, tangR, 


A fédération 
des moyens 

tuouveuiciis. 
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tang S , des valeurs qui satisfassent aux relations qui résultent de cette comparaison (*), 
Euler tire ensuite de la différenciation de ces valeurs, par rapport à f et à r, les expressions 
des variations dK , dL , dR , dS , qui proviennent des accroissemens annuels de p et de r ; 
et comme ceux-ci sont connus , il détermine par là la diminution annuelle des excen¬ 
tricités des deux orbites, ainsi que le mouvement direct annuel de leurs aphélies, 
qu’aucune autre méthode n’avait pu , dit-il, faire découvrir encore ; et il trouve les ré¬ 
sultats bien d’accord avec les observations (**). 

L’auteur reprend alors l’examen des termes qu’il a obtenus, et dont l’argument est 

«—r-f-s ou p — <r. Si cet angle était constant, il n’en résulterait aucun dérangement dans le 

mouvement des planètes, parce que les termes dont il s’agit seraient détruits parles cons¬ 
tantes qui proviennent de l’intégration des expressions différentielles des longitudes ; mais 
l’angle p — r décroissant de 4" par an, ainsi qu’il vient de le voir, la variation annuelle de 
l’inégalité, qui a pour expression-+- 5 1 45 o kl sin (p — r)sera — &/cos(p— r), ce 

qui lafaitmonterà 4 - 5355 "en 1701, lorsque l’on prend l’année 1700 pour point de départ, 
et que l’on fait p— <r= 6 s i 5 ° 27'. Cet accroissement ne troublerait pas non plus le 
mouvement s’il demeurait toujours le même; mais comme après neuf siècles, où l’angle 
p — s-serait diminué d’un degré, l’accroissement annuel deviendrait 5355 " -f- 25 ", on 
voit résulter de là une équation séculaire qui monte à a' a 3 " pour le premier siècle. Euler 
trouve que cette correction est la même pour Jupiter et pour Saturne, et que, dépendant 
d’un angle qui change de signe dans l’espace de cent cinquante siècles, elle se trouve alter¬ 
nativement positive et négative; il conclutde son existence, que le mouvement moyen actuel 
des deux planètes devient continuellement plus rapide, ou que leurs temps périodiques sont 
diminués; il donne unetable des corrections des longitudes moyennes de Jupiteretde Saturne, 
de lyooà 1870, calculée de dix en dix ans, sur Te mouvement moyen de 1700; et comme 
les distances moyennes doivent varier avec les temps périodiques, il trouve dans leurs ex-» 
pressions des termes séculaires , comme dans celles des moyens mouvemens , et il en con- 


(*) En effet, si, après avoir respectivement égale ces différentes valeurs, on les développe et on égale 
Séparément à zéro les coefEcicns des sinus et cosinus de s et 9, on obtient les relation* 
k cos p + bl cos 9 = KcosR, Atinp -f- A/sin 9 = KsinR , 
lco»r+ ahcosp = LcosS, /sin 9+ «Asin p= L sin S, 
d'où l’on tire, par l'élimination, 

K* — A*-+-A*/* + aAA/ cos (p — 9) , L* = l* + cos (p — 9), 


_ A sin p ■ 
tang R = -r - 

° A cos p 


- bl sin 9 


tang S = 


l sin r-\- ttk sinp 


- bl cos r ’ ~ l cos e- -+■ ah cos p 

(**) Les valeurs précédents donnent, en les différenciant par rapport à p et 9, et en effaçant respec¬ 
tivement des deux dernières les diviseurs cos» R, cos’ S, dans le premier membre, ou leurs valeurs dan* 
le second, 


„ r bkl(dp—d9)s\n(p — 9 ) 

dK — K. 

„ k’dp +b*l , d9+bkl{ dp + d9)co* [f—9) 

_-K» ’ 

Les deux dernières peuvent se réduire A celles-ci : 


__ ahl [dp — d 9 ) sin f p — 9) 

» bd9 -1- a'h'dp -f- ahl (dp -f- Je-) cos [p —<r) 

S- D -- 


«*R = ^ (dp -f. dd) — ~ (d9 — dp) -g-j—— , dS = - (dp+ dd) 


. , />—*«A» 

(da-d,)—^ - 


Euler supposant alors dp = 60", dir~ i'4"> * = 1 ^ > A =r i, obtient 1Æ = 35 w , adL—1" i5 w ,rfR—55", 

dS = i' 8", les denx dernières quantités représentent le mouvement direct annuel des aphélies de Jupiter 
et de Saturne . et les deux premiéies, la diminution annuelle de la pKi* grande équation elliptique de l’une 
et de l'autre orbite. 
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dut que la distance de Jupiter au Soleil augmente , tandis que celle de Saturne diminue. 

Nous verrons par la suite que ces résultats manquaient de justesse , et que c’est probable¬ 
ment pour n’avoir pas assez bien distingué les termes séculaires des périodiques, qu’Euler 
a pu y être amené. 

Il s’occupe enfin, dans le § i o, de rassembler toutes les autres inégalités qu’il a trouvées. Résultat de r e 
Les valeursde x,y } i et 6 se composent alors de termes elliptiques calculés sur l’excentricité lrav ‘“ I d Euler * 
et le lieu de l’aphélie apparens, et de termes multipliés par ft ou », dont quelques-uns 
étant indépendans des excentricités , forment la variation des deux planètes, tandis que 
les autres ont des coefficiens dépendant des excentricités et des longitudes vraies de 
l’aphélie qu’on peut conclure des apparentes. Euler fait voir qu’il est permis de prendre 
à volonté, pour r et s, les anomalies moyennes, excentriques ou vraies, qui résultent 
des aphélies vraies ; parce que , les coefficiens étant toujours les mêmes , la diffé¬ 
rence ne paraîtrait que dans les termes suivans , qui contiendraient le double ou le triple 
des anomalies r et s , et que l’on peut négliger. Il se contente de donner ses formules, 
sans entrer dans le détail de tous les calculs en nombres et de la construction des tables. 

CHAPITRE IL 

Premières recherches de d’Alembert sur la théorie des planètes. Piece 
A Euler sur les inégalités de la Terre. Mémoire de Clairaut sur ce sujet . 

(jLAIRAUT, dans son Mémoire sur le Problème des trois corps, lu à 1 Academie Premier «sai 
«n 1747, avait donné une première approximation du calcul des inégalités de la Terre j 1 * ^ 

et de Saturne, en y appliquant la même méthode dont il faisait aussi usage pour la planète*. 

Lune, sans y mettre cependant autant de soin et d’importance que pour celle-ci, puis¬ 
qu’il n’avait pas pensé à considérer l’action des planètes dans la détermination de l’orbite 
de la Terre, et qu’il avait négligé l’excentricité de cette orbite dans l’évaluation de 
l’action de la Lune. Lemonnier avait cru trouver, à cette époque, une inégalité d’envi¬ 
ron 4 °" dans l’équation du centre du Soleil, et il ne croyait pas qu’elle vînt de la seule 
distance du Soleil à la Lune. La Caille remarquait en 1760, que la différence des lieux 
du Soleil, observés dans deux quadratures consécutives de la Lune , avec les lieux 
calculés, était alternativement positive et négative, ce qui lui semblait indiquer une 
action sensible de la Lune sur la Terre. C’est pour décider la question, et perfectionner 
la théorie qui en était l’objet, que l’Académie proposa la recherche des inégalités de 
la Terre pour sujet du prix quelle devait distribuer en 1754 ; mais elle ne 1 adjugea 
pas à cette époque , et le doubla en le prorogeant à l’année 1756. 

D Alembert publia dans l’intervalle les deux premiers volumes de ses Recherches sur Rerfirrchr* 
le système du Monde , dont le second livre a pour objet la détermination de l’orbite des ^ 
planètes principales dans le système de l’attraction. Le chapitre 1 ,r traite du change¬ 
ment que l’action de la Lune doit produire dans le mouvement de la Terre 7 il y e m- Anion de la 
ploie la théorie dont nous avons déjà parlé, part. I, chap. 3 , et n’en conclut qu’une sul U 

variation de 11". Il démontre ensuite, par deux méthodes différentes, une proposition 
que Newton n’avait presque fait qu’énoncer, savoir : que le centre de gravité de la 
Lune et de la Terre décrit sensiblement une ellipse autour du Soleil. Dans l’un de ces 
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Courbe décrite procédés , d’Alembert décompose l’action du Soleil sur la Lune parallèlement à la lign« 
r iW < d n i r L! ,a *I U * va a la Terre, et conclut de là la force qui agit sur le centre de gravite 

ne et de la Terre suivant la meme direction, en prenant la somme des composantes, relatives à la Lune 
et à la Terre, multipliées par leur masse respective, et en la divisant par la somme 
de ces masses. 11 détermine de la même manière la force qui agit sur le centre de gravite, 
dans la direction perpendiculaire à la première ; et prenant ensuite la résultante de 
ces deux forces , il montre qu’elle est dirigée vers le Soleil, et quelle est, à très peu 
de chose près,' égale à la masse du Soleil divisée par le carré de sa distance au centre 
de sravité -, ce qui prouve que l’orbite qu’elle fait décrire à celui-ci est sensiblement 
une ellipse. Il conclut de la petitesse des forces qui troublent l’ellipse décrite par ce 
centre de gravité, que l’action de la Lune n’est pas probablement la cause des inégalités 
observées dans le mouvement de la Terre. La Caille contesta ce résultat, et soutint 1 exis¬ 
tence de l’équation lunaire. ( Voyez Métn. de Par 1757^, p. i 3 q et i 45 . ) D’Alembert 
étend ensuite son théorème au cas de plusieurs satellites, en prouvant qu’en général le centre 
de gravité d'une planète première , et de ses satellites , décrit sensiblement autour du Soleil 
une ellipse suivant la loi de Kepler ; il examine aussi la variation du Soleil en latitude causée 
par l’action de la Lune, et la trouve d’environ i 3 " en prenant la parallaxe du Soleil de i 5 ". 
On lui reprocha , dans le n° de décembre 1754 du Journal des Savons, d’avoir ainsi fait 
monter après d’un quart de minute la plus grande latitude du Soleil, tandis quelle n’était 
réellement que de 1". Il répondit, dans son troisième volume, pag. 88, qu’ayant pris pour le 
plan de l’écliptique celui dans lequel la Terre se meut lorsque la Lune passe par la ligne des 
nœuds, la latitude apparente du Soleil, ou la quantité dont elle s’élève au-dessus de ce 
plan et s’abaisse au-dessous , était bien de i 3 " , dans la supposition faite pour la paral¬ 
laxe , ou moindre, si celle-ci était plus petite ; mais il convint qu’eu égard à la nature 
des observations astronomiques , où l’on confond presque toujours avec le plan de 1 e— 
cliptique le plan de l’orbite décrite par le centre de gravité des deux planètes , la la¬ 
titude observée peut être en effet beaucoup moindre que ne la donne le calcul, et ne 
monter qu’à 1" tout au plus. 

Recherche D’Alembert fait ensuite, dans le chapitre 3 , l’application de sa méthode générale à 
des orbites des j a rec h erc he des orbites des planètes principales, en les supposant dans le même plan, 
rjanèici, pnnci- ^ di3tingue trois différentes causes qui peuvent altérer le mouvement de ces astres-, 
savoir : leur attraction mutuelle , celle qu’elles exercent sur le Soleil, et l’action que 
les satellites d’une planète peuvent avoir sur celle-ci ; il propose, pour déterminer ce 
dernier effet, de chercher l’orbite elliptique décrite par le centre de gravité commun 
de la planète et de ses satellites, de déterminer ensuite le lieu de chaque satellite, et 
d’en conclure celui de la planète principale ; quant à l’altération provenant de l’action 
des planètes sur le Soleil, il montre que cette action devant être transportée à la plar- 
. nète troublée, en sens contraire de sa direction, on peut traiter à cet égard la planète 
troublante comme un satellite de la première* qui n’agirait point sur le Soleil, et qui 
au lieu d’attirer celle-ci la repousserait. Il s’occupe enfin des perturbations produites par 
Faction directe des planètes l’une sur l’autre, et donne les expressions des composantes rec¬ 
tangulaires des forces troublantes, qui doivent être réduites à la forme rationnelle , afin 
que l’on puisse intégrer l’équation de l’orbite •, c’est alors qu il aborde la difficulté du 
développement des radicaux en série convergente, et qu’dn adopt ant 1 art.lice d Eulex 
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il indique pour trouver les coefficiens, des procédés nouveaux et ingénieux, dont nous 
devons rendre compte. 

D’Alembert examine d’abord les propriétés générales delà fonction (/*—cos z)”*’ 
lorsqu’après l’avoir développée suivant les puissances de cosz, on réduit celles-ci en 
multiples, à l’aide de leurs expressions en exponentielles imaginaires; il montre que 
les coefficiens de chaque cosinus forment alors des séries dont les divers termes sont 
tous produits par les puissances paires, quand le multiple est pair, et vice versâ. Il cherche 
le terme général de chacune de ces séries dans l’un et l’autre cas, et montre comment 
un terme quelconque peut se déduire du précédent (*). Il voit par là que les suites dont 
il est le plus convenable de chercher la somme, sont les deux premières , ou celles qui 
multiplient les cosinus des multiples o et i dez, parce que ce sont celles dont les derniers 
termes approchent le plus de la loi d’une progression géométrique. 

L’auteur désigne alors par A-f-Bcosz-fCcos2z-f-etc.,A'-fB'cosz-fC'cos2z-l-etc., 
les développemens des radicaux — cosz)"’, (pt — cos z) - qui se rencontrent dans la 
théorie desplanètes , où z est l’angle de l’élongation, et où ft représente une fonction des 
distances moyennes a et B des planètes troublée et troublante au Soleil, qui est l’inverse 
de la quantité g d’Euler. Il donne une méthode pour trouver tous les coefliciens des termes 
des deux suites , en supposant que l’on connaisse seulement deux quelconques des lettres 
A, B, A', B'. Elle consiste à former des équations identiques entre les radicaux et leurs 
différentielles , à y substituer ensuite leurs développemens supposés , et à comparer 
séparément les coefliciens des termes semblables , ce qui donne un nombre suffisant de 
relations très simples entre les divers coefficiens (**). a La méthode de M. Euler, dit-il, a 
» cet avantage, qu’on y voit très clairement la loi des coefliciens C, D, etc., par rapport 
r aux deux premiers A, B ; tandis que dans la nôtre les coefficiens des deux radicaux 
v dépendant respectivement les uns des antres , la loi des termes n’y est pas si bien dé- 
n veloppée ; mais en revanche, il ne faut connaître que A et B pour que tous les autres 
Y> coefficiens des deux suites soient donnés, au lieu qu’en suivant la méthode de M. Eu- 
>1 1 er, on est obligé de déterminer, par des suites assez pénibles, les coefficiens A et B 
n à chaque nouvelle valeur qu’on donne à l’exposant n. n 


(♦) Il trouve qu’en désignant par p un multiple quelconque dont le cosinus entredans le développement da 
radical, chaque terme de la suite qui exprime le coefficient de cos pz est égal au précédent multiplié par 

— ( « n a ) en mettant successivement pour a les nombres p —i, p-H» P+3, » 

b* (q + 3)*—p* » 1 

or, on voit que le coefficient de — n’est jamais plus approchant de runité que dans le cas de n = 3, 

P = o , et dans celui de n = 3 , p = I. 

(**) En effet, les deux équations identique» 


(ju-cosz)" 5 =(^-cos*f ; ( M _cos S ;,-— -d( --- T \, 

(b-coszÿ '3 (ft —cosz)’ J 

_3 

donnent,en y mettantpour (/* — cosz) *, (pt — cosz) * leurs valeurs A 4- B cos * 4- etc., A'-f- etc. , 
en développant et égalant de part et d'autre, dans la première équation , 1rs coefficiens des cosinus de 
chaque multiple différent de z, et dans la seconde, ceux des sinus de ces mêmes multiples, 

a = a>- b -, B-SV-A'-S. «Ci -ÎB—A'+f, -|.,c=-£±2, „„ 




Détermination 
des codEcirni 
des deux fac¬ 
teurs irration¬ 
nels. 


Il parvient 
à les exprimer 
tousen fonction 
d«-s deux pre¬ 
miers. 



Il réduit anx 
quadratures le 
calcul de A et 
de B. 


Limites des 
séries qui les ex¬ 
priment aussi. 
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D’Alembert indique ensuite différens procédés pour trouver la valeur de À et de B. 
L’un d’eux est fondé sur une remarque à la fois simple et neuve, c’est que, lorsqu’on 
multiplie successivement les termes d’un développement de la forme A - 4 - B cos z- 4 -C cos 25 
-f- etc., par dz , dz cosz, etc., et qu’on intègre entre les limites z = o, z=ï8o°, tous 
les termes disparaissent, excepté A dans le premier cas , B dans le second, et ainsi de suite; 
ce qui ramène la détermination de ces coefficiens à l’intégration de deux fonctions par les 
quadratures (*). Il donne ce moyen comme utile dans le cas de/* = 1, mais comme étant 
en général plus curieux et plus géométrique que commode pour le calcul, et il s’étend 
davantage sur le procédé direct par lequel on obtient A et B, en développant le premier 
radical, en réduisant les puissances de cos z en multiples, puis en prenant séparément 
la somme des termes constans et celle de ceux qui multiplient cosz. Les séries qu il 
obtient ainsi peuvent être regardées comme des progressions géométriques , après les six 
ou huit premiers termes. D’Alembert dit avoir fait divers essais inutiles pour sommer ces 
suites, soit exactement, soit par les quadratures, de quelques courbes , et avoir été réduit 
à en chercher les limites par approximation. Il parvient à ce dernier but d’une manière 
fort ingénieuse , en prenant la somme de deux progressions géométriques décroissantes , 
dont l’une soit plus petite et l’autre plus grande que la somme de tous les termes de 
chacune des deux séries qui suivent ceux que l’on considère directement ; de manière que 
8 i l’on prend l’une ou l’autre progression pour représenter ces termes , on est sûr que l’er¬ 
reur qu’on commet ainsi est moindre que la différence des sommes de ces deux pro¬ 
gressions , et il est facile de juger par là de la quantité de l’approximation (**). On peut 


( * ) Soit en effet l'équation (/* — cos z) ’ = A -+• B cos z 4- G cos iz -+• etc. ; elle donnera 
fin —cos *)" * dz = Az-4-Bsin2-l-etc., /(/u—cosz) * dz cos* = sin z ? Çx sin 3*^ -{-«te.; 

d'où l'on tire entre les limites o et i8o° prises pour z, 

, f((* —cosz) * dz —cosz) *</zcosz 

’ B ~ 1800 

_ » 

La première de ces valeurs se change en / — * -*— - , lorsqu’on y fait —cosz = j, e t se 

t J kt-(j»-i)' 

trouve ainsi ramenée à la rectification des sections conique». 

(♦♦) Considérons la série qui donne A, par exemple, et faisons pour cet effet n = 3, p = o, dans le 
rapport de deux termes consécutifs donné plus haut : il deviendra 

p- ( ri ' +3l . G+O G + 0=?(— 

ce qui fait voir que si l’on désigne par « un terme quelconque de A, les deux termes snivans seront 
JL (I — î—_— ), JL. I_ ( 1 —. J -— *—». ) ( I — 77——rr- )• On sait aussi qu’en désignant rcs- 

/*»V 4(<7 + 3,*y /*• n' \ 4(? + 3)VV 4(9 1 -5) V 

pectivement par a, d, r et * le premier et le dernier terme, la raison et la somme d’une progression 
géométrique, ou a s = Si l’on supposait donc qne lea termes qui suivent * formassent une 

progression décroissante dont la raison fût -L, et dont le dernier terme fût nul, leur somme serait 
—~; si l’on admet au contraire que cette somme soit celle d’nne progression semblable, dont la 


raison est -L f elle exprimée par la formule - -- ; 

V fa iST*/ 


} or U 
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avoir des’résultats de plus en plus exacts en cherchant successivement des limites dont 
la différence soit moins grande, et en obtenir ainsi, tant en plus qu’en moins, qui 
se rapprochent d’aussi près qu’on veut de la vraie valeur de chaque série. 

D’Alembert observe que dans la théorie de Saturne et de Jupiter, quand on aura Tbcorie de 
calculé les dérangemens de celui-là causés par celui-ci, les formules relatives aux fac- et de 

teurs irrationnels serviront de même pour le calcul des perturbations de Jupiter dues 
à faction de Saturne , puisque la quantité p est la même dans les deux cas, à cause de 
la symétrie avec laquelle.y entrent les distances moyennes a et B. Il remarque aussi 
que si l’on avait besoin, pour l’exactitude du calcul, d’élever (/k — cos2) à la puis¬ 
sance — \ et au-delà, on trouverait facilement tous les coefficiens de la nouvelle suite 


qui en résulterait, par le moyen de ceux de la suite qui exprime le développement de 
la puissance — | ; et il donne une troisième méthode d’approximation pour trouver les 
termes A et B, qui s’applique au cas où p ne diffère pas beaucoup de l’unité, comme 
cela arrive dans la théorie de Saturne et de Jupiter, où p = i,a environ , et qui con¬ 
duit à des intégrations dépendantes de la quadrature du cercle ou de l’hyperbole. 

D’Alembert examine aussi la question de l’inégalité séculaire qui produit un ralentis¬ 
sement dans le mouvement de Saturne ; il montre qu’il ne doit point entrer d’arcs de 
cercle dans son expression, mais qu’il serait possible que l’inégalité provenant du terme 
où Euler avait cru en trouver, put, par sa grandeur, rendre raison des anomalies ob¬ 
servées. Il s’occupe ensuite du mouvement des nœuds et de l’inclinaison de 1 orbite des 
planètes , en les rapportant à l’écliptique fixe, et en faisant tous les préparatifs du calcul 
sans l’achever*, il examine aussi le changement de la Terre en latitude, occasionné par 
l’action de Jupiter, et fait la comparaison de la théorie de Saturne avec les observations. 
Son but principal, en discutant ainsi tous les points de cette théorie d’une manière 
générale, est, comme il le dit lui-même , de faire voir que la méthode qu’il a em¬ 
ployée pour l’orbite de la Lune s’applique aussi à la détermination de celle des pla¬ 
nètes, et de s’assurer ainsi la possession de ce qu’elle peut contenir de nouveau. 

Le chapitre 4 traite de l’orbite des planètes dans l’espace absolu. L’auteur convient 
que cette détermination est peut-être plus curieuse que nécessaire pour l’Astronomie , 
puisque le Soleil étant regardé comme fixe par les observateurs, il suffit de déterminer 
F orbite des planètes, par rapport au Soleil, pour comparer la théorie aux observa¬ 
tions. Il prouve, i°. qu’on peut regarder le Soleil comme décrivant, dans l’espace absolu, 
autant de petites ellipses semblables à chacune des orbites des planètes qu’il y a de ces 
planètes; a 0 , que les axes de ces petites ellipses sont à celui de l’orbite correspondante 
comme la masse de la planète est à celle du Soleil ; 3 °. que le Soleil décrit ces petites 
elbpses dans le même temps que la planète décrit la sienne, et que le mouvement réel 
du Soleil est composé de son mouvement dans chacune de ces petites ellipses ; il trouve 
qu’en vertu de l’action de Jupiter et de Saturne, le Soleil décrit un petit cercle dont le 


Monrement 
du Soleil dans 
l’espace. 


*ommc véritable est pins petite que celle de la première progression, dès le second terme, puisque 

1 f. _i__N _! ; elle est plus grande, dis le troisième terme, que la somme de la seconde 

p\ 4(flf + 3;V V 

progression, puisque Çi - 7~TSJ.) > ( ’ ~ JWTTï) ’ d ° nC moindre *î ue 1» diffé¬ 

rence des deux progressions, et su limite sera moindre que leur demi- différence. (Voyez Rech. , t. II , p. «J) 
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diamètre n’est que du rayon de l’orbite de la Terre, quantité absolument nulle par 

rapport à la distance énorme des étoiles fixes. 

Recherches de Le chapitre 5 a pour objet l’intégration , par diverses méthodes, de l’équation diffé- 

Calcul intégral. ren tielie de l’orbite. D’Alembert présente entre autres celle qu’il avait déjà indiquée dans 
sa Dynamique , et qui consiste à égaler la variable au produit de deux indéterminées, 
dont l’une sert à poser une équation de condition qui sépare les variables , et qui réduit le 
problème à l’intégration de deux équations du premier ordre. Quelque méthode qu on 
emploie , l’intégrale ne se présente jamais sous une forme imaginaire. 

Le chapitre 6 et dernier a pour objet l’application de la solution générale donnée par 
l’auteur à différentes hypothèses. Il examine d’abord la construction de la trajectoire, 
dans le cas où la force tangentielle *■ == o , et où la force centrale ^ est proportionnelle 


à une fonction quelconque du rayon x ; il fait voir qu’elle sera tantôt une section co¬ 
nique à apsides mobiles, tantôt une courbe mécanique, comme une spirale, et cela donne 
lieu à des problèmes de calcul intégral, qu’il résout de diverses manières. Il analyse en¬ 
suite quelques cas où w n’est pas nul ; il s’occupe enfin des trajectoires décrites dans un 
milieu résistant, et en conclut comme Newton ( Princ ., liv. DI, prop. îo), que l’espace dans 
lequel les planètes se meuvent est ou absolument vide, ou rempli d’une matière fort rare, 
dont la résistance est très petite, et ne peut être sensible tout au plus qu’au bout de plusieurs 


siecies. 

Pièce d’Eulcr Euler qui, dans un Mémoire compris dans ceux de l’Académie de Berlin pour 1754, avait 
«nrhsintgaliics ] e p renl i er développé la cause de la diminution séculaire de l’obliquité de l’écliptique, en 
ronnce en 1756. montrant qu’elle était due à l’action des planètes environnantes, concourut aussi au prix 
double sur les inégalités de la Terre , que l’Académie de Paris avait propose pour 1756, 
et le remporta. Sa pièce , écrite en latin, a pour titre : Investi&atio perlurbationum quibus 
planetarum motus ob actionem eorum mutuam afficiuntur . Elle est imprimée dans le 
tome "VIII des Prix, qui ne parut qu’en 1771 , et dont elle occupe i 38 pages (*). 

La théorie du mouvement de la Terre , dont les élémens peuvent être déterminés, par 
les observations du Soleil, plus exactement que ne le sont ceux des autres planètes, était un 
problème fort étendu et plus compliqué que tous ceux dont on s’était jusqu’alors occupé; 
puisque d’après la situation de la Terre, qui se trouve comme intermédiaire entre les 
autres planètes, il était nécessaire de déterminer les dérangemens que l’action simul¬ 
tanée de chacune d’elles produisait sur la nature et la position de son orbite ; mais la 
petitesse de ces perturbations servit à Euler pour simplifier beaucoup sa solution , en lui 
permettant de supposer que la coexistence des actions ne changeait 1 influence d aucune 
d’elles en particulier, et en l’autorisant d’après cela à calculer séparément les effets de 
chaque planète sur la Terre. 

Son ouvrage est divisé en deux parties. Dans la première, comprenant neuf sections, 
l’auteur traite la question des perturbations des planètes dans toute sa généralité ; la se¬ 
conde renferme l’application de la théorie précédente au mouvement de la Terre et à 

(*) Le* épigraphes d’Enler, tirée* des anciens poètes, ront si bien an sujet, qu’on pourrait presque les 
attribuer h des disciples de Newton; telle est celle du Mémoire actuel relatif * b» terre ' 
v Sidéra quod tantis citant se viribus œquis 
« In motu Terrœ plurima signa docent. 


Et Celle de la pièce de 1748, plus remarquable encore: 

« Ponderibus librata suis per inane prnfundum 
» Sidéra, quo vis aima trahit retrahil que sequuntur . 
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«ea perturbations produites par l’action de toutes les autres planètes. Quoique la première 
soit très remarquable, comme présentant une théorie générale également applicable à 
toutes les planètes, et contenant un ensemble assez complet de toutes les idées heureuses 
d’Euler sur ce sujet, avec la démonstration de ses procédés, l’auteur les ayant déjà 
pour la plupart énoncés dans des ouvrages antérieurs dont nous avons parlé, il nous 
suffira dt donner une idée de sa marche et de quelques-uns de ses nouveaux résultats. 

La première section a pour titre : Recherche générale du. mouvement d’un corps poussé jre partie. 
par des forces quelconques. La, comme dans sa théorie de la Lune, de 1753, l’auteur R^hcrchegené* 
entre dans tout le détail de la formation des quatre équations fondamentales du pro— binions tE* pla* 
blême, en les mettant toutes, comme dansl Additamentump]acé à la suite de cette théorie, n * le *‘ 
sous la forme déquations du premier ordre à variables séparées, où certains termes qui j- orHie donnee 
dépendent des forces restent encore sous le signe f. Euler met le signe — devant l’ex- aux équations 
pression de 1 element dt du temps , parce qu’il suppose , avec les astronomes, le mou- l ' u 
vement compté à partir de la plus grande distance. 

Le seconde section renferme la réduction des formules précédentes au cas où le mobile 
est principalement soumis à l’action d’une force dirigée vers un point fixe, et en raison 
inverse du carre des distances, à l’égard de laquelle les autres forces sont très petites. 

Euler y applique à la théorie des planètes la méthode qu’il avait indiquée pour la Lune, jj CO nsïdèr® 

dans l’ Additamentum ; il exprime, comme Clairaut, que la force centrale est composée ^. orb ( j le ,a 
de deux parties, l’une venant du Soleil, l’autre de l’action des corps environnans , et très Fommc une ci- 
petite par rapport à la première. Il remarque ensuite que, malgré l’action mutuelle des î r ^^y^ emC,U 
planètes, on peut supposer que leur mouvement a toujours lieu dans une ellipse dont 
le Soleil occupe le foyer, pourvu que cette ellipse soit regardée comme variable tant 
en grandeur et en espèce, que relativement à la position de la ligne des apsides. Cette 
représentation des perturbations lui paraît très convenable, en ce quelle permet de 
réduire la solution à des formules du premier ordre, qui donnent, chacune séparément, 
la différentielle d’un élément en fonction de celle du moyen mouvement et des forces* 
sans qu’il y entre de radical ni d’autres différentielles ; il la croit commode pour les 
astronomes, qui, accoutumes déjà au mouvement elliptique, aiment mieux s’y borner 
que d’admettre dans leur calcul des courbes plus compliquées ; et il observe, p. 67, que 
puisqu’on a employé cette considération de la variation des élémens pour la Lune, à 
plus forte raison peut-on le faire pour les planètes, dont les inégalités sont plus petites, 
et dont on suppose déjà les orbites mobiles. 

La section 3 comprend la reoherche des forces perturbatrices. Après avoir mis ses 
formules générales sous leur plus simple expression, et les avoir rendues ainsi tout-à-fait 
analogues à celles que nous avons rapportées au bas de la p. 5 1, l’auteur observe que si l’on 
y suppose nulle la force de la planète troublante, le paramètre de l’ellipse de la planète 
troublée devient bien constant, mais que son excentricité et la position de sa ligne des 
apsides restent variables ; il attribue cette espèce de paradoxe à ce qu’ayant projeté 
1 orbite de la planète , cette projection est bien une ellipse, mais son foyer n’occupe pas 
constamment le même point. Il propose de l’éviter, en considérant le mouvement de la 
planète dans son propre plan ; l’inconstance de l’orbite présenterait alors, il est vrai 
d’autres inconvéniens, si la petitesse de son inclinaison ne permettait de séparer le calcul 
en deux parties : l’ane où l'on considère le mouvement de la planète dans son orbite 
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comme ai elle était plane, et où l’on cherche les variations de 1 anomalie vraie et de 
l’aphélie, en supposant nulle la latitude-, l’autre où l’on détermine séparément, pour 
un temps quelconque , tant la position de la ligne des nœuds, que 1 inclinaison de 1 orbite. 

Mouvemcntde Euler suppose, en traitant d’abord le premier cas, que la planète troublante se meut 
la planète dans conformément aux lois de Kepler. Ses formules forment alors un système complet au 
,on orbite. ^ ^ ^ ^ = ^ ^ ^ moyen décrit par le Soleil en une 

Variationsbo- heure, calculer les variations horaires de tous les élémens. On pourrait même, dit-il, 
obtenir ainsi la variation diurne en procédant detàf-f-i,f4-Q, etc. heures, et en 
faisant successivement le calcul pour tous les momens ; mais quelques petites que fussent 
les erreurs, elles s’accumuleraient toujours et finiraient par être sensibles. Il faut donc 
nécessairement avoir recours à l’intégration. 

L’auteur se livre, dans la quatrième section , à des considérations préliminaires sur ce 
sujet. Il regarde comme un avantage de sa solution que l’excentricité de la planète troublée 
ne soit jamais assez petite pour que ses variations soient considérables par rapport à sa 
valeur moyenne -, mais il remarque comme un grand défaut des méthodes connues , 
qu’on ne puisse intégrer que par des développemens en fonction des sinus et cosinus des 
anomalies , des longitudes , et de leurs multiples, tandis qu’il pourrait cependant ar¬ 
river que les véritables expressions continssent d’autres angles , tels que les distances 
angulaires du corps troublant au corps troublé ou au Soleil, que l’on ne sait pas trop 
comment introduire dans le calcul. Ce serait, dit-il, un grand service à rendre à l’As¬ 
tronomie, que d’étendre sous ce rapport les bornes de l’analyse. Il passe de là au dé¬ 
veloppement de l’inverse du cube de la distance des deux planètes^, qui est nécessaire 
pour qu’on puisse intégrer, et qui introduit le radical ( î — s cos ») , qu il décomposé 

en une suite de termes procédant suivant les cosinus’des divers multiples de 1 élongation », 
en poussant beaucoup plus loin qu’il ne l’avait encore fait le développement des sérié» qui 
expriment les deux premiers coefficiens (*). 

Intégration La section 5 contient le développement .des formulés différentielles en séries qui pro- 
«lesforinules gc- C gdent suivant les sinus et cosinus de l’élongation », et des anomalies vraies v et u, en 
nét * k *' négligeant les carrés des deux excentricités k et e, leur produit, et même la première puis¬ 

sance de celle de la planète troublante. L’auteur examine, dans la section 6, le résultat de 
ces opérations, et il intègre sans avoir recours, comme dans la pièce de i 7 5 a, à une 
anomalie particulière, mais en substituant dans chaque terme, pour dm, une valeur 
approchée en fonction de l a différentielle de l’angle qui y entre (»») ; il ne trouve alors 

(*) Ainsi faisant * T { — = (i —scos»)"* = P -fQ^cos» + Rs* cos a» + etc., U prend pour 
' ' x' -f -jr* 


p (i —i») et - Q (!—■$*) i de* séries, qui ront jusqu’à s'» pour l’nne et *' 6 ponr l’autre; il donne aussi 
pour les obtenir les deux formules 


««*-*/**. 


en supposant dans la première i = i après l'intégration. 

(*♦ ) On a en général <2« == (i — m) r/a» — likdm cos* -f- tmedm cosu, i et m étant les rapports des moyens 
mouvemens des planètes troublée et troublante à celui du Soleil. ^ zihdm 

11 suppose, en conse'quence, pour intégrer le terme Jdm sin», dm ~ j -"_ m “b j_ m cos v > 

même pour fdm sinfn-f-O. dm — -f. ¥* -. * . v C n négligeant le second tenue qui en produirait un 

. . , M — m M—m 

en A’; et amsi de suite. 
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pour le paramètre, le demi-grand axe et l'excentricité de l’orbite , que des variation* 
périodiques, qui, après un certain intervalle de temps, reviennent au même état, et 
produisent alternativement des accroissemens et des décroissemens égaux. Mais ces ré¬ 
sultats, si contraires à ceux de sa précédente pièce, n’étant obtenus qu’en négligeant 
l’inclinaison, l’une des excentricités, et en n’ayant égard qu’à la première puissance de 
l’autre, ils devaient naturellement être incomplets, et les travaux postérieurs ont montré en 
effet qu’ils n’étaient rigoureusement vrais que pour le grand axe. 

La section 7 a pour objet la recherche de l’anomalie vraie en tant qu’elle est troublée Détermination 
par l’action mutuelle des planètes ; la section 8 contient l’exposition du calcul complet JM’ 1 ™ r ° r - 
du lieu vrai dans 1 orbite; enfin laneuvieme renferme le.développement des inégalités de la 
ligne des nœuds et de 1 inclinaison. Nous renvoyons à l’ouvrage lui-même pour les détails. 

Euler fait voir, dans la seconde partie, que le mouvement des nœuds de chaque e 
planète est un effet mixte qui provient à la fois de la mobilité de leur orbite, et de Application 
celle de l’écliptique; et qu’ainsi il vaut mieux le rapporter à un plan fixe. Il ne consi- JJ, “£ e u ™ me “* 
dère pas 1 action de la Lune sur la Terre , dont le programme de l’Académie n’exigeait 
pas le calcul, et il se contente d’appliquer successivement la théorie précédente à la 
recherche des inégalités du mouvement de la Terre, qui proviennent de l’action de 
Saturne, de Jupiter, de Mars et de Vénus, en consacrant à chaque planète un para¬ 
graphe particulier. Il adopte, pour les deux premières, les valeurs des masses données 
par Newton, et ne pousse que jusqu’à la sixième ou à la dixième puissance de s le calcul 
des deux premiers termes du radical. Quant aux deux dernières planètes, il va jusqu’à 
la seizième et à la dix-huitième puissance, à cause de la petite différence entre leurs 
orbites et celle de la Terre. Ayant remarqué que les nombres 67,95 et 400 , indiqués par 
Newton pour le rapport des densités de Saturne, Jupiter et la Terre, étaient propor¬ 
tionnels à la racine carrée de leurs moyens mouvenxens, il suppose que le même rapport a 
lieu pour les autres planètes : ce qui lui donne, en prenant d’ailleurs leurs volumes tels que 
Lemonnier les avait déterminés,les nombres 0,018-0,42 et 0,04 pour les rapports des masses 
de Mars,Vénus et Mercure à celle de la Terre prise pour unité. La comparaison du calcul 
avec les phénomènes lui sert à les vérifier, et lui permet ensuite de déterminer les inégalité* 
avec plus de précision. C’est ce qu’il fait dans sa Conclusion , où il rassemble toutes le* 
inégalités du mouvement de la Terre , et montre qu’elles produisent trois genres d’effets. 
i°. Un mouvement direct de ia" 44 * par an dans l’aphélie de la Terre ou l’apogée du 
Soleil ; a 0 , des corrections dans le lieu de la Terre ou du Soleil, qui proviennent de 
1 action de Jupiter et de Vénus, et peuvent monter à 10*; 3 ®. des changemens dans la 
latitude des étoiles fixes, qur diffèrent suivant leur position sur la sphère céleste, et une 
diminution d environ 48" par siècle dans l’obliquité de l’écliptique. 

Clairaut présenta aussi à l’Académie, le 9 juillet 1767, un Mémoire sur Forbite appa- Mémoire de 
rente du Soleil autour de la Terre, en ayant égard aux perturbations produites par les su , r 

actions de la Lune et des planètes principales. Il se trouve dans les Mém. de Par. Terre. * * 
pour 1754. « La nouvelle détermination que je donne maintenant de l’orbite de la Terre, 
n est, dit-il, beaucoup plus exacte que celle de 1747 ; soit parce que j’ai eu égard à l’ex- 
» centricité de l’orbite de la Terre, qui introduit dans le calcul du lieu deux équations 
v> provenant de l’action de la Lune, comparables à celle qui était déjà connue • soit 
r> parce que j’ai considéré les dérangemens produits par les planètes principales. Je 
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■Formules 

nérales. 


r n’ai pas eu égard, sur ce point, à plus de circonstances que M. Euler ne l'a fait, danr 
n la belle pièce qui vient de remporter le prix de l’Académie sur la même matière; 
n mais comme ma solution du problème des trois corps m’a paru d un usage plus facile, 
n dans cette occasion , que la sienne, je n’ai pu me refuser à l’envie d en faire l’appli- 
jt cation, et j’ai cru qu’on me saurait gré d’avoir examiné de mon côté une matière 
n aussi importante pour l’Astronomie. Les recherches très délicates que M. 1 abbé de 
n La Caille a faites sur le Soleil, tant à Paris qu’au cap de Bonne-Espérance, me met- 
n tarent à portée de savoir promptement si l’observation s’accordait avec la théorie à cet 

rt égard. C’est une satisfaction que j’ai eue.J’ai tiré de cette comparaison une déter- 

« mination de la masse de la Lune, qui la donne 67 fois plus petite que celle de la 
v Terre ; quantité sensiblement moindre que celle que Newton a trouvée, en partant de 
v ses Recherches sur le flux et reflux de la mer. Ce résultat s’accorde avec ceux auxquels 
„ sont parvenus MM. Bernoulli, Euler et d’Alembert, d’après les phénomènes des marées 
» et de la nutation de l’axe terrestre. 

y, Quant à la masse de Vénus, la méthode la plus directe et la plus sûre pour la 
rt déterminer aurait demandé qu’on eût un grand nombre d’observations du Soleil dans 
r les temps où l’action de la Lune est nulle. Au défaut de ce moyen, j’ai eu recours 
n à un autre moins parfait en lui-même, mais qui paraît d’une exactitude suflisante : il 
„ est f on dé sur ce que l’action de Vénus variant peu pendant la distance d’une qua¬ 
si drature de la Lune à la suivante, on peut fixer assez bien la masse de la Lune, sans 
yy être obligé de connaître que très médiocrement la masse de Vénus. Ainsi, par un tâ- 
„ tonnement très facile, on sépare les deux difficultés de la question; la première étant 
r résolue, il ne faut plus pour venir à bout de la seconde, que parcourir la suite des 
v équations que l’action de Vénus, supposée d’abord de masse égale à la Terre, donnerait 
v pour tous les lieux du Soleil observés, et chercher ensuite dans quel rapport constant il 
y convient de diminuer ou d’augmenter toutes ces équations pour les faire cadrer lô 
jt mieux qu’il est possible avec les observations. M. l’abbé de La Caille , qui a fait cette 
j> comparaison, a trouvé qu’en réduisant aux trois quarts les équations de Vénus, ce 
jr qui indique que la masse de cette planète est environ les £ de celle de la Terre, 
n l’accord de la théorie et des observations était le plus complet, n Cette valeur était 
un peu trop petite ; mais celle que Clairaut adopta, d’après Newton, pour la masse du 
Soleil, en la supposant égale à 169282 fois la masse de la Terre, était encore bien moins 
exacte, puisque les passages de Vénus ont prouvé que cette masse était au moins double. 
g e- L’article premier du Mémoire de Clairaut a pour titre : Principes fondamentaux pour 
la détermination des perturbations que les planètes se causent. La méthode qu’il y expose 
est tout-à-faitanalogue à celle dont nous nous sommes occupé .part. I, chap. 2. L’auteur 
prend, comme pour la Lune, l’équation d’une ellipse mobile dont les constantes sont 
indéterminées, pour équation approchée de l’orbite; il la substitue dans l’expressioir 
de la fonction perturbatrice «, qui se réduit à une série de termes de la forme A cos qv, 
r A , p. j 

dont chacun en amène un autre de la forme — — _j - cos qv dans l’expression de -• La 

somme de ces derniers donne la valeur de |, qu’ii substitue dans la correction du temps , en 
ne considérait que les deux premiers termes qui sont sous le signe /; et le résultat, pris avec 
un signe contraire, indique, lorsqu’on y met la longitude moyenne x à la place de la. 
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vraie v , la correction qu’il faut faire au mouvement moyen pour avoir le mouve¬ 
ment vrai. 

L’article second a pour objet la correction du lieu du Soleil, qui est due à l’attraction de 

la Lune. L’auteur suppose l’orbite de celle-ci circulaire, et dans le même plan que celle p i ter . 
de la Terre et il obtient, en désignant par t le lieu moyen de la Lune moins le lieu 

moyen du Soleil, et par z l’anomalie moyennne du Soleil , la formule... 

+ 1 a" sinf 4 - 2",9 sin (« 4 *) — a",7 sin ( t — z ) ; mais M. Laplace a trouvé, au rap¬ 
port de Lalande (Mém. de Par., 1786, p. 4 ° 4 )> que les deux dernières équations 
ne doivent point avoir lieu, et qu elles sont le résultat d’une omission faite par Clairaut 
dans sa théorie. Il en est de même pour les deux équations analogues que trouve celui-ci 
dans la correction du lieu du Soleil due à l’action de Jupiter, dont il fait le calcul dans 
l’article 3, en supposant l’orbite de cette planète circulaire. 

L’article 4 a pour titre : De la manière de convertir une fonction quelconque 'T de t Détermination 
en une série telle que A 4 B cos t +C cos at 4 etc. Parmi les différens moyens pro- ifersc^ffic?^ 
posés par Euler pour déterminer avec précision les termes dont on a besoin, Clairaut de 1 ^ s^rie ^u» 
choisit celui qui dépend de la division des arcs de cercle, parce qu’il lui parait qu’avec teorirrationnel, 
de légers changemens, cette méthode, sans être fort pénible dans l’exécution, peut donner 9 u *dra- 

très exactement les nombres dont il s’agit, u Ces changemens rendent, dit - il, la 
n construction de M. Euler semblable à celle que M. d’Alembert a donnée pour le 
v même objet ( Rech ., t. II, p. 66 ) ; mais ce dernier auteur n’a pas pensé à ce qui 

rend la méthode praticable ; et d’ailleurs le chemin que j’ai suivi dans la même re- 
r cherche, m’a paru devoir être celui que l’inventeur, M. Euler, a caché. n Clairaut 
imagine, en suivant l’esprit de la méthode par laquelle on substitue une ligne parabo¬ 
lique à une courbe donnée, que les arcs t soient placés sur un axe , et servent d’abs¬ 
cisses aux ordonnées T ; il suppose ensuite que H , I, R, L, etc., soient ce que devient 

la fonction T, lorsqu’on y fait t successivement égal à - , , etc, c étant la cir- 

n n n 

conférence *, il montre alors que, d’après la théorie de la multisection des angles , il 
suffit d’ajouter ensemble toutes ces quantités , et de diviser leur somme par n , pour avoir 
la valeur de A dégagée des autres inconnues -, et qu’on trouve, d’une manière analogue, 

Celle des autres coefficiens B, C, D , etc., par une formule générale, qu’on peut appli¬ 
quer à des fonctions de t beaucoup plus compliquées, dans les cas même où la loi de la 
fonction ne serait pas donnée algébriquement, et où la courbe qui 1 exprime ne serait 
donnée que par plusieurs points (*) .D’Alembert a remarqué, dans le second vo lume de ses 

(* ) Soit H=A+Bcosî+Ccos^-fDcos^-f-etc., I = A 4 - B cos ^ 4-Ccos^- 4 - etc., 

K. = A 4- B cos — 4- C cos — -t- D cos ~ ■+■ etc., et ainsi de suite ; on aura , en rcraar- 
n n n 

quant que chacun des cosinus qui multiplient B est une des racines de IVquation y* —l=o, qui, 
étant sans second terme, doit avoir la somme de ses racines égalé à zéro, et en observant qu’il en est 
de même pour les antres lettres ( Mém . de Par., 1754 , p. 546 , et Cale. int. de M. Lacroix, $ 46a) : 

A = - (H + 1 + K + L + etc.), et en general, S =■ d. cos^4- Icos ^ 4- K cos ^ 4-ctc.^ , 

s étant le coefficient correspondant au multiple p d’un terme cherche. 

Si l’on suppose n infini, il est clair que la sbmrne des quantités H, I, etc., c’est-à-dire des valeurs 

successives de T, sera J'ïdt, et qu’aiosi la valeur rigoureuse de A sera ca f aisant *=c apH* 

l'intégration. 





* ♦ 
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Opuscules , que ce procédé n’était au fond qu’un savant détour pour parvenir précisé¬ 
ment au même résultat qu’il avait obtenu plus simplement. En effet, lorsqu’il est ques¬ 
tion de passer de la théorie à l’exécution, Clairaut s en tient à la forme intégrale des 
coefficiens cherchés et aux quadratures qu’elle indique, u Les courbes, dit-il, qu’on 
n a besoin de carrer étant tracées seulement à peu près par plusieurs points , on voit 
» au premier coup-d’œil les parties qui sont d’une courbure assez considérable pour 
« demander qu’on rende les ordonnées voisines les unes des autres, et celles qui per- 
* mettent qu’on ne les prenne que de loin en loin. Dans le premier cas, je traite un arc 
v qui passe par quatre ou cinq points voisins , comme celui d’une ligne parabolique, 
„ et je prends autant de ces arcs qu’il est nécessaire pour mesurer exactement la partie 
„ la plus courbée ; dans les autres, il suffit de prendre la courbe pour un assemblage de 
„ lignes droites. Au reste, à l’exemple de M. Euler, je n’emploie cette méthode d’ap- 
» proximation que pour les lettres A et B, et je parviens, par un procédé qui m’est 
r> propre , à la relation que tous les coefficiens cherchés ont les uns avec les autres, n 
Action de Clairaut applique ensuite , dans l’article 5 , ces procédés à la recherche des équations 
Tenus. jj eu du Soleil qui dépendent de l'action de Vénus, en supposant les deux orbites 

circulaires et dans le même plan , et en s’arrêtant au cosinus du quatrième multiple de t. 
11 parvient ainsi à la formule îo" sin t — 11",5 sin at — i ",4 sin 3 f — o",4 sin 4 i. Lexell 
ayant depuis approfondi cette matière ( Mèm . Pétersb ., 1779 » P ait * 11 » P a S- * 9 ° ) > est 
arrivé à peu près au même résultat, et Fuss a trouvé aussi, par un travail suivi et une 
méthode différente, que la théorie de Clairaut était exacte. (Voyez Mém. de Berlin , 
1784, p. 237.) 

L’article 6, intitulé : Diverses applications de la théorie précédente , est consacré à 
la détermination des masses , et à la recherche des temps où toutes les actions des pla¬ 
nètes sur la Terre se réunissent pour altérer le plus qu il est possible le lieu du Soleil. 
L’auteur fait voir que le maximum, de cette action monte à environ i', et que c est 
à cela que peuvent tenir les différences faussement attribuées à des variations de l’équa¬ 
tion du centre. 

Le Mémoire précédent est clair, concis et méthodique, et ses résultats ont servi à 
La Caille pour les nouvelles Tables du Soleil, qu’il publia en 1758; Clairaut annonce, 
en le terminant, qu’il se propose d’en donner un autre sur le mouvement du Soleil en 
latitude, qui résulte de l’action des mêmes planètes qu’il a considérées dans celui-ci; 
mais il n’a pas exécuté ce projet. 

Applications Lalande calcula le premier, en i 7 58 , les inégalités de Mars produites par l’action 
de la solution de jg j U pj ter . en iyQ Q celles de Vénus causées par l’attraction dela^Terre, et en 176», 
parLaiaude. e8 celles de la Terre dues à l’action de Mars. Ses Mémoires, compris dans ceux de l’Aca¬ 
démie des Sciences , contiennent tous les détails de l’application à ces divers cas de la 
méthode de Clairaut qu’il a constamment suivie, ainsi que l’a fait Bailly, dès 1762, pour 
la théorie des satellites de Jupiter. 

Le calcul des dérangemens de Mars, dus à l’action de Jupiter, n’exigeait pas que 
l’approximation fût poussée très loin dans le développement des facteurs irrationnels, 
à cause de la grande différence des distance*, de ces planètes au Soleil , mais il n en 
était pas de même de celui des inégalités de Vénus, que Lalande avait entrepris à l’oc¬ 
casion du passage de 1761. Cet astronome détermine dans ce cas les valeurs de la 
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quantité (p—cosz'f 1 de d’Alembert, lorsqu’on prend successivement pour z tons les de¬ 
grés compris entre o et i8o°, en observant que dans le second quart de cercle — cos 6 
devient une quantité positive ; il regarde ces cent quatre-vingt-une valeurs comme les 
ordonnées consécutives d’une courbe parabolique, et il obtient l’expression de A, en 
prenant l’aire de cette courbe par approximation : ce qui se réduit à ajouter le tiers des 
ordonnées extrêmes aux deux tiers de celles de numéro impair et aux quatre tiers de celles 
de numéro pair, et en divisant cette somme par i8o° (*). La valeur de B exige un calcul 
semblable , avec cette différence, que tous les termes doivent être multipliés par cos z, et 
que la somme doit être divisée par 90° seulement. Lalande trouve ainsi pour Vénus des 
inégalités qui vont jusqu’à une demi-minute en plus et en moins ; mais comme les prin¬ 
cipales dépendent de l’angle de commutation z , il en conclut qu’elles ne sont pas sen¬ 
sibles lors des passages de cette planète sur le Soleil. 

Dans le cas de Mars troublé par la Terre, les excentricités des deux orbites devant 
entrer dans le calcul des distances, et les équations du centre dans le calcul des angles , 

Lalande a égard alors au second radical, dont il exprime les coefficiens au moyen de A 
et B. Il calcule ceux-ci de la même manière que pour Vénus , mais en ne prenant leurs 
élémens que pour tous les degrés pairs depuis o à 180°, et en divisant par conséquent 
la somme définitive relative à A , par 90, et celle qui donne B, par 45 . Cette méthode de 
déterminer par petites parties la surface d’une courbe donnée par points , n est guères 
applicable que quand les ordonnées consécutives sont peu différentes-, car, lorsque les 
changemens sont brusques et considérables, elle n’est pas d’une exactitude suffisante ; 
aussi d’Alembert preférait-il celle des rectifications comme étant plus rigoureuse. La¬ 
lande obtint ainsi, en ayant égard à quelques-uns des termes de l’ordre du carré de 
l’excentricité, une formule dont il fit part à Mayer. Celui-ci lui envoya le résultat d’un 
semblable travail qu’il avait fait par les méthodes d’Euler, et qui s’accordait assez avec 
celui de Lalande. 

Mayer s’occupa aussi des théories de Jupiter et de Saturne, et soumit, sans beaucoup Nouveau dé- 
de succès, les formules d’Euler aux observations, afin de rendre les premières plus exactes, ° 

Lalande remarqua, en 1764, que les observations indiquaient un dérangement singulier mouvement de 
dans le mouvement de Saturne, qui rendait sa révolution moyenne très différente, Saturne ' 


(*) En effet, nous avons trouvé, page , 

Ci/* — cos z)~*dz „ _ ri/* — C0S2 ) ‘cosz.dz 

a = ; ! ——’ B =J-F- 

Soit (/a — cos s) * •sz.y , el désignons par a , b et c les valeurs de y correspondantes aux valeurs o, t 
et a prises pour z. 

L’équation des courbes paraboliques de Nevrton , y = m + H2 +pz‘+ çt* + etc., devient, en expri¬ 
mant que les ordonnées a, b, c correspondent aux abscisses O, i, a, 

yz=M+{b—a)z+ —b+ -^*(*—1), d’où l’on tire fydz=zas- f- —b~h -» 

et en prenant l’intégrale entre les limites z = 0, s = a, fydx = ^ a ■+- 1 b + ^ c ; par la même raison, 
la surface comprise entre les ordonnées c,d, e sera et ainsi de suite; et la surface com¬ 
prise entre a et e sera égale b ^b+r^c + + ^e. 
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suivant lès circonstances où l’on observe , et faisait que la durée des deux révolutions ; 
comprises entre 1701 et 1760, était plus courte de six jours et demi qu’elle n’avait été 
dans un pareil intervalle entre 1686 et 1745 ; différence qui ne lui paraissait pouvoir être 
produite ni par l’action de Jupiter, ni par aucune des causes connues, puisque les deux 
planètes se trouvaient, à quelques degrés près, à la même configuration et au meme point 
du ciel dans les deux cas. 


Mémoire de 
Lagrange con¬ 
tenu dans le t. 3 
des Mélanget 
de Turin. 


i re partie. 
Méthodes di¬ 
verses d’intégra¬ 
tion. 


CHAPITRE III. 

Premières Recherches de Lagrange et de M. Laplace sur la théorie des 
Planètes. 

Nous venons de voir Euler, d’Alembert et Clairaut, dont nous avons admiré les tra¬ 
vaux dans la théorie de la Lune, poser les bases de celle des planètes, surmonter 
déjà de grandes difficultés, en indiquer d’autres sans les résoudre, et donner aux tables, par 
leurs formules, une plus grande exactitude ; mais il restait encore des points très importans 
à éclaircir, et un grand nombre de découvertes brillantes à faire, dont l'exposition va nous 
occuper. Nous verrons que la plupart de celles-ci sont dues aux deux mêmes géomètres 
qui ont aussi perfectionné la théorie de la Lune, et qu’ainsi, depuis Newion jusqu’à la 
fin du siècle dernier, cinq hommes ont presque tout fait dans l’une des parties les plus dif¬ 
ficiles et les plus avancées de l’Astronomie. 

Le troisième volume des Miscellanea Taurinensia , publié en 1766, et qui contient 
les Mémoires des années 1762—1765, en renferme un de Lagrange, intitulé : Solution 
de différens problèmes de calcul intégral , qui occupe deux cents pages; ce Mémoire, 
qui parut presqu’en même temps que les Recherches du même auteur sur les inégalités 
des satellites de Jupiter, couronnées en 1766, peut, sous le point de vue dont nous 
nous occupons, être divisé en deux parties. La première, qui contient des méthodes 
générales d’intégration, est remarquable, tant par le nombre et la nouveauté de celles-ci, 
que par l’ordre dans lequel elles sont exposées, en allant du simple au composé, et par 
l’usage que l’auteur y fait des indéterminées pour intégrer et faire disparaître les arcs 
de cercle ; la seconde, qui renferme une théorie de Jupiter et de Saturne, est bien 
digne aussi de fixer l’attention, soit par divers procédés ingénieux qui y sont exposés , 
et qui se trouvent aussi dans la pièce sur les satellites de Jupiter, soit par la méthode que 
l’auteur y donne pour parvenir aux équations séculaires de tous les élémens, et par les 
résultats nouveaux auxquels elle le conduit. 

Lagrange s’occupe d’abord de l’intégration de l’équation différentielle 

: Ly + M^ + Ng + P^+etc-^T. 

dans laquelle L , M , N , T, etc., sont des fonctions de t. Il la multiplie par zdt , z étant 
une variable indéterminée ; puis il intègre par parties, de manière à faire disparaître 
les différentielles de la variabley de dessous le signe /, et profite de l’indétermination 
de s pour égaler à zéro tout ce qui demeure sous ce signe, de manière que l’équation 
restante soit d’un ordre moins élevé d’une unité que la proposée. Ainsi, si 1 on peut 
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trouver une valeur de z cjui satisfasse a 1 équation de condition, on aura tout de suite 
l’intégrale cherchée ; si l’on a deux valeurs différentes de z qui satisfassent également 
à cette équation, on aura, par la substitution de ces valeurs , deux intégrales, à l’aide 
desquelles on éliminera la plus haute différentielle de y , et l’équation qui en résulte 
sera l’intégrale seconde de la proposée, et ainsi de suite. L’auteur fait voir qu’on aura 
autant de constantes arbitraires qu’il y a d’unités dans l’exposant m de l’ordre de l’équa¬ 
tion différentielle, et que celle-ci sera intégrable algébriquement, toutes les fois qu’on 
aura m ou m — i valeurs de y en t dans le cas de T= o. Il s’occupe de l’intégration 
d’un grand nombre d’équations analogues , et en tire la solution de quelques problèmes 
concernant le mouvement des fluides et la théorie des cordes vibrantes. 

Lagrange indique ensuite, page 262, une nouvelle manière d’intégrer par approxi- Moyens de 
° - <Jt.it. faire disparaître 

mation l’équation -f- K“y + L + z'My a -f- j a N^ 3 -f- etc. = 0, où R, L, etc., sont jj^drolesh»- 

. tégrales appro- 

des constantes quelconques, et dans laquelle i marque un coefficient très petit. Il observe chees. 
d’abord que si l’on commençait par intégrer l’équation, en négligeant les termes en i, 
et qu’on substituât cette première valeur dans le terme z'My*, cela ferait naître la quan¬ 
tité zA cos K/, qui amènerait, par une nouvelle intégration, le terme îBf sinKt dans la 
valeur de y , et que, si l’on continuait le calcul de la même manière, on trouverait 
encore des termes multipliés par t a , t 3 , etc. Il démontre cependant que la valeur de y 
ne peut jamais passer du fini à l’infini, et que, puisque t peut devenir infini, il s ensuit 
que la valeur dey» en f ne doit point contenir de termes qui croissent avec t. Il indique 
alors un procédé pour les faire disparaître; il consiste à faire y'=y ''-+-a -f-z^-f-z 2 » + etc., 

A, » étant des constantes indéterminées et y'' une nouvelle variable ; à substituer cette 
valeur dans l’équation différentielle , en désignant par R 2 le coefficient qu’a alors y' ] à 
intégrer une première fois en faisant i = o ; à remettre ensuite l’expression de y' ob¬ 
tenue ainsi dans le terme iMy/ 2 , et à profiter de l’arbitraire a pour égaler à zéro le 
coefficient de cosRf, qui aurait fait naître un arc de cercle par une nouvelle intégration. 

Si l’on veut pousser le calcul jusqu’à l’ordre suivant, on fera disparaître le terme 
i a cos Rf de la même manière, en déterminant l’arbitraire^ à être telle que le coef¬ 
ficient de ce terme soit égal à zéro, et ainsi de suite. On peut remarquer 1 analogie 
qu’il y a entre ce procédé et celui qu’employait Clairaut pour faire disparaître son terme 
en cosv. 

Lagrange expose ensuite une autre méthode pour le meme objet, qui est plus compli¬ 
quée, mais qui a sur la précédente l’avantage de donner directement, et sans aucune 
supposition précaire , la vraie forme de l’intégrale. Supposant qu’on ne veuille avoir 
égard qu’aux quantités de l’ordre de i et de z a , il fait y'* = u, y 3 = v, et forme deux 
nouvelles équations en d*u et d a v analogues à celle en d*y ; mais comme u et v sont res¬ 
pectivement multipliés dans celle-ci par i et i a , il rejette dans la première les termes de 
l’ordre i 2 et dans la seconde ceux de l’ordre i; il ajoute ensuite ces trois équations, 
après avoir multiplié celle en y par a e fl dt, celle en u par pe^dt, celle en v par ne^dt; 
il intègre en faisant disparaître de dessous le signe/les différentielles deyr, u, v, et 
en égalant séparément à zéro les coefficiens de chacune de ces variables qui sont sou» 
ce signe^il obtient alors, d’un côté trois équations pour déterminer les constantes A,^, 
et de l’autre une équation du premier ordre, où les trois variables sont séparées, et où 

&0 
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il entre une nouvelle constante, qu’il détermine d’après les valeurs de y et de sa dérivée 
quand on a t = o. La quantité ft est de l’ordre de i, et r de l’ordre de i' a ; g étant déterminée 

par une équation du second degré, a deux valeurs qui sont de la forme -J- R y/ _i 

'et —R y/— i. Lagrange les substitue alternativement dans l’équation réduite au premier 
ordre, en y remettant pour v et u leurs valeurs, et en changeant les exponentielles 
imaginaires en sinus et cosinus; il retranche ensuite les deux résultats l’un de l’autre, et, 
divisant par 2R y/— 1 , il obtient l’intégrale cherchée ; celle-ci contient encore les trois 
premières puissances de linconnuey, mais il en tire, en la résolvant par approximation, 
la valeur de y , qui se trouve bien être la même que celle qu’il a obtenue par la pre¬ 
mière méthode. Il s occupe ensuite, page 274, du mouvement d’un corps qui décrit une 
orbite à peu près circulaire, en vertu d’une force centrale proportionnelle à une fonc¬ 
tion quelconque de la distance. 

Il considère, article 5 a , le système de deux équations du second ordre, dont les se¬ 
conds membres sont nuis, où les variables sonty, z, et se trouvent à la fois dans chaque 
équation, ainsi que leurs puissances et produits de la seconde et de latroisième dimension , 
ceux-ci respectivement multipliés par i et par i % - t il emploie pour les intégrer le même 
procédé dont il vient de faire usage pour une seule équation de cette espèce, en dé¬ 
signant chaque puissance , ou produit dey et z , par une lettre particulière, et en for¬ 
mant autant de nouvelles équations qu’il y a de ces lettres. 11 remarque que , pour que 
les valeurs dey' et de z ne contiennent que des sinus et des cosinus, il faut que les 
racines de l’équation du quatrième ordre qui donne g, soient toutes deux réelles, néga¬ 
tives et inégales. 

Intégration Lagrange indique, page 294, une méthode particulière pour intégrer une équation 
o^lesSÎTctiom ^ n ^ a ^ re 8econ d ordre où y et son premier coefficient différentiel, par rapport à t , 
périodiques et se trouvent respectivement multipliés par i cos Ht et i sin H t, et où le second membre 
trouTent^* est Une f° nct ^ on quelconque de /. Il y parvient en désignant les quantités y cos Ht, 
kes. y sinID ,y COs nHf, y sin 2H£ , par les lettres h , U , v, V, et en formant de nouvelles 

équations en d 3 u , d 3 U, d 3 v , d 3 Y, analogues à la proposée , mais où l’on peut négliger 
les termes affectés de i a dans les deux premières , et de i dans les deux dernières, lors¬ 
qu’on veut pousser jusqu’à l’ordre i 3 1 approximation definitive. Il traite ensuite ces équa¬ 
tions comme celles du cas précédent; et la formule, réduite au premier ordre, lui donne, 
en y remettant pour u , U, v, V leurs valeurs , et en comparant les quantités imaginaires 
avec les imaginaires, les réelles avec les réelles, deux équations à l’aide desquelles on 
peut éliminer le coefficient différentiel dey. 

L’auteur examine enfin, article 58 , le cas où l’on a à la fois deux équations de cette 
espèce entre les variables y et y', et où celles-ci se trouvent mêlées ensemble, de ma- 
. nière que la dérivée de y^ entre dans 1 équation en d 3 y , et vice versa , K a désignant 

toujours le coefficient dey, dans celle-ci, et K' a celui de y ' dans l’autre équation. Il 
emploie pour les intégrer un procédé semblable , et forme seulement un nombre double 
d’équations subsidiaires, ce qui lui donne dix inconnues et dix équations du second 
ordre, d’où il tire une équation du premier ordre et dix équations de condition ; celles-ci 
donnent, à l’aide des deux valeurs de g*, deux équations finales, qui servent à trouver 
y et y, e t que l’auteur ne rapporte pas, peut-être à cause de leur complication. Il dis- 
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ente alors, avec une attention particulière, le cas où le multiple H serait presqu’égal 

à K — K', la différence n’étant que de l’ordre i. Désignant par h -f- im la valeur de ç [/ 1, 

il détermine les expressions d ey et y en négligeant d’abord les quantités de l’ordre i aux¬ 
quelles il a égard ensuite ) m est donnée par une équation du second degré, dont les racines 
peuvent être égales ou imaginaires. Il prouve que dans le premier cas la valeur de y con¬ 
tiendrait l’arc t en dehors des signes périodiques, et que dans le second elle renfer- 
meraitdes exponentielles toutes réelles, et qui croîtraient à l’infini à mesure que t croît. 

C’est alors que Lagrange fait 1 application des méthodes précédentes à la théorie de 2* Partie. 
Jupiter et de Saturne. Il reprend les trois équations du mouvement de l’une et de^j^'g£ t ^£ 
l’autre planete en coordonnées polaires prises par rapport au temps , qu’il avait déjà ne - 
données dans un Mémoire imprimé dans le volume précédent. Les variables y sont sépa¬ 
rées de manière à ce que les distances accourcies r et / des deux planètes, rapportées 
au plan de 1 écliptique fixe, soient données chacune, ainsi que les tangentes q et q' de 
leurs latitudes , par une équation du second ordre, tandis que les longitudes ç et q> r sont 
déterminées par des équations du premier ordre. Il remarque que leur analogie permet 
de ne considérer qu’un seul système d’équations , celui relatif à Jupiter par exemple, 
les memes formules pouvant ensuite, en ajoutant ou supprimant un trait à chaque 
lettre, servir à calculer les dérangemens de Saturne. Il élimine alors l’élément dt 
du temps, ainsi que Clairaut et d’Alembert, et obtient un autre système où d$ est 
la variable indépendante, et qui est assez analogue à celui dont M. Laplace s’est servi 
dans sa Théorie de la Lune (*). L’auteur suppose d’abord que les forces perturbatrices Variat : oa de» 
soient nulles, et intègre dans cette hypothèse avec quatre constantes arbitraires t, «, * et* élémens. 
qui représentent la tangente de l’inclinaison, le lieu du nœud ascendant, l’excentricité 
et le mouvement de l’aphélie. Il imagine ensuite que l’effet de ces forces consiste à faire 
varier les constantes, en sorte que l’orbite soit représentée par une ellipse qui change 
continuellement d’espèce et de position; il différencie la valeur de q, en faisant tout 
varier, et profite de l’indéterminée i pour exprimer, par une équation qui donne la 


(*) Soient S, I et I' les masses du Soleil, de Jupiter et de Saturne; P, Q, Ries composantes rec- 
tangul tires des forces perturbati ices qui agissent sur Jupiter: Lagrange faisant j- — s, obtient les trois 
équations suivantes (voyez part. 1, Notes 3 et 7) : 


(S -f-1) (t -f- g* ) * -f- XJ _ d*q 


X/C — a JXpTTp ’ dp* "T * RP» ”°’ 

:n disant, pour abréger, Rr» + Q — U, r 1 Ç? — Rq 4. Q ^ = Y. 
L’intégration lui donne, quand P, Q, R sont nuis, 


_V_ 

G—" 


q isin (p « 0 » s — V * -f- -h » cos (p—»), d’où l’on tire s» = 17* * 

Quand P, Q, R ne sont pas nuis , si l’on suppose que les élémens deviennent variables et que les diffé¬ 
rentielles premières de q et de s restent cependant les mêmes que dans le premier cas, on obtiendra , eu 
regardant 1 comme constant dans l’expression de s, 

dt _ da. *d± _ V _ d» . 

T — tang (p — *) ’ sin($ — — a/Qr»t/* ~~ ° * T tan B ( P — dt» =- 0 f 

5^W-C=ŸIF3ï {u + ^(. + ,"/QW, + jfe ih]}- 


.* = 7» +^1. 
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valeur de dt , que la variation instantanée de la latitude sera la même que si le plan de 
l’orbite ne changeait pas de position. Il difFérencie une seconde fois la valeur de q , et 
la substitue dans l’équation du second ordre, en y remettant pour dt sa valeur ; ce qui lui 
donne une seconde équation du premier ordre pour déterminer du. Il applique aussi le 
même procédé à l’équation relative au rayon vecteur, en exprimant que la variation ins¬ 
tantanée de ce rayon soit la même que si l’ellipse demeurait constante*, et il décompose 
l’équation du second ordre en deux autres du premier ordre, qui déterminent les va¬ 
riations de l’excentricité et de la longitude du périhélie. On voit que cette méthode 
est tout-à-fait analogue à celle qu’Euler avait employée pour la Lune, dès I7&3, et 
appliquée aux planètes en 1756; l’expression de la variation de l’inclinaison est la même, 
et celles des trois autres élémens ne sont différentes que parce que Lagrange n’a pas 
conservé, comme Euler, le temps ou le moyen mouvement pour variable indépen¬ 
dante , qu’il n’a pas donné la même forme que lui à l’expression de la distance 
accourcie dans le mouvement elliptique, et qu’Euler ne s’est pas attaché comme lui à ce 
que la différentielle de ce rayon eût précisément la même expression que dans le cas de 
l’ellipse constante. 

Développement Lagrange reprend ensuite les trois équations différentielles où le temps est la variable 
des formules indépendante , afin de les intégrer directement par approximation. Les observations lui 
generale*. a pp renant q Ue ] e mouvement de Jupiter autour du Soleihest à peu près circulaire et uni¬ 
forme , et que le plan de son orbite ne fait qu’un très petit angle avec celui de l’éclip¬ 
tique , il nomme a la distance moyenne de Jupiter au Soleil, h sa vitesse angulaire 
moyenne, et fait, comme Euler, dans sa pièce de 1748 ,r=a(i + zy ), <p = ht + ix, 
q = iz, i étant très petit; il prend des valeurs analogues pour les variables relatives à 
Saturne, ce qui lui donne, en substituant ces valeurs dans les équations en q et r, des 
formules du second ordre en y et z , semblables à celles dont il s’est occupé article 5 a , 
mais qui contiennent encore des termes non développés , dépendans des forces , et*dont 
quelques-uns ont en diviseur le cube de la distance v des deux planètes. L’auteur est 
conduit par là à s’occuper du développement des deux facteurs irrationnels qui entrent 
dans la valeur de v" 3 *, il adopte sur ce point le procédé d’Euler, et donne, pour obtenir 
les séries qui expriment les coefficiens du cosinus de chaque multiple de l’élongation 
une méthode simple et élégante fondée sur la décomposition du binôme en deux facteurs 
imaginaires, et sur le développement immédiat de chacun d eux suivant les cos. et les sin. 
des multiples de l’angle i , qu’il remplace ensuite par sa valeur ( h — h ) t-\-i (r x ) (*). 


(*) On a en effet, 1 — a* cos fl -f- «* = [ 1 — * ( cos 0 -4- sin 9 [/ — 1) ] [ 1 — «1 ( cos 0 — sin 8 [/— 1 )} > 
et comme (cos 0Ü sin0 l/^7)*r= cosmfr±sinmS V~—', si l’on élève sncccssivemcnt chacon des fac- 
leuis à la puissance — s , leurs valeurs seront de la forme — 1 > M — N \/ — i,en supposant 

M _ 1 5( » cos 0 + * •**♦*• T cos2 fl -f-etc. , N = su sin 0 H-- <t* sin 20 -f-etc., 

et l’on aura ( 1 - 2* cos 6 -+- )“* = M» -f- N’ = A -4- B cos 0 -f* C cos a9 + etc. ; 

d’où l’on tire , en carrant les valeurs de M et de N, en ajoutant les termes qui ont le même coefficient, et 


a comparant les deux derniers membres terme à terme , 

/i.j+iv . . /i.i + i.i + »v 
.* + (^ — -~ s ; 


L’autenr pose ensuite s = 
sances de «. 


f cl ss -, et donne dans une table les logari 


B = su -+■ s. -— s 5 + ct c * 

2 

dîmes des quarante premières puis- 
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Lagrange obtient ainsi les expressions des forces perturbatrices, qu’il substitue dans j^ nct5on dcJ 
l«s équations différentielles *, il réduit ensuite celles-ci à une forme plus simple, en chan- Quations à un< 
géant les variables y et z en d’autres y, et z, dont les valeurs soient exprimées en fonc- si’mpfe. plU * 
tion des premières, de leurs puissances et de leurs produits de la seconde et de la 
troisième dimensions , respectivement multipliés par i et par i*, et affectés de coefïiciens 
indéterminés (*). Pour prouver la légitimité de cette supposition et déterminer en même 
temps les coefïiciens inconnus, il différencie deux fois les expressions de y, et z, ; il y 
remplace les coefïiciens différentiels dey et z par leurs valeurs tirées des premières équa¬ 
tions , de manière à négliger, dans le résultat, les quantités affectées de i 3 ou i*n ; et 
après avoir substitué ces expressions dans les équations réduites, qui doivent devenir 
identiques , il compare séparément les termes semblables. Ces opérations lui laissent en¬ 
core deux indéterminées dont il peut disposer, et elles réduisent les équations différen¬ 
tielles à la forme de celles dont il s’est occupé article 58 . 

Pour intégrer ces formules sous leur nouvelle forme , Lagrange y néglige d’abord tous Première in * 
les termes affectésfle i et de n, excepté ceux qui renfermenty, ou z,, multipliés par tc o rallon - 
cos (A — h' ) t ou sin ( h — h')t f et auxquels il faut avoir égard, même dans la première 
approximation , parce que, quand on y met pour ces variables leurs valeurs simplement 
elliptiques A' cos[(/i' + ik' ) f — A'j, etc., on obtient, après le développement des 
produits , des termes de la forme cos £ ( h -f- ih' ) t — A' ] , qui étant de 1 ordre de in, 
dans les équations différentielles , se trouvent divisés après l’intégration par des quantités 
du même ordre ; de sorte qu’ils appartiennent aussi aux premières valeurs dey, et z,. 

L’auteur exécute ensuite une première intégration par la méthode de l’article cité : le 
cas qu’il y a examiné en particulier se présente alors, et il obtient poury, et z, des valeurs 
en fonction des sin. et cos. de l’angle (h -f im)t pour l’une , et (/t -f- in) t pour l’autre ; et 
comme m et n ont chacune deux valeurs m', m n ,n , ,n" i cela donne quatre termes pour chaque 
variable. « Le peu de temps qui me reste, dit-il ensuite, ne me permettant pas d’entrer 
y » dans le détail des nouvelles approximations, je me bornerai à examiner ici, d’après 
n les formules données ci-dessus , les inégalités des mouvemens de Jupiter et de Sa- 
n turne, qui font varier l’excentricité et la position de l’aphélie de ces deux planètes 
n aussi bien que l’inclinaison et le lieu du nœud de leurs orbites, et qui produisent sur- 
v i tout une altération apparente dans leurs moyens mouvemens. « 

Il reprend alors les expressions précédentes de y, et z,, et il les transforme a plusieurs ^Détermination 
reprises, de manière à leur redonner leur première forme A cos (ht —A), A sin (ht — E) , S e CU ] ai / cs de 
ce qui lui permet ensuite de comparer les valeurs définitives de A , A, A, E avec les chaque étemeni 
primitives, et d’en conclure, pour l’une et l’autre planète , les variations de 1 excen¬ 
tricité , de la tangente de l’inclinaison, des lieux de l’aphélie et du nœud. Cette méthode 


(*) Les équations deviennent alors 

+ ^ + L'i,+«Zao, 

en supposant/, =/ +« + *(Çr , +** , ) + i* +V*+ ** ^jjjjr) » *«=*+* 

et en désignant par in la quantité | A», par Y et Z une suite de produits des sin. et cos. de l’angle — 

et de ses multiples, par n ou par iny , injr', inx t inz , etc. 
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de déterminer les variations de chaque élément pour avoir les inégalités séculaires, a été 
dès-lors toujours employée, lors même qu’on a eu recours à l’intégration des équations 
générales pour les inégalités périodiques. Nous avons vu qu’Euler avait déjà eu l’idée, 
dans sa pièce de 1752 , du procédé par lequel on réduit à la forme elliptique les expres¬ 
sions des variables dans le mouvement troublé ; mais Lagrange l’a perfectionné : il en a 
conclu les mêmes formules du mouvement rétrograde du nœud et de la diminution séculaire 
de l’inclinaison qu’Euler avait déjà données , et en a déduit le premier l’expression exacte 
des variations séculaires de l’équation du centre, de l’excentricité et du mouvement de 
l’aphélie. Il n’a pas été aussi heureux pour celle du moyen mouvement, à laquelle il parvient 
en cherchant la valeur de <p, et,après avoir substitué les petits ares J (, i (n-n)t à leurs 
sinus, en comparant le coefficient de tavec celui qu’il a désigné par h ; il en conclut, en pas¬ 
sant aux nombres, une inégalité croissante dans le mouvement en longitude de Jupiter et de 

Saturne, représentée par la formule-l- 2 ", 74 o 27 i a pour celui-là, et par—14",2218 n’pour ce¬ 
lui-ci^ n étant le nombre des révolutions écoulées depuis une époque fixe.Nous verrons bien¬ 
tôt ces résultats démentis par de nouvelles recherches; mais l’ouvrage de Lagrange qui les 
contient, n’en est pas moins admirable sous le rapport analytique, puisque c’est-là, comme 
l’a dit M. Laplace (A/ém. de Par. , 177a , seconde part. , pag. 268 et 317), a qu’il 
n a senti et résolu le premier, par une analyse sublime, la difficulté que font naître 
» les termes qui, provenant de la seconde approximation, sont du même ordre que 
» ceux qui résultent de la première, quoiqu’on les suppose d’un ordre inférieur, et qu’il 
>1 a envisagé sous son véritable point de vue la question des inégalités séculaires. r> 
Nouvelles Les tomes V et VI des Opuscules de d’Alembert, publiés en 1768 et 1773, con- 

rçcherche» de tiennent différentes recherches relatives à la théorie des planètes. C’est ainsi que dans 

d Aleml»crt sur , , tiw 

la théorie des le 39 e Mémoire, t. V, pag. 34 a » 1 auteur s occupe du mouvement de leurs aphe- 

planetes. lies; il attribue à Lagrange d’avoir remarqué le premier, dans ceux de Jupiter et 
de Saturne, une duplicité de valeur qui tient à ce que la variable y' entrant dans 
l’équation en^y, et vice versa, la quantité de ce mouvement est donnée par une équation 
du second degré. «Dans la théorie delà Lune, ajoute-t-il, la révolution delà planète, 
„ comparée à celle de la Terre, dépend, ainsique le mouvement de l’apogée, du rapport 
» de la masse de la Terre à celle du Soleil, au lieu que dans la théorie de Jupiter 
„ e t de Saturne, le mouvement de l’aphélie dépend uniquement de la masse de ces pla- 
» nètes, et la révolution de la masse du Soleil ; ainsi il se peut faire que quoique l’équa- 
„ tion qui donne ce mouvement soit à peu près exacte dans la première théorie , elle 
y) ne le soit pa3 dans la seconde. r> Il cherche à prouver, Mém. 4 ° » P* ^87 , que s’il y 
a dans l’équation du rayon vecteur de l’orbite d’une planète, deux termes de la forme 
u cosNz. -f- • cos (N -f- y) z , y étant extrêmement petit, il en résulte dans l’équation du 
temps un terme de la forme A sinyz, qui peut produire une équation séculaire appa¬ 
rente (*). Il trouve ingénieuse et satisfaisante l’explication du retardement de Saturne 


(*) En effet, soit x la distance accourcie de la planète au Soleil, le premier terme de l’expression du 
temps est fx*dz ; soit x = «t cos N* •+• Ccos ( N-f- y )s, la valeur de x 1 contiendra le terme. 

■jxC cos (N-4->)s cosNs = *f [cos'aN -f- y)z + cos >s],qui produira dans fx'dz le terme — sin yz. 

'Soient £ e t£-f-/ es valeurs de l’anamalie vraie * h deux époques différentes , «f comprenant plusieurs 
circonférences j l’expression de la différence des moyens mouvemens corrcspondans contiendra la quantité 


— [ sin y ( Ç -f- «T ; — sin = — [ ( cos « f — 1 ) sin y £ -h sin yf cos , 
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que Lagrange a tirée de cette espèce de termes, en prenant pour yz la distance des 
aphélies de Jupiter et de Saturne quand t — o\ mais il fait voir, dans le Mém. 41 , 
pag. 420, qu’on ne peut pas conclure de là que ce n’est pas la résistance de l’éther 
qui altère le moyen mouvement de la Lune et des planètes, parce qu’à cause de la 
différence des temps des révolutions, un argument qui, dans le cas de Saturne, pour¬ 
rait être encore assez petit au bout d’un grand nombre d’années, pourra être au con¬ 
traire très grand dans le mouvement de la Lune, qui est environ quatre cents fois plus 
rapide. Il est donc alors beaucoup plus difficile de trouver des argumens assez petits 
pour qu’ils rendent raison d’une équation séculaire dans le moyen mouvement. 

L’article II du Mémoire 5 o, compris dans le tome VI, est intitulé : Des perturbations 
d'une planète principale par ses satellites , et de F orbite même de ces satellites. L’auteur 
montre comment on peut trouver le lieu d’une planète, lorsqu’on connait le lieu de ses 
satellites et celui du centre de gravité commun, u Imaginons , dit-il, lorsque le temps 
» t = o, un plan passant par une planète dont la masse est P , et auquel on rapporte 
n le mouvement des satellites S, S', etc. de cette planète; soient x, x ', etc. les distances 
>1 de ceux-ci à ce plan au bout du temps t , £ la quantité dont la planète s’est élevée 
n au-dessus de ce plan dans le même temps, Ç la distance correspondante du centre 
r> de gravité à ce plan primitif ; on aura, par la propriété des centres de gravité... 

* (P + S-f-S'-f- e tc.)£ = S (x-f-f) -f-S' (x'-f-l)-f-etc. -+-P£, d’où l’on tirera|. n II déter¬ 
mine ensuite les forces perturbatrices de l’orbite décrite par le centre de gravité de la Terre 
et de la Lune plus exactement qu’il ne l’avait fait dans le tome II de ses Recherches. 11 in¬ 
dique , page 321 , comment on peut déterminer, au moins en certains cas , si une comète 
peut devenir satellite d’une planète : recherche qu’il a reprise dans le tome VIII, pag. a 3 g, 
à l’occasion de la savante théorie donnée sur ce sujet par du Séjour, dans son Essai sur 
Us Comètes , publié en i 77 5 . Il fait voir enfin, pag. 3 a 3 , que le centre de gravité 
commun d’une planète et de ses satellites décrit sensiblement une ellipse autour du 
centre de gravité commun de tout le système , c’est-à-dire du Soleil, de la planète et de 
ses satellites. « C’est ce qu’on démontrera aisément, dit-il, en considérant, i°. que le 
n Soleil, le centre de gravité de la planète et de ses satellites, et le centre de gravité 
» commun de tout le système, sont toujours en ligne droite ; a 0 , que les distances du 
51 centre de gravité commun aux deux autres points sont toujours dans le rapport cons- 

* tan * de la masse du Soleil à la somme des masses de la planète et de ses satellites ; 
” 3 °. que par conséquent les courbes décrites par le Soleil, et par le centre de gravité 
r> de la planète et de ses satellites, autour du centre de gravité commun, et la courbe 
n sensiblement elliptique décrite par le centre de gravité de la planète et de ses satel- 
9 tellites autour du Soleil, sont semblables, n 

Le § 3 a pour titre : Sur les équations séculaires des planètes. D’Alembçrt y fait 
voir comment les deux termes * cos Na + C cos (N + y ) z peuvent aussi altérer le 
mouvement de laphelie et 1 excentricité. Pour cela, il réduit leur somme à la. forme 

qui, lorsque l’angle y<fcst encore assez petit pour qu’on se borne à ses deux premières puissances dans le 
développement de cos y«T et sin >/, donne le terme - sin y£. proportionnel au carré du nombre 
de révolutions écoulées depuis la première époque. 


Premier Mé¬ 
moire de M. La* 
place sur les 
équations sécu¬ 
laires des pla¬ 
nètes. 


Jugement 
des travaux an¬ 
terieurs sur ce 
sujet. 
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k cos (Nz+ •), en prenant pour k et pour tang*, des valeurs dont le développe¬ 
ment lui donne les variations cherchées (*). Il obtient de la même manière celle de l e- 
quation du centre en réduisant et' sinNz -f- ? sin (N -f- y) z à la forme «rsin > 

et il remarque que , comme les coefïiciens N et N + y sont peu differens de 1 unité , 
/ et C seront très peu différens de au et de 2Ê, et qu’ainsi w et <r seront sensiblement 

égaux à » et à ak. , . 

M. Laplace lut à l’Académie des Sciences, le 10 février 1773, unMemoire ajan pour 
titre : Recherches , i°. sur Vintégration des équations différentielles aux différencesfinies , 
et sur leur usage dans la théorie des hasards ; a°. sur le principe de la gravitation uni 
verselle , et sur les inégalités séculaires des planètes qui en dépendent. Il se trouve dans 
le t. YII de ceux des Savans étrangers. La dernière partie contient la grande de- 
couverte de l’invariabilité des moyens mouvemens des planètes, en allant jusqu aux eu es 
des excentricités et des inclinaisons. Avant d’entrer dans l’exposition de la theone qui 
y a conduit l’auteur, nous rapporterons presqu’en entier le préambule qu il a mis en 
tête de cette partie de son Mémoire, parce qu’il peut servir tant à donner une 1 ee 
juste de l’état de la question , qu’à fixer l’opinion qu’on doit avoir de quelques ouvrages 
antécédens. « Parmi les inégalités que l’action réciproque des planètes peut occasionner 
„ à Ia longue dans les élémens de leurs orbites, la plus essentielle à considérer est celle 
„ d e i eurs moyens mouvemens ; elle ne paraît pas cependant avoir été déterminée avec 
„ tout e la précision qu’exige son importance. M. Euler, dans sa seconde pièce sur les 
„ irrégularités de Jupiter et de Saturne, la trouve égale pour l’une et l’autre de ces 
„ planètes. Suivant M. de la Grange, au contraire, dans le tome III des Mémoires de 
» Turin , elle est fort différente pour ces deux corps. Ayant recherché la raison dune 
r> disparité aussi frappante entre les résultats de ces deux illustres geometres, il m a 
n paru qu’ils n’avaient point fait entrer en considération plusieurs termes aussi sensibles 
ji que ceux auxquels ils ont eu égard. M. de la Grange semble à la vérité avoir porté plus 
51 loin la précision que M. Euler : j’ai lieu de croire cependant que sa formule n est 
51 pas encore exacte;. . . car il néglige, dans les équations différentielles , les sinus et 
,5 les cosinus de très petits angles, à cause de l’extrême petitesse de leurs coefïiciens ; 
„ mais ces coefïiciens deviennent fort grands par l’intégration , et produisent dans les 
,1 moyens mouvemens une équation séculaire comparable à celle à laquelle il par- 
„ vient. J’observerai ici que la grandeur de ces coefïiciens, dans la théorie des planètes, 
,1 peut rendre fautive la supposition que leur mouvement vrai est égal à leur mouve- 
55 ment moyen, plus à une très petite quantité. Or, comme toutes les solutions connues 
55 du problème des trois corps sont fondées sur cette supposition, il me paraît que les 
55 formules du mouvement vrai des planètes que l’on en tire , ne doivent etre employées 
55 que pour un temps limité, après lequel il est à craindre quelles ne deviennent 

55 inexactes. 

_ _— C-t-yz _. 

(*) Ces valeurs sont A = y*' -f- a*Ccos yz -+• C’, tang u = yz’ 

si l’on y met pour * sa valeur qu’on développe sin y (£+ i) et cos y ( £+ *) suivam les puissances 

deyj 1 , elles prennent la forme 

A = A -f- Cy’J ' 1 ■+• etc., tang m = A' -+• BV+ L y’f’, 

et les termes qui suivent le premier dans chaque expression, donnent les variations séculaires de 1 excen ri 
cite et du mouvement de l’aphelie. 
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v Indépendamment de tout calcul, on peut s’assurer, par la considération suivante, que 

* la formule de M. de la Grange est incomplète. Car si le plan fixe auquel il rapporte le 

” mouvement des deux planètes, au lieu d’être l’écliptique, était tout autre plan, cette 
« formule donnerait une équation séculaire totalement différente ; et si ce plan passait 
u par l’intersection des orbites de Jupiter et de Saturne, cette même équation qui au- 
» paravant dépendait de l’inclinaison respective des orbites, cesserait d’en dépendre. Il 
r paraît cependant que le mouvement moyen d’une planète, et l’équation séculaire de ce 
" mouvement, doivent être les mêmes, quel que soit le plan sur lequel on les rapporte 
” Ce I e Viens de dire ne touche point au mérite de la solution de 

* d ^ ,a ^f n So : Je 1m rends avec plaisir la justice de la regarder comme une des choses 

» les plus délicates que 1 on ait tirees de l’analyse. 

’’ La P ièce de M ’ , Charles Euler, sur l’altération du mouvement de la Terre, couronnée 
n en 1760, quelqu esttmable qu'elle soit d’ailleurs, n’a rien ajouté, ce me semble 
" à ce que l’on savait déjà sur l’effet de l’attraction des planètes. Après avoir discuté 
51 actlon de la comete de 1 7 $ 9 > s ur la Terre , pour altérer son mouvement moyen il 
n se contente d’observer que l’action des planètes doit y produire une Inégalité pro- 
” portionnelle au carré du temps, sans se mettre en peine d’en fixer la véritable 
» valeur. 

n On voit, par ce détail, l’incertitude qui règne encore sur l’équation séculaire du 
Yi mouvement moyen des planètes, et combien il est nécessaire de la déterminer avec 
n précision. 

» Voici maintenant pour y parvenir une méthode fort simple; mais comme cette 
« recherche est nécessairement liée avec celle des inégalités séculaires, tant de l’excen- 
r tricité et de l’inclinaison, que de la position des nœuds et des apsides, je vais les 
n embrasser dans mon calcul. 

n Je dois observer ici que quoique les formules auxquelles je parviens renferment 

* des termes proportionnels au temps et au carré du temps, je ne prétends pas cepen- 
n dant que ces termes se rencontrent dans l’expression rigoureuse du mouvement des 
» planètes ; il peut arriver en effet qu’ils soient produits par le développement des sinus 
n et cosinus de très petits angles en séries ; mon objet ici n’est point d’entrer dans cette 
» discussion, très intéressante du côté de l'analyse, mais qui devient inutile pour tout 
n le temps durant lequel l’Astronomie a été cultivée. r> L’auteur cite à ce sujet un Mé¬ 
moire de M. de Condorcet ( Mém. de Par., 1771 ), qui a pour titre : Rtjlexions sur 
les méthodes d’approximation. 

M. Laplace passe ensuite au développement de la méthode qu’il vient d’annoncer. Il 
part des trois équations différentielles du premier et du second ordre qui donnent, en mc 
fonction du temps et des forces perturbatrices, la longitude <p, la tangente de la latitude s, ^ 
et le rayon vecteur r d une planète dont la masse est Jm. Il désigne par JW, f $ f } y 
les mêmes quantités relatives à une autre planète qui trouble les mouvemens de la p ro . 
niière, la caractéristique J désignant, une différence infiniment petite. Il intègre d’abord 
les équations dans la supposition de JW = o, s = o, ce qui lui donne pour <p et pou 
des expressions en fonction de leurs valeurs moyennes nt et a , et des produits des * * 
et cos. des divers multiples de l’anomalie nt -f t , par les puissances de f excentricité 
il rétablit ensuite les termes qui ont JW en facteur, et différencie les autres par rapport 


1 
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à suppose l’excentricité et l’inclinaison de l’ordre *, et pousse la précision jusqu’aux quan¬ 

tités de l’ordre * a ^m' inclusivement; mais il lui suffit, pour le but qu’il se propose, de consi¬ 
dérer, dans l’équation du premier ordre qui donne îç , les ternies constans et ceux qui 
croissent comme le temps, en conservant de plus , dans celle du second ordre qui déter¬ 
mine JY, les termes en cos (nf + e) et sin (ni + e). Supposant ensuite à la première 
‘variable une valeur composée de termes constans ou affectés de nt et à la seconde 
une valeur composée de ternies constans , et d’autres en t sin ( nt -|- e ) , t cos ( nt -+• i ) , 
▼raic^expres-* tous affectés de coefficiens indéterminés, il les substitue dans les équations, et détermine les 
«ions des varia- coefficiens inconnus, en égalant séparément à zéro la somme de ceux de chaque terme.Enfin, 
de tous les cle- ayant mis les résultats obtenus ainsi, sous une forme analogue à celle des valeurs ellip- 
“ ens - tiques de <p et de r, la comparaison des unes et des autres lui sert à déterminer les expres¬ 

sions analytiques de l’accroissement de l’équation du centre, du mouvement de l’apogée 
et de l’accélération du moyen mouvement. Un calcul semblable, appliqué à la troisième 
équation, lui donne de même celle de la diminution séculaire de l’inclinaison de l’orbite de la 
planète sur un plan fixe , et du mouvement rétrograde des nœuds sur le même plan (*) ; 
et 11 vérifie', en mettant pour leurs coefficiens leurs développemens Jirés de ceux des 
facteurs irrationnels , que les deux dernières formules s’accordent avec celles données 
par Euler en 1748, les deux premières avec celle de Lagrange, mais que celle relative 
au moyen mouvement est très différente. 

t, J’ai supposé dans les calculs précédens, dit l’auteur, les masses des planètes in- 

(♦) Les deux premières équations dont l’auteur fait usage sont 

o = ^ —— Sr — 2 v -—- Sr- f- A -f-*C cos (nt ■+»)-+• *D sin (nt -f -1 )] -f- a* a B Sy' n^t, 

dt » r* r* 

o = 2L. Xr -b — Bn*t : en supposant = n*Sy ', et en désignant par A, B, C, D des fonc- 

dt r i a • a 1 

fions des moyennes distances, des excentricités et des inclinaisons, il obtient par l’intégration : 

3 

9 = nf A' -+- jA// nt -f - ^ a.*ty' (B — eD) n*f, 

r= a 1 1 + * (e -f- ~ ly'Dnt ) cos -f- 3AV -t- ^ Sy'^ + • J + etc. j. 

La troisième équation est, en faisant s = «x, et en désignant par 6 la quantité dont la planète est plut 
avancée que son nœud lorsque f = o, 

u ih a dt % dt % r * r 5 

d’où l’on tire, en remettant pour Sr sa valeur, en intégrant et en multipliant par a, 

s — ( try — ^ FSy'nt ) «in £/it -t-iASy' -f- ^ -+■ 6 J. 

On voit par 15, que si l’on nomme i le nombre des révolutions de la planète troublée depuis une époque 
donnée l’accroissement de son équation du centre sera eîD.Sf/.i. 3Go°, 

Le mouvement de son aphélie, suivant l’ordre des signes, — Sy' (a + — ) i.3Go», 

L’accélération de «on mouvement moyen, 

La diminution séculaire de son inclinaison. 

Le mouvement rétrograde de scs noeuds, 

(yoyez à ce sujet une note explicative à U fia de celte seconde partie-) 


a 3Go*, 

- TJiA'.i. 36o°, 

—- A. 36o°. 
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» fminient petites par rapport à celle du Soleil : or, le rapport de la masse de Jupiter 
« à celle du Soleil, loin d’être infiniment petit, est très comparable au produit des 
« excentricités des deux orbites auquel j’ai eu égard dans l’expression de l’accélération 
„ des moyens mouyemens.il parait donc alors nécessaire de considérer les quantités mul- 
» tipliées par J>' a ; or, en regardant conmie étant de l’ordre , j’ai trouvé par le 
„ ca ] cu ] e t les géomètres verront aisément à l’inspection des deux premières équa- 
„ ti on3 différentielles , que ces quantités n’ajoutent aucun terme aux formules précé- 
n dentes. De plus , si l’on considère avêc attention ces mêmes équations, on verra xjua 
„ l’expression de l’accélération du moyen mouvement est exacte aux quantités près 
„ de l’ordre , et que les formules du mouvement des nœuds et de l’apogée, de la 

variation de l’excentricité et de l’inclinaison, sont exactes, aux quantités près de l’ordre 
}i de u J>'. » 

Il détermine ensuite les inégalités proportionnelles au cube et aux puissances supé¬ 
rieures du temps dans le moyen mouvement des planètes. Pour cela, il introduit da- 
bord dans la valeur supposée de <p un terme de la forme ; il différencie le 

coefficient K du terme précédent KJy't*, en y faisant varier les moyennes distances, les 
excentricités et les longitudes de l’apbélie, des quantités dont elles ont varié après le 
temps T, et obtient la valeur de L en divisant le résultat par T, et en en prenant le 
tiers. On déterminerait, dit-il , de la même manière les inégalités proportionnelles au 
carré et aux puissances supérieures du temps dans les autres éléruens des orbites, mais 
toutes ces inégalités sont encore trop peu sensibles pour y avoir égard. 

M. Laplace fait alors l’application des formules précédentes à Jupiter et à Saturne; il Application de 
adopte les valeurs des coefficiens du développement des facteurs irrationnels données par faîhïorïdcJii 
Lagrange , après avoir vérifié leur exactitude ; il prend les élémens tels qu’ils se trouvent [*^ r e et de Sa ’ 
dans les Tables de Halley, et annonce qu’en substituant ces quantités dans les expressions 
analytiques des équations séculaires des niouvemens moyens de Saturne et de Jupiter, il 
les a trouvées absolument nul/es; il donne ensuite un moyen fort simple, et qui, appliqué 
à un autre objet, est devenu depuis bien précieux , pour s’assurer à priori si les altérations alterations mu- 
des niouvemens moyens de deux planètes sont l’effet de leur action mutuelle.il fait usage, mens 
pour cet effet, d’un principe donné par le chevalier d’Arcy (il/e'/n. de Pau , ij^j) t 
et qu’il énonce en ces termes : Si plusieurs corps se meuvent autour d un point quel¬ 
conque, considéré comme foyer , la somme des produits de la masse de chaque corps 
par faire que décrit le rayon vecteur de sa projection sur un plan fixe qui passe par ce 
foyer , est proportionnelle au temps. Il l’applique au cas actuel en prenant le Soleil pour 
foyer, l’écliptique pour plan de projection, en égalant à une constante C la somme 
des projections des aires elliptiques décrites dans l’élément du temps par les rayons 
vecteurs des deux planètes, multipliées par les masses respectives fp, îf* j e * en né¬ 
gligeant les quatrièmes puissances des excentricités et des inclinaisons. « Si 1 on suppose* 
h dit-il, qu’après plusieurs siècles les orbites des deux planètes changent par leur action 
ii mutuelle, et que l’on exprime par la caractéristique J" les variations de leurs élémens , 
il on différenciera l’équation précédente par rapport à ï, en regardant C comme cons- 
ii tante ; ce qui établit une relation entre les inégalités des deux planètes, relation à 
» laquelle les observations doivent satisfaire, si ces planètes n’ont éprouvé d’autre 
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v action sensible que leur gravitation réciproque (*). « Il en conclut, en prenant pour 
les variations des excentricités et des inclinaisons, les valeurs données par Lagrange, 
et en négligeant les quantités de l’ordre «'ïrilp , que l’équation séculaire de Jupiter , 
si elle existe, est à celle de Saturne, dans le même intervalle de temps, comme 
1 l 0,8419g , et que d’ailleurs elles ont des signes contraires. Les observations satisfont 
à cette dernière condition, mais il n’en est pas de même pour la première, puisque 
1 équation séculaire de Saturne est plus grande que celle de Jupiter. « On ne peut, dit-il, 
y> attribuer l’alteration observée dans les mouvemens de ces planètes à l’action de leurs 
v> satellites; car si un système de corps très voisins les uns des autres , se meut à une fort 
» grande distance du Soleil, le centre de gravité du système décrit très sensiblement une 
» ellipse constante autour du Soleil. ( Voyez le t. VI des Opuscules de M. d’Alembert. ) 
5) D’ailleurs, par la théorie des satellites, et par les observations, il est prouvé que le 
y> système d une planete et de ses satellites est compris dans des limites déterminées au 
Y> moins durant un très grand nombre de siècles. Ainsi la planète reste toujours fort près 
» du centre commun de gravité du système; d’où il suit que les élémens de l’ellipse 
>1 décrite par la planète peuvent être regardés comme invariables , en ne considérant 
rque l’action de ses satellites, n 

L’auteur est ainsi naturellement conduit à chercher ailleurs la cause des variations 
observées dans les mouvemens de Jupiter et de Saturne ; il regarde comme probable 
qu’elles ont été produites par l’action des comètes, dont quelques-unes ont pu passer 
assez près de ces planètes , et dont l’effet, toutes choses égales d’ailleurs, doit être 
plus sensible sur les planètes les plus éloignées du Soleil ; mais nous le verrons bientôt, 
de même que Clairaut, dans la question du mouvement de l’apogée, découvrir le pre¬ 
mier la vérité à ce sujet, en poussant beaucoup plus loin l’approximation qu’on ne l’avait 
jamais fait, et en se fondant sur une relation analogue à celle dont la différenciation, par 
rapport aux seules variations séculaires, lui avait fait tirer d’abord une conclusion différente. 

Dans le Mémoire actuel, M. Laplace étend à toutes les planètes le théorème remar¬ 
quable qu’il vient de trouver pour deux d’entre elles, u L’exactitude avec laquelle les 


(*) En effet, l’aire élémentaire de l’orbite de Jupiter, supposée elliptique, étant ^ [/a ( 1 — ^ sa 

projection sur l’écliptique est - cos «ty l/a ( 1 — = - [/aÇi — - , en négligeant les 

puissances de l’exccntricite et de l’inclinaison supérieures à la seconde. 11 en est de même pour Saturne. 

On a donc, en faisant «*, ^75 = n '*, l’équation 


n 1 S y- (1 — 5 «’e* ~ \ «V ) + *'~ 3 Q — W» — I «V') = C , 
d’où l’on tirt, en différenciant par rapport à «T, 

î * n hn [ . - \ .-«■ -j «V]+ 3 *•*>'[.-; «V- - I «y ] 

H- 3 Jfit [ eJ'e ■+• yfy ] -f «*/»' 5 + y’Sy' ] = o. 


M. Laplace trouve nulle la somme des deux derniers termes, en y mettant pour «fe«t, <JVe', <t*y, iuy' la par¬ 
tie séculaire de leurs valeurs numériques ; il conclut alors, en négligeant les quantités de l’ordre ci’fn'f/u, 

in' = — in ^ ’ ce < I U ' ^ onne k* /«'=:— /n.o.84i$9, 

dont le peu d’accord avec les observations prouve que les variations séculaires des moyens mouvemens 
doivent être nullcs. 
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« différens termes de l’expression de l’équation séculaire des moyens mouvemens se sont 
* mutuellement détruits, m’a fait soupçonner, dit-il, qu’elle est identiquement nulle - en 
>» effet, il est assez peu vraisemblable qu’une égalité aussi parfaite entre ses termes positifs 
« et négatifs soit due aux circonstances particulières du mouvement de Jupiter et de Sa- 
» turne : j’ai donc cherché à vérifier cette conjecture, en substituant dans cette expres- 
« sion les valeurs générales de tous les coefTiciens des deux développemens irrationnels 
» en fonction des deux premiers, et j’ai trouvé en effet que, toutes réductions faites, 

» la formule generale de cette variation était égale à zéro. Il suit delà que l’action des 
» planètes les unes sur les autres, et sur le Soleil, n’a pu sensiblement «Itérer leurs 
« moyens mouvemens , depuis le temps au moins auquel on a commencé à cultiver 
n 1 Astronomie jusqu à ce moment. Cette remarque me paraît de la plus grande 
>’ importance dans la théorie des planètes, et elle est contraire à ce qu’ont cru jus- 
» qu’ici tous les géomètres qui se sont occupés de cet objet. .. Je suis parvenu aussi 
n par de semblables substitutions à simplifier beaucoup les expressions de l’accroisse- 
v ment de l’équation du centre et du mouvement de l’apogée. r> 

L auteur, après avoir exposé les calculs sur lesquels reposent les résultats précédens, 
donne une table de toutes les inégalités séculaires , et en conclut que l’action réciproque 
des planètes ne peut causer de variation dans leurs moyens mouvemens, au moins aux 
quantités près de l’ordre 

Il passe ensuite à la détermination des inégalités séculaires de la Terre, qu’il croit Inégalités sc- 
n’avoir pas été faite encore avec exactitude, en se fondant sur ce qu’Euler, dans sa Terre* d ° ** 
pièce de 1756, n’a point eu égard à la variation séculaire de l’équation du centre, et **** 
sur ce que sa formule du mouvement moyen de l’apogée est incomplète, parce qu’il a 
négligé les termes multipliés par l’excentricité de la planète troublante, en conservant 
néanmoins ceux qui sont multipliés par l’excentricité de la planète troublée. L’auteur 
détermine alors, par ses nouvelles formules , les inégalités séculaires de la Terre pro¬ 
duites par l’action de Vénus et de Jupiter, en prenant les élémens des tables de Halley. 

Il montre que l’équation du centre du Soleil n’est pas constante, et qu’elle va'en aug¬ 
mentant d environ i 3 par siecle. Le mouvement moyen de l’apogée du Soleil étant 
connu avec assez de précision, lui sert ensuite à déterminer la masse de Vénus, qu’il 
trouve 336399 fois plus petite que celle du Soleil, et de là la diminution de l’obliquité 
de l’écliptique résultant de l’action des planètes ; il indique, pour cette dernière détermi¬ 
nation, une nouvelle méthode dont l’exposition termine ce beau Mémoire. 

Lambert, dont les Lettres Cosmologiques, publiées en allemand en 1761 , renferment Travail de 
des considérations astronomiques profondes et ingénieuses , inséra aussi, dans les Mém. 
de Beil. pour 1773, un travail important sur les théories de Jupiter et de Saturne. Re-P itcr « de Sa- 
buté de la longueur et de la difficulté des calculs fondés sur la théorie, il s’était déter- tUrDC ' 
miné à fixer, parles seules observations, les coefficiens des singulières inégalités qu’on 
observait dans les mouvemens de ces deux planètes, en leur appliquant ce que l’ob¬ 
servation avait indique pour la Lune. Il donna a Saturne une évection, une variation et une 
équation annuelle ou anomalistique; à Jupiter deux évections et une équation anomalis- 
tiques -, il supposa à chacune une équation séculaire proportionnelle au carré du temps et 
parvint à représenter, à moins de 3 ' près, par ces corrections empiriques, presque toutes les 
oppositions obseryées jusqu’alors.C’estàlui qu’on dut la remarque importante quelemoyen 
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mouvement de Saturne, qui, par la comparaison des observations modernes aux anciennes 
paraissait se ralentir de siècle en siècle , semblait au contraire s accélérer par la compa¬ 
raison des observations modernes entre elles. Il proposa, dans le vol. II des Nouvelles 
Tables astronomiques de Berlin , d’ajouter, depuis 1640, au moyen mouvement de Sa¬ 
turne supposé uniforme, une équation séculaire de 5 ',i pour le premier siècle, et de 
soustraire, depuis 1657, de celui de Jupiter, une équation séculaire de S,2 pour lo 
premier siècle, ce qui était contraire à la marche des équations séculaires de Halley. 


CHAPITRE IV. 

Mémoires donnés en 1774 et j 77$j sur ^ es équations séculaires des Pla¬ 
nètes, par Lagrange et par M. Laplace. 

D ANS les chapitres précédées nous avons vu naître la théorie des équations séculaires 
des planètes; nous avons cherché à faire voir comment Euler, Lagrange et M. Laplace 
étaient parvenus aux expressions des variations différentielles de chaque élément, qui 
fournissent les inégalités séculaires pour un temps limité, quoique très considérable. 
Ces expressions étant compliquées et renfermant à la fois plusieurs variables , on ne 
pouvait guère se flatter de pouvoir les intégrer complètement. Nous allons montrer 
maintenant par quel heureux et ingénieux artifice Lagrange parvint à surmonter, d’une 
manière simple et inespérée, cette grande difficulté pour deuxélémens ; comment M. La¬ 
place la résolut ensuite pour deux autres, d’une manière analogue, et joignant ces 
résultats à sa découverte de la constance du moyen mouvement et de la distance 
moyenne , compléta ainsi la théorie des inégalités séculaires, lorsqu’on se borne au 
carré des excentricités et des inclinaisons. 

Mémoire de Le Mémoire de Lagrange, qui contient l’exposition de sa méthode , est un des plus 
La-range sur les J 3eaux eJ . ^ es pj us l um ineux que l’on doive à ce grand géomètre; il a pour titre : Re- 
la!rcs des nœuds cherches sur les équations séculaires du mouvement des nœuds et des inclinaisons des 
«on. 6 r ,uc l in *i' Qfhites des planètes; on le trouve dans les Mém. de Par. pour 1774, et il porte la 
date du i 5 décembre de cette année. L’auteur en donna un autre, sur ce sujet, à 
l’Académie de Berlin, qui parut dans les Mémoires de la même annee, et qui ren¬ 
ferme une solution complète du cas où il n’y a que deux orbites mobiles, en supposant 
que leurs inclinaisons au plan sur lequel on les rapporte, soient quelconques ; tandis 
que le Mémoire dont nous allons nous occuper est fondé sur l’hypothèse , analogue au 
cas de la nature, que les orbites sont peu excentriques, et que leurs inclinaisons à l’éclip¬ 
tique sont très petites. 

On peut y distinguer trois parties. La première, divisée en trois articles, comprend 
la recherche des formules générales et leur réduction, dans le cas des planètes, à des 
«quations linéaires du premier ordre -, la seconde, contenant deux articles, est consacrée 
à l’intégration complète et rigoureuse de ces équations , et à la détermination des expres¬ 
sions générales qui en résultent pour le mouvement des nœuds et la variation de 1 in¬ 
clinaison ; eniiu la troisième renferme en trois articles l’application des deux premières 
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parties à la recherche successive des valeurs numériques des équations séculaires des 
nœuds et des inclinaisons de toutes les planètes. Nous allons chercher à donner une idée 
de la marche suivie par l’auteur dans chacune d elles. 

Lagrangé désigne par x, y, z les coordonnées rectangulaires qui déterminent la po¬ 
sition d’un corps animé par des forces quelconques , et par X, Y, Z les composantes 
de ces forces qui agissent suivant les trois axes. Il part des trois équations du mouve¬ 
ment en coordonnées rectangulaires, où l’élément du temps dt est regardé comme cons¬ 
tant , et en tire trois autres équations du premier ordre, dont les seconds membres , qu’il 
désigne par P, Q , R, sont des fonctions des forces qui restent sous le signe /, tandis que 
les premiers membres expriment le double des aires décrites dans l’instant dt par les pro¬ 
jections du rayon vecteur sur les trois plans coordonnés divisées par dt-, enfin , il tire de 
ces dernières , en les combinant, deux autres formules, dont la seconde est la différen¬ 
tielle de la première, dans la supposition où les quantités P, Q , R seraient cons¬ 
tantes (*). Dans ce dernier cas, ou du moins lorsque ces quantités seraient entre elles 
dans des rapports constans , la première équation serait celle d’un plan fixe passant 
par l’origine des coordonnées, et elle pourrait servir à déterminer l’angle a que fait 
avec l’axe des x l’intersection de ce plan sur le plan des xy, ou la ligne des nœuds, 
et la tangente ê de l’inclinaison du plan de l’orbite avec le plan des xy. Quoique dans 
tout autre cas le corps sollicité par les forces X, Y, Z décrive nécessairement une 
courbe à double courbure, la seconde des deux équations précédentes fait voir que les 
rapports des quantités P, Q, R pourront être regardés comme constans, pendant que le 
corps parcourt les espaces infiniment petits dx, dy , dz. Ainsi, le plan représenté par 
la première équation sera celui dans lequel le corps se meut dans l’instant où il décrit 
ces espaces infiniment petits ; mais la position de ce plan au lieu d’être fixe changera d’un 
instant à l’autre, à cause de la variabilité des rapports des quantités P, Q, R qui entrent 
dans les valeurs de ê et de tang». 

L’auteur, pour rendre ces formules plus simples et plus commodes pour le calcul, 
substitue aux élémens « et « deux nouvelles variables , qui sont des fonctions des pre¬ 
mières , savoir, s = i si n *, u — i cos» ; et il est facile de voir que s et u représentent 
les tangentes des angles que font, avec les axes des x et des^r, les intersections du plan 
de l’orbite avec les plans des xz et des yz (**). Cette transformation sert à réduire les deux 

(* ) Les équations du mouvement sont : 



elles donnent, en faisant /(Yz — Zy) dt =P, /( Xz — Zx) d< = Q, /(Xy — Yx) dt = R, et en in¬ 

tégrant , les trois équations suivantes : 

*dy — ydx _^ rrlz — zdx _ ^ ydz — zdr _„ 

~ dt - K ’ di -— -- 71 - 

d’oit l’on tire , en les multipliant respectivement par z, — y et x, ou par dz, — dy et dx, et en ajoutant 
séparément les produits, 

P* — Qy + Rs = o, P<Lr — Q</y + R dz = 0 . 

(**) En effet, la première des deux équations précédentes donne, en y faisant alternativement z — o 
y P — 2 P 2 Q 

y i= o, x = o, les valeurs - = q t '~*7T = R*’ ÿ = R * qui ex P r,D ? cnl ,es tangentes des angles que 
font, avec les axes des x et des y, les trois lignes d’intersection du plan de l’orbite avec les plans des xy, 
des xz et des yz, 


i re Partie. 
Recherche de* 
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équations qui déterminent le plan de l’orbite, de manière à ce qu’elles ne contiennent 
à la fois quune seule des variables, et elle permet de les déterminer en fonction des 
forces perturbatrices , au moyen des deux équations différentielles du premier ordre (a) 
et ( b ). u Pour faire usage de ces équations, dit l’auteur, il faudra substituer à la place 
» des quantités x, y, z, leurs valeurs r co sq, r sin q, ru sin q — rs cos q, r étant 
>’ I e rayon vecteur projeté sur l’écb'ptique, q la longitude du corps,/? la tangente de sa 
” latitude ; et comme dans la recherche du mouvement des nœuds et de la variation 
n de I inclinaison , on peut regarder l’orbite projetée sur l’écliptique comme déjà connue, 
» du moins à très peu près, les quantités r et q seront données en t, et il ne restera d’in- 
» connues que s et u. n 

menF e dc8°^r- ^ a 5 ran S e fait ensuite I application des formules précédentes au cas des planètes, 
mulcsprectdcn-Il désigne leurs masses par T, T', T", et adopte pour leurs coordonnées toutes les 
des plané les Vn notat !ons precedentes , en marquant d’un ou de deux traits celles qui se rapportent au 
general. corps T' ou T", etc. Il obtient les expressions des forces produites sur l’une d’entre 
elles T, par 1 action de toutes les autres, et par celle du Soleil S regardé comme im¬ 
mobile. Ayant ainsi les valeurs des quantités X, Y, Z, il les substitue dans les deux 
équations (a) et (6), en y transformant les coordonnées rectangulaires en polaires. Il 
remarque ensuite que, comme les orbites des planètes sont fort peu inclinées à l’éclip¬ 
tique , les quantités 6 , 6', etc., et par conséquent aussi u, s, u', etc., seront nécessaire¬ 
ment très petites ; de sorte qu’on pourra , du moins dans le premier calcul, négliger les 
termes affectés de ces quantités, dans les expressions des distances des planètes au 
Soleil. On pourra regarder aussi, du moins dans une première approximation, les orbites 
comme circulaires, et par conséquent les rayons r, /, etc., comme constans, et les 
angles q , q' } etc., comme proportionnels au temps ; ce qui sert à éliminer des premiers 

membres des équations la quantité R = ^- qui y entrait encore, ainsi que son coefficient 

différentiel, en y substituant sa valeur constante actuelle ftr a , ut étant le moyen mouve¬ 
ment de la planète T. L auteur développe, suivant les cosinus des multiples des élonga¬ 
tions q — q', q — q", etc., les cubes des distances mutuelles des planètes T', T" etc 
à la planète T, qui entrent en diviseur dans les expressions des forces ; et il désigne 
(ainsi qu’il l’avait fait pour la première fois dans sa pièce sur les satellites de Jupi- 

Or, soient (fig. 16) O a, O a', O a" ccs intersections , prises de manière qne la seconde soit au-dessous 
du plan des xy ; menons du centre O, avec le rayon Oa , les arcs â"aa', yax , x a', y a", respective¬ 
ment situes sur le plan de l'orbite et sur les trois plans coordonnés ; les deux triangles sphériques aa'x 
aa"y, rectangles en x et en y , et situés, le premier an-dessous, le second au-dessus dn plan des xy\ 
donneront, en remarquant qne l’on a tang a — Q,ax=u, et en leur appliquant l’analogie tang e = tang C sin 6 
(qui a lieu dans un triangle où l’angle A est droit, et où les côtés adjacens sont b et c, ce dernier opposé 
à l’angle C ) , les relations 

tang a'x = Q cas» — s, tang a"y = S sin « = u ; 

d où 1 on tire, en comparant ces valeurs aux précédentes , Rs =r P, Ru = Q j on , en différenciant par 
rapport au temps, et en remettant pour t/P et dQ leurs valeurs dans les seconds membres, 

«-■ R 5 + £* = T —Sr- <«-• + = 

c {nations qui servent à dé terminer s et u, et de là le lieu du nœud et l'inclinaison par les formules 
tanga. = i, 9 = 
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ter) par(r/ ), (r/) 1 , for') 8 , etc., les coefliciens du premier, du second et du troisième 
terme du premier de ces développemens ; par for"), for")', etc., les coefliciens correspon- 
dans du second, et ainsi de suite. Il fait ensuite toutes ces substitutions dans les deux équa- Réaction 
tions ci-dessus, en n’ayant égard qu’aux termes qui contiennent les variables s et u, sans |j cs ‘T iations 
aucun sinus .ou cosinus, parce que les autres termes dépendent des mouvemens mêmes drc P à la forme 
des planètes dans leurs orbites, dont il fait abstraction; il obtient alors deux équations lin<iaire - 
linéaires du premier ordre, ou les coefliciens différentiels de s et u, par rapport au 
temps, sont donnés en fonction de quantités qui dépendent des masses et des distances 
[qui sont les mêmes dans les deux équations , et qu’il désigne par les symboles (0,1 ) , 

(o, 2 ), etc.], respectivement multipliées par u-t/, u -u\ etc., dans l’équation en,; 
par, ,, , , , etc., dans 1 équation en u. Le même procédé donne des équations 

semblables pour chacun des autres corps T', T" (*) , et il ne s’agit plus que d’intégrer 
ces formules, ainsi réduites, pour avoir une solution complète du problème proposé. 

Avant d exécuter ces opérations, Lagrange , pour jeter un plus grand jour sur cette Lagrange fait 
matière, fait quelques remarques sur les équations précédentes. Il imagine qu’il n’y ait pn'ment les co¬ 
que deux planètes T et T', dont la dernière ait une orbite fixe et immobile ] sur le*plan de. va- 

ue laquelle on rapporte celle de 1 autre; il intègre dans cette supposition, et voit par équations, 
là que 1 inclinaison des deux orbites sera constante, et que le nœud de l’orbite mobile 
auia sur 1 orbite fixe un mouvement rétrograde, dont la vitesse sera exprimée par la 
quantité (o, i) (**). Appliquant ensuite le même raisonnement à toutes les orbites consi¬ 
dérées successivement deux à deux, et supposées alternativement l’une mobile et l’autre 
fixe, il en conclut, en général, que les quantités (o,i), (0,2), (o,3), etc., (1,0), (1,2), etc., 
ne sont autre* chose que les vitesses rétrogrades des nœuds de l’orbite de la planète T 
sur les orbites des planètes T', T", T'", etc., considérées comme fixes ; de l’orbite de T' 
sur les orbites de T, T", et ainsi de suite; d’où il s’ensuit qu’il suffit de connaître ces 
mouvemens particuliers pour pouvoir déterminer les véritables mouvemens des nœuds 
et les variations des inclinaisons de chaque orbite relativement à l’écliptique, en inté¬ 
grant un nombre d’équations linéaires du premier ordre double de celui des orbites 
mobiles. L auteur fait voir, à cette occasion, comment on peut parvenir directement aux 
équations qu’il a déduites immédiatement dé la théorie de la gravitation universelle, par 
la simple considération des mouvemens particuliers des nœuds de chaque orbite sur cha¬ 
cune des autres regardée comme fixe. 

L’article 4 de son Mémoire est consacré à l’intégration des équations linéaires qu’il p artie 
vient d obtenir. On voit aisément, d’après leur forme , qu’on peut y satisfaire par les l nu: gquion des 
valeurs suivantes : , = A sin (al + «), u= A cos (at + «) , v'= A'sin (al + «) , etc.. SLTLÏ 

(•) Ce. «quation, sont: --SJXEIK 

planétaires. 


_ + (o, 1) (« — u') + (0,7) (u — U ") + etc. =0, ™ 

~ + (»,o) (u' — u) + (r,a) («' — u") -f. etc., = o, — 
at 7 dt 

.. TV(r, /) l , , TV'by-")* 

en faisant - . -— = (0,1), - j —-—— = (o,a). 


r — (o,0 (s —s') — (0,2) (,—,*)— etc.=o; 
;-( T >°) (*'—■*) — (i,a) (•'—**) — etc. =0, 


far far ~ W -fa*- —fa*— 

(**) Les équations se réduisent en effet, dans cette hypothèse, h 

^-f (0,1) u=o, ^ — (0,1), = 0; d’où Ton tire ~ 4. (o,i)»s = 0 , 
en intégrant, s =5 A sin [*— (0,1) t], et de là u == A cos [et — (0,1) f], » = $ — A. 
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où a et *y A, A', etc., sont des constantes indéterminées; en effet, ces substitutions 
étant faites, on aura un nombre d’équations de condition, entre ces seules constantes, 
qui sera égal au nombre des orbites mobiles, u Supposons, dit Lagrange, que ce nombre 
ï) soit zi, on aura donc n constantes indéterminées A, A', A", etc., et n équations entre ces 
n constantes ; mais en éliminant successivement ces mêmes constantes, on verra toujours 
y) que la dernière s’en ira d’elle-même, et l’on trouvera pour équation finale une équation 
v en a du degré n , qui servira à déterminer a. llrestera donc deux constantes indétermi- 
n nées : A, par exemple, et«e; l’on aura n valeurs différentes de a, et par conséquent n 
7 > valeurs particulières de chacune des 2/i variables s , /, u , u', etc., lesquelles satisferont 
» toutes également aux équations différentielles données. Ainsi il est facile de voir, par 
v la nature même de ces équations, que pour avoir la valeur complète de chacune des 
J) variables dont il s’agit, il n’y aura qu’à prendre la somme des n valeurs particulières 
r> de la même variable, en donnant différentes valeurs aux constantes arbitraires ; et 
n comme on peut satisfaire aux équations de condition , en faisant a=o, A = A'= A", 
ji on voit que a = o sera nécessairement une des racines de l’équation en a , et que les 
v valeurs de A, A', etc., qui répondent à cette racine, seront égales entre elles. » L’au¬ 
teur conclut de là les valeurs générales et complètes des variables s, u, etc., en dé¬ 
notant par b, c, etc., les racines de l’équation en a ; par A, B, C, etc. etc., 

les n coefficiens et les n angles arbitraires, et en prenant les mêmes notations marquées 
d’un ou de deux traits, pour les quantités qui sont relatives aux planètes T'ou T", etc. (*) 

Il remarque que, quoiqu’il ait supposé toutes les racines de l’équation en a réelles 
et inégales, il peut néanmoins arriver qu’il y en ait d’égales ou d’imaginaires, qui intro¬ 
duisent , les unes des arcs de cercles, les autres des exponentielles dans les valeurs 
de s , u , /, etc. ; de sorte que, dans l’un et l’autre cas , elles croîtront à mesure que t 
croît, et la solution cessera d’être exacte au bout d’un certain temps ; mais heureusement, 
dit-il , ces cas ne paraissent pas avoir lieu dans le système du monde. 

Pour déterminer les a n constantes arbitraires A, B, etc., etc., il faut supposer 

qu’on connaisse les valeurs des a n variables s , s', u, u', etc., pour une époque quel- 
Petcrmination conque , par exemple lorsque t= o, et les substituer dans les un équations qui donnent 
des constantes. ] es va ] eurs générales de ces variables, en y faisant aussi t = o ; elles donnent alors un 
relations entre les valeurs particulières et les constantes arbitraires , qui suffisent pour 
déterminer ces dernières. « Quoique cette détermination, dit l’auteur, soit toujours 
n facile, dans les cas particuliers, au moyen des règles connues de l’élimination, ce- 
r pendant si on voulait traiter la question en général, pour un nombre quelconque 
n d’orbites mobiles, on tomberait nécessairement dans des formules très compliquées, 
« et dont la loi serait difficile à apercevoir ; c’est pourquoi j’ai cru devoir chercher une 
n méthode particulière pour remplir cet objet ; et je me flatte que celle que je vais 
n donner pourra mériter l’attention des géomètres, tant par sa simplicité et sa géné- 
» ralité, que par l’utilité dont elle pourra être dans plusieurs autres occasions, n Nous ne le 

(*) Les équations de condition, produites par la substitution des valeurs particulière», dans les équations 
différentielles, sont de la forme 

°A + (o,i) (A — A') +(o,a)fA —A") -f-etc. =o, <iA' ■+■ (t,6)(A' —A) + (»,a) (A'—A")+etc.= o,etc., 
et lis valeurs générales des variables, ou les intégrales complètes des équations, sont : 

s sinet-|-B sin f Ae —J— C ) —f— C sin (ety)-t’été., u =Acos*-f-B cos (if-f-f;-|-C eos (etete, 
»' = A sio a -KB'wn (if-bO + C' sio [et -f- y) -f. etc., n'= A cos « + B'cos (if-b -b C cos (et + }) + etc. 
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«uivrons pas dans l’exposition de cette méthode d’élimination fondée sur la similitude 
des équations du système, quoique M. Laplace la donne ( Mém . de Par. , 1773 , part. II, 
p. 3 o 6 ) comme très belle et comme étant ce qu’on peut trouver de plus simple ; et nous 
passerons à l’article 5 , intitulé : Remarques sur les mouvemens des nœuds et les va¬ 
riations des inclinaisons qui résultent des formules trouvées dans l’article précèdent. 

Les relations primitives établies entre les variables s, u, f et 0 servent à déterminer 
les valeurs de ces deux-ci, lorsque celles des premières sont connues ; elles ne donnent ce¬ 
pendant que la tangente de la longitude du nœud 0 au lieu de l’angle lui-méme $ mais 
on peut en tirer facilement 1 expression de d* t et de là, par l’intégration, celle de 0. 
L auteur fait voir que si on égalé à zéro la valeur du coefficient différentiel de 0, par 
rapport au temps, on a 1 équation qui donne les maxima et minima de cet angle ; que , 
lorsque cette équation sera possible, 0 sera renfermé dans les limites données, et le 
nœud n aura par conséquent qu un mouvement de libration; mais que dans le cas con¬ 
traire , il n y aura ni maximum ni minimum, l’angle 0 croîtra continuellement, ét le 
nœud aura nécessairement un mouvement continu et progressif. 

Lagrange considère en particulier le cas où il n’y a que deux orbites mobiles. Il trouve 
alors que 1 équation du minimum ou du maximum n’est possible que lorsque B=ou<^ A, 
abstraction faite des signes. Il intègre complètement l’expression de d* , et discute les 
divers cas ou A et B sont de même signe ou de signe différent, et dans lesquels le 
premier est plus grand ou plus petit que le second (*). Il indique un autre procédé pour 


(*) Le* valeurs précédentes donnent, dans le cas de deux orbites seulement, 

\ Jncat — A _ ai n « + Bsin(&t-f.O dm _ 1 d. tan S a. _ Ml [ B -f- A cos ( bl -f. Ç — «) 1 

u Acos*-f-Bcos(M-f-C) dt dt i •+■ tang’ m A* -f-B* -f-a AB cos ( bt f — *1 » 

réquation du maximum ou minimum est donc B -h A cos ( bt -+. C — «) = o. Soit bt 4- f — * = „ 

«■"■** d - = Fa^I’ 1 - = - + <*4. .n faisan. = ’ . fB —* 

A’+B’-f-aABcos* a Y îA» + B j + aAB cos p 

Or l’on voit facilement, en mettant pour cos p sa valeur en exponentielles imaginaires, que le dénominateur 

de la valeur de e?4 est égal au produit des deux facteurs A -f- Be ? 1 , et A+Be"’*^” 1 - 

-# l/“x 

On peut alors mettre celte valeur sous la forme d± = — - --—- = 

■a + B.^-* A + Be”* V~ l * 

«t comme le dernier terme est intégrable immédiatement, et que le premier le devient en le multipliant haut 


et bas , par e 1 

on tire de là q, = 
et en repassant aux nombres 


■ 4 = ^ ( »+ a *' ,I/ " N ) = - 1 = hg () j 

Vb + A.'^-/ 


B+Ae ? 


p[/-i 


tan . _, _ r _ p-A i e ^- l -r _B-A , 

V— + t B+A Ÿ~i e pV Z i +l B+A tang à* 

On aura donc « = ^ -f- 4 “f* m > 4 ^tant déterminé en fonction de p par la relation précédente, 
m étant une constante qui doit être égale K la valeur de m quand »=o, ou quand on a bt- f-C= et 
ce qui donne, en substituant cette valeur dans celle de tang m, m = a. Dans le cas où A et B sont de même 
signe, et où l’on a B>A, on peut supposer = cos b, ce qui donue tan g 4= cos h tang - • d’où l’on 

voit qu’en prenant h pour l’inclinaison , * est l’argument de latitude, 41* distance au ntaud, -—4 larcduc- 
tiou à l’écliptique, et bt+ C le lieu moyen du nœud. 


Limites des 
variations sécu¬ 
laires du nœud 
et de l’inclinai¬ 
son. 
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trouver la valeur de l’angle par le moyen de sa tangente, sans employer aucune 
différenciation ni intégration (*) ; il l’applique ensuite au cas général où il y a plus 
de deux orbites, et obtient une série qui est toujours convergente lorsque le plus grand 
des coefficiens surpasse la somme de tous les autres pris positivement, et qui donne alors, 
pour la valeur moyenne de*, l’angle dont îe sinus et le cosinus sont multipliés par ce coef¬ 
ficient, dans l’expression de tanga». 

Quant à la tangente f de l’inclinaison de l’orbite, il montre qu’à cause de sa forme 
radicale, elle sera nécessairement renfermée dans de certaines limites, à moins que les 
racines b, c, etc., ne deviennent égales ou imaginaires (**) j et qu’il sera difficile 
de résoudre, lorsqu’il y a plus d’un terme, l’équation qui donne les maxima et le» 
minima de 6 . 

L’auteur n’a considéré jusqu’alors que la position de l’orbite de la planète T rap¬ 
portée à l’écliptique ; mais il fait voir qu’on peut appliquer immédiatement les valeurs 
précédentes aux orbites des autres planètes, en marquant chaque lettre d’un ou deux 
traits, etc. , et qu’il est facile d’appliquer la même théorie à la position relative des 
orbites. Il donne ensuite une manière fort simple de trouver la position de chaque orbite 
au bout d’un temps quelconque , et d’en représenter les divers mouvemens. 

Construction “ Ayant tracé , dit-il, sur la surface de la sphère, un grand cercle qu’on prendra 
pour detcrmi- „ p 0ur l’écliptique, on décrira un autre grand cercle qui coupe celui-là , en sorte que 
des orbucs! ll0n » la longitude du nœud soit *, et la tangente de l’inclinaison A; on décrira ensuite un 
n troisième grand cercle qui coupe le second, en sorte que la longitude de son nœud 
^ sur ce même cercle soit bt -4- C, et la tangente de l’inclinaison B; on décrira de même 
r> un quatrième grand cercle qui coupe le troisième, de manière que la longitude du 
yi nœud soit ct-j-y , et la tangente de l’inclinaison C , et ainsi de suite, le nombre des 
r> cercles inclinés au premier devant être égal à celui des orbites mobiles. Le dernier 


»V — 1 = *<>ge 


6 ( ,-Ma„ 8 .V= .y 

\i — tang a>y — 1/ 


i substitue dans cette formule la valeur de tanga», en faisant bt + C — Ç, elle donne 


fV cr v r^o+i^^'n 


=*+ ^b, O (■ ■* I v ")~ 108 0* 

d’où l’on tire, en développant les logarithmes en séries, et en repassant des exponentielles imaginaires aux 
sinus et cosinos, 

* = *+ ^ sin(£ — «) — ^ ^ )+J(â) sin3 (£“*) + etc., 

série qui est toujours convergente lorsque B < A, et qui moutre que dans ce cas et est la valeur moyenne de a». 
(**) S’il n’y a que deux orbites mobiles , on anra 

6 = V * 2 + u* = V A J + B» -H aAB cos (bt + C —, 
et les deux limites de fl seront A-4-B et A — B. L’équation du maximum et dn minimum, dans le 
cas général, sera 

AAB sin (bt 4- C — et) cAC»in(ct +>— *) ■+• etc. -f- (A — c)BCsin [(A— c)t 4* C — y] -4- etc. = o. 
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» de tous ces cercles déterminera la position de l’orbite de la planète T ; et son inter- 
» section avec le cercle de l’écliptique donnera le lieu du nœud et l’inclinaison cherchée 
» de cette orbite (*). 

» On fera la même chose pour l’orbite de chacune des autres planètes T', T", etc., 

?» en conservant les mêmes longitudes des nœuds, mais en prenant pour les tangentes des 
?? inclinaisons les quantités A', B', C', etc., A", B", C", etc. 

» De cette manière, on voit que le mouvement du nœud et la variation de l’inclinai-* 

» son de chaque planète peuvent être regardés comme le résultat des seuls mouve- 
r> mens des nœuds des différentes orbites dont chacune serait müe uniformément sur 
r> la precedente, en gardant toujours la meme inclinaison ; et ces mouvemens particuliers 
v des nœuds seront les mêmes pour les orbites de toutes les planètes , mais les incli- 
» naisons devront être différentes pour chaque planète. » 

Lagrange applique ensuite , dans l’article 6, sa méthode générale à la recherche des 3« Partie, 
équations séculaires des nœuds et des inclinaisons des orbites de Jupiter et de Saturne. ^P^'.'cadon de 
Il désigne leurs masses par T, T', et leur applique toutes les notations précédentes, en dente à chique 
les marquant d’un trait pour Saturne ; et comme les quantités (o, i), (0,2), qui dépendent S*. e “ P “ r ~ 
de ces masses, ont des valeurs considérablement plus grandes que les suivantes, où il 
y a aussi les chiffres o ou 1 avant la virgule, il peut négliger toutes celles-ci et les 
regarder comme nulles vis-à-vis de celles-là. De cette manière, les quatre premières piter el 8 de Sa- 
équations différentielles ne renfermant plus que les quatre variables s, u, s', u, peuvent turne - 
être traitées à part, et indépendamment de toutes les autres. Il donne à chacune de 
ces variables des valeurs composées de deux termes périodiques ; les deux équations de 
condition que donne la substitution, déterminent, par l’élimination, la valeur de b en 
fonction de (1,0) et (0,1), qui sont des quantités connues , et donnent une relation entre 
B' et B. Il ne lui reste donc plus à déterminer que les constantes A, B, Uy £• il y 
parvient au moyen des valeurs connues des lieux des nœuds, et des inclinaisons de Ju¬ 
piter et de Saturne, pour l’époque du 1 er janvier 1760, à midi moyen, où il sup¬ 
pose que l’on ait t — o; ce qui lui fournit quatre équations de condition, qui donnent 
A = o,029023 , B = o,oo6558, etc., et de là les expressions numériques et rigoureuses 
des variables.’Les valeurs de B et B', comparées à celle, de A, lui montrent que le lieu 
moyen des nœuds des orbites de Jupiter et de Saturne est fixe, et que les nœuds de ces deux 
planètes n’ont, autour de ce point de l’écliptique, que des mouvemens de libration dont 
il fixe la période entière à environ 5n5o ans, et l’étendue à 26° 7' pour Jupiter, et 
à 64 0 8' pour Saturne ; il trouve la variation totale de l’inclinaison de 45' 3" pour Ju¬ 
piter, et de i° 45' 5!" pour Saturne ; leur période est d’ailleurs la même que celle de la 
variation des nœuds. Il détermine aussi les mouvemens annuels des nœuds et des incli¬ 
naisons de ces planètes, d’après les valeurs de d «, dJ , dé, dé', quand on y fait di=z 1. 

H En effet, ne considérons, pour plus de simplicité, que deux orbites mobiles, savoir, celle du 
plan de l’angle bt + C et celle de la planète. Les formules (a) et ( 6 ) de la page 100 nous donneront en 
y faisant tang7' = fl, tangy —A, tang» = B, a = m , *'=:<*, rzr ==. bt + C, 
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Orbites delà L’article 7 est consacré aux mêmes recherches relativement aux orbites de la Terre, 
Terre, Venus d e Vénus et de Mars, dont il désigne les masses par T", T", T ,v , et les variables par 
les mêmes lettres que pour les deux premières planètes, marquées de deux, de trois 
ou de quatre traits. Il néglige l’action de Mercure , et substitue les valeurs précédentes 
de s, u , il dans les six équations restantes, qui sont linéaires du premier ordre 
en s", u", s 0 , etc. Il y satisfait en donnant à chaque variable une valeur composée de 
trois termes périodiques , dont la substitution lui donne, en comparant séparément les 
termes qui ont en facteur les sin. ou cos. des angles «, bt -f- £, et -f-y, six équations 
de condition; les trois premières servent à déterminer B", B", B 1 ’, et les trois autres 
donnent, par l’élimination , une équation finale du troisième degré en c, qui, ayant trois 
racines c, d, e , introduit deux nouveaux termes, multipliés par les lettres D et E affec¬ 
tées de deux, trois ou quatre traits, dans les valeurs complètes de chaque variable. 
Connaissant ces trois racines , on peut déterminer , à l’aide des deux dernières équations 
de condition , les rapports des trois quantités C", C*, Ç ,v , en y substituant la valeur de c, 
et de même ceux des lettres D", D', D ,T , E", E", E ,v , en y changeant successivement c 
en d et en e. L’auteur remarque que , quoiqu’à la rigueur le choix de ces équations da 
condition soit indifférent pour ces déterminations, il convient de les combiner de manière 
à ce qu’elles ne donnent pas pour les valeurs des inconnues, des fractions dont le numéra¬ 
teur et le dénominateur soient à la fois des nombres très petits , auquel cas une erreur 
très petite dans ces nombres en produirait une beaucoup plus grande dans la valeur de 
leur rapport. Il ne s’occupe pas de déterminer si les angles * ,Y ont des limites ou 

non ; ce qui serait difficile, dit-il, parce que les expressions des quantités s", s", s™ 
contiennent plusieurs termes ; et il termine cet article en donnant les formules des varia- 
Orbite de tions annuelles des deux élémens pour les trois planètes.Il passe ensuite à l’orbite de Mer- 
Mercure. cure , dans l’art. 8, et intègre de la même manière les équations différentielles qui s’y rap¬ 
portent , et qui deviennent très simples, en supposant connus les mouvemens des orbites 
des autres planètes. Enfin il s’occupe, dans l’art. 9, des changemens de latitude et de lon¬ 
gitude des étoiles fixes, causés par le déplacement de l’orbite de la Terre , et il donne dea 
Tables diverses, tables qui s’étendent jusqu’à vingt siècles, tant avant qu’après 1760, pour calculer ces va¬ 
riations séculaires, de même que celles de l’obliquité de l’écliptique et de la longueur de 
l’année tropique. Il en conclut que l’obliquité de l’écliptique a dû diminuer pendant tout 
cet espace de temps, que sa diminution séculaire actuelle est de 56 ", et que l’année 
tropique est maintenant de 21",75 plus courte qu’elle ne l’était du temps dHipparque. 
ae Mémoire Les Mémoires de l’Académie, pour 1772, i r * partie, publiés en 1775, contiennent des 
suHcs ^nt"ali- Recherches de Lagrange sur la manière déformer des tables des planètes d'après les 
tes séculaires, observations , qui ne sont pas de notre sujet; ils renferment aussi un Mémoire de 
M. Laplace, sur les solutions particulières des équations différentielles , et sur les 
r> inégalités séculaires des planètes, u J’ai déjà donné, dit-il, § i 3 , les expres¬ 
se sions différentielles des inégalités séculaires des planètes sous une forme aussi simple 
d qu’on puisse le desirer; je m’étais proposé depuis long-temps de les intégrer ; niais 
» le peu d’utilité de ce calcul pour les besoins de l’Astronomie, joint aux difficultés 
r» qu’il présentait, m’avait fait abandonner cette idée, et j’avoue que je ne 1 aurais pas 
u reprise , sans La lecture d’un excellent Mémoire que M. de la Grange vient d envoyer 
n à 1 Académie. Cet illustre géomètre, au moyen d’une transformation heureuse, réduit 
» le problème dea variations du nœud et de l’inclinaison, à l’intégration d’autant d équa- 
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» tions différentielles linéaires du premier ordre qu’il y a d’inconnues ; il donne ensuite 
T> une méthode fort ingénieuse pour les intégrer, et pour déterminer les constantes que 
j» renferme l’intégrale, quel que soit le nombre des planètes.En employant la même trans* 
» formation, j’ai tiré les mêmes équations de mes formules j j ai de plus cherche si l’on 
r, ne pourrait pas déterminer d’une manière analogue les inégalités séculaires de l’excen- 
y> tricité et du mouvement de l’aphélie, et j’y suis heureusement parvenu, n 

Pour arriver à ce dernier résultat, l’auteur part des formules différentielles qu’il a ob¬ 
tenues dans son précédent Mémoire , pour les variations de la longitude de l’aphélie L, 
et du rapport e de l’excentricité au demi-grand axe d’une planète dont la masse est i'ft. 11 
fait usage des mêmes notations, en désignant de plus, à l’exemple de Lagrange, par 
des nombres placés entre deux crochets , les coefliciens de chaque terme (*). Il substitue 
alors à e et L de nouvelles variables x= e sinL,y = e cos L, et faisant usage des mêmes 
notations accentuées pour toutes les planètes du système , il obtient sans difficulté les 
expressions générales de dx , dy, dx\ etc., en fonction du temps et des variables 
x,y, x\ etc., multipliées parles coefliciens (0,1), (0,1), (0,2), etc. (**). Ces formules 
ont une forme à peu près semblable à celle des équations du mouvement des nœuds et de 
l’inclinaison auxquelles elle^ sont réductibles>en supposant (o, i)=(o, 1) ,(0,2) = (0,2), etc.; 
s’il yan planètes , et par conséquent 2n variables, on a un nombre 2 n d équations dif¬ 
férentielles linéaires du premier ordre pour les déterminer; leur intégration est tout-à-fait 
analogue à celle du premier système; et lorsque x,y, x, etc., sont connus, on en 
conclut facilement e, L, e, etc., au moyen des relations qui les lient. 

L’auteur ayant envoyé à Lagrange ses Recherches sur les inégalités séculaires des Pla¬ 
nètes , lorsqu’elles furent imprimées, celui-ci lui communiqua, dans une lettre datée du 
10 avril 1775, une méthode très élégante pour trouver directement les équations diffé¬ 
rentielles de l’excentricité et de l’aphélie, en employant la solution du problème des 
trois corps de Clairaut, et la même tranformation de coordonnées que M. Laplace. Ce 
dernier la fît paraître textuellement dans des Additions à son Mémoire , que l’on trouve à 
la fin du volume cité. Il y ajouta l’exposition succincte d’une nouvelle méthode d’approxi- 
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donnent les va¬ 
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centricité et de 


. . di . 36 o° 

(*) L’auteur suppose (1 — a* cos fl-f-a*) * = b~t-b t cosfl + etc. ; d désigné par ^ - le 

rapport du temps de la révolution de la Terre à celui de la planète troublée; et faisant 

«c.. 

ses formules deviennent 

rZL = (o,i)dt — (0,1) C — cos(I/—L )dt -f- etc., de — {(^T)e'dt sin(L'—L) 4-etc. 

(*♦) Soit fait x — e sinL , y = ecosL , x' =té sin L', y' = e'cos L', etc., d’où l’on tire 
e = +/* , tang L = j, dL , cos(L'—L) = ** » **• i 

les formules précédentes deviennent alors 

ydx — xdy = (x 1 4- y 1 )(°,i)dt — (ô^)dt (xx' 4 -yy') 4 - etc., xdx+ydy — (ô?)dt (jx?— x/)+ etc. ; 

d’où l’on tire facilement, par l’élimination, les équations _ 

dx = dt { [(0,1) + (0,2) -+■ etc.] y — (0^1) y — Ka)y" — etc. } , 
dy——dt {[(0,1) + (0,2) + etc.] ar - (0,1) x f — (0,2) — etc. } , 

auxquelles on satisfait en posant x = A sin (ht + *) , y = Acos ( 7 tt -f-*), x' — A' sin (ht 4- *) , etc. 
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disparaltre mat * on a ^ ac I ue ^ e les recherches précédentes Payaient conduit. « Elle est générale, dit-il,' 
l< s arcs de ccr- » et sur-tout fort simple, quel que soit le nombre des variables , tandis que les méthodes 
” déjà connues mènent à des calculs impraticables lorsque le nombre des variables est 
5’ indéfini. Elle consiste à faire varier les constantes arbitraires dans les intégrales ap- 
» prochées, et à faire disparaître, par ce moyen, les arcs de cercle, lorsque cela est 

possible. Cette manière de faire ainsi varier les constantes arbitraires, est, si je ne me 
55 trompe, absolument nouvelle, et d’une grande fécondité dans l’analyse. Elle est très 
»5 utile lorsque les variables sont fonctions de quantités périodiques, et d’autres quantités 
51 croissant très lentement, ce qui est le cas de toutes les questions relatives à l’Astronomie 
« physique. 51 

Nous avons déjà vu que , lorsque dans une équation différentielle du second ordre 
en y > P ar rapport au temps t , il se rencontre des termes qui contiennent les puissances 
de y , ou leurs produits par les fonctions périodiques de t , multipliées par un coefficient 
très petit *; si, après avoir supposé « = o et intégré, l’on substitue dans le terme de 
1 ordre « la valeur obtenue pour y, une nouvelle intégration introduit dans cette va¬ 
leur des termes où les sin. et cos. de t sont multipliés par la première puissance du 
temps. Si 1 on pousse 1 approximation jusqu’à l’ordre « a , on voit naître de la même 
manière des termes qui contiennent le carré du temps en delîors des signes périodiques, 
et ainsi de suite. Pour remédier à cette introduction , M. Laplace, après avoir intégré 
à deux reprises, ainsi que nous venons de l’indiquer, avec deux constantes arbitraires p 
et q, qu’on détermine par les valeurs de y et de sa dérivée quand t = o, fait en¬ 
suite t = T -+> t ,, dans l’équation différentielle, T étant constant, et intègre de nou¬ 
veau celle-ci, ainsi modifiée, avec deux constantes p„ q„ jusqu’à l’ordre a inclusivement. 
Si Ion avait * = o, la comparaison des deux valeurs dey provenant de l’intégration, 
donnerait p, = p, q t = q ; ainsi ces constantes ne diffèrent que de quantités de l’ordre <*. 
h- auteur suppose alors qu’on ait p, = p -f- ÿp , q, = q -f- ÿq • il retranche la première 
valeur de y' de la seconde, après avoir substitué dans celle-ci t — T au lieu de et comme 
elles doivent être identiques , il en tire une équation de condition ; celle-ci se partage, 
à cause de t variable et de T supposé constant, en deux autres qui lui donnent les va¬ 
leurs de fp et £q en fonction de q et de p multipliés par *T. Il conclut de là que p et q 
sont fonctions de «T, et que p t et q t peuvent être développés par la série de Taylor, 
suivant les coefïiciens différentiels de p et de q , par rapport à « T, multipliés par les 
puissances de «T. Il réduit ainsi les deux relations trouvées, en y comparant les termes 
multipliés par *T, à deux équations linéaires du premier ordre. L’intégration de celles-ci 
avec deux nouvelles constantes/et f, lui donne les expressions de p et de q après le temps T, 
ou, ce qui est la même chose, les valeurs de p, et de q,; il les substitue dans la dernière 
valeur dey, en y supposant t, = o; et détruisant ainsi les arcs de cercle, en faisant 
rentrer «T sous les signes sin. et cos., il obtient la véritable expression de y après le temps 
quelconque T, lorsqu’on néglige les quantités de l’ordre * a (*). Si l’on voulait porter la 

(*) Soit, par exemple, l'équation < ~ % +y=. xjr co* il à intégrer jusqu’à l’ordre * inclusivement. 

On a, quand x = o, y =r p sin £ ■+■ q cos t ; soit maintenant y — p sint + q cos t -f- &z j on obtiendra, 
en intégrant l’cquation en 2, 

y ~ (p ■+- ^ sin t ■+• ^7 -f -1 cos t — sin 3 l ^ cos 3 f. 
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précision jusqu’aux quantités de cet ordre, il faudrait opérer delà même manière, en 
Faisant varier les nouvelles arbitraires y', f, et ainsi de suite. 

La méthode précédente se trouve développée avec plus d’étendue, et appliquée au Nouveau Me- 
mouvement des planètes, dans un grand Mémoire de M. Laplace, compris dans ceux ^jaccsuriathéo- 
de l’Académie, pour 1772» 2 e part., et intitulé : Recherches sur le Calcul intégral , rie des planètes. 
et sur le système du Monde. L’auteur, après avoir fait, dans le préambule de cet 
ouvrage, une exposition rapide et lumineuse des principales méthodes par lesquelles p 
on a intégré par approximation les équations du mouvement des planètes, et des difli- Méthodes geue- 
cultés de cette théorie, applique sa nouvelle méthode à trois difïerens exemples, en rulcs ’ 
allant, dans le dernier, jusqu’aux quantités de l’ordre « 2 , et en déterminant à chaque 
approximation les constantes arbitraires, de manière à faire disparaître les arcs de 
cercle. Il expose ensuite un nouveau procédé dans lequel, au lieu de répéter l’opération 
autant de fois qu’il y a d’approximations, on intègre l’équation différentielle en poussant 
la précision jusqu’aux quantités de l’ordre auquel on veut s’arrêter, et en conservant 
d’abord les arcs de cercle, que l’on fait disparaître ensuite par une seule opération. 

Supposant, par exemple, que l’on veuille aller jusqu’à l’ordre « a inclusivement, il pose 
y — 2. -f- -f- *V'; il substitue cette valeur de y dans l’équation différentielle ; et com¬ 

parant séparément les termes sans «, ceux de l’ordre « et ceux de l’ordre * a , il ob¬ 
tient trois équations du second ordre, qui lui donnent, en les intégrant successivement, 
les valeurs de z, z' , z", et de là celle de^. Celle-ci comprend deux constantes p et <7, 
et contient des termes où sin t et cosf sont multipliés par t et t % , et d’autres de la 
forme cft sin 2 1 , »*t cos 2f. Ce sont tous ces termes qu’il s’agit de faire disparaître. L’au¬ 
teur suit alors la méthode dont nous venons de parler; il fait voir qu’on peut, sans 
intégrer une seconde fois, conclure de l’intégrale précédente celle qui se rapporte au 
cas où l’on a t = T -j- t / , en changeant dans la première p en p,, q en q t , £ en t y , et eu 
mettant T'-f-f, au lieu de t sous les sinus et les cosinus. 11 compare, dans l’une et dans 
l’autre valeur de y } les coefïiciens de sinf et cosf, et obtient ainsi deux équations où 
il fait f,= o, et où il substitue pour p t et q t leurs déyeloppemens. Il obtient ensuite, en 


Soit maintenant t = T-t- £, ; 1’équation generale devient — -j- -j-p = *ycoa a(T -+-*0» et donne, en 

l’intégrant, .y = -f ^ sin(T-M.)-f-cos (T+ t,) ■+■ etc. 

Si l’on substitue dans cette valeur f —T au lieu de t,, p -f- fp , <] -f- au lieu de p, et q, , et 
qu'on en retranche la precedente, on aura, en égalant séparément k zeïo les coefficiensj de siat et cost, 

l’7 , 

«t comme l’on a , en faisant - T =. x : S), ~ x 4. etc., iq =zx +— -f. etc. . 

4 dx a dx* ' dx a dx* * 

les équations précéueutes deviendront, en y comparant les quantités de l’ordre x, 

dp dq 

dx q » dx ~~ P » 

d’oi» l’on tire, en faisant p=/e"*, q=ge et en substituant: f=g, n = dfci, et de là 

*=/> T - 

ce qui donne 


p=/e* aT -f-/,e- 

r = fe ** 1 jsin T -j- cos T — ^ (sin 3T + cos 3T) J + / 1 e~ 4 * T |sin T — cos T- ^ (sin3T-cos3T. J. 
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comparant séparément les termes multipliés par T, deux équations du premier ordre, qu’il 
combine et transforme pour les rendre linéaires, et d’où il tire, par l’intégration, les 
valeurs de p et de q ; et comme les coefficiens de T, ceux de T a , etc., doivent être 
égaux séparément, ces valeurs satisfont aux équations qui résulteraient de la comparaison 
des coefficiens de T a , et des puissances supérieures s’il y en entrait, dans les valeurs 
de y ; il les substitue alors dans la dernière, en y supposant t t = o, et obtient une 


expression qui est tout-à-fait la même que celle à laquelle il était parvenu par le 
procédé successif. 

Avant de suivre 1 auteur dans les nouvelles applications qu’il fait desa méthode, nous 
devons dire un mot d une remarque sur ce sujet, qu’il a insérée dans des Additions à la 
suite de ce Mémoire. Il observe, p. 534 , que P> <7> et leurs coefficiens différentiels étant 
les valeurs de p jf q j , etc. lorsque x = 0, ne sont point fonctions de x ; et que cependant, en 
• , 1 , . dp dq 

intégrant les équations =q,——p, il a regardé ces quantités comme des fonctions 

de x. Pour résoudre cette difficulté , il reprend le premier exemple cité , il fait. .. 
* == T -+- T 4 - <„> d parvient à l’expression de^y, qui résulte de cette supposition , en 
désignant par p it et q a les nouvelles constantes arbitraires; il la compare ensuite à 
l’expression obtenue dans le cas de t = T -f- t J} et en déduit, en faisant \ *T' = x 

dx' — dx t les deux équations ^ = q, ~ =p , qui lui montrent que les relations 

précédentes ont lieu , x étant quelconque , et qu’ainsi on peut, en les intégrant, regarder 
p et q comme fonctions de x. Ce raisonnement pouvant s’appliquer à tous les exemples 
que l’auteur a donnés, sert, dit-il, non-seulement à mettre sa méthode hors de toute 
atteinte, mais encore à présenter une idée nette du principe métaphysique sur lequel 
elle est fondée. 11 ajoute que l’ayant envoyée àM. de Lagrange, celui-ci lui répondit qu’il 
en avait pareillement imaginé une qui v avait rapport. M. Laplace la donne telle que 
1 auteur la lui avait communiquée, et il remarque que, quoiqu’elle conduise à deux 
équations différentielles du second ordre entre p et q , on voit, avec un peu d’attention , 
que les coefficiens différentiels du second ordre sont d’un ordre de grandeur moindre 
que ceux du premier, et peuvent être négligés, ce qui abaisse les équations au premier 
ordre, et les fait rentrer dans celles que donne sa méthode. 

Dans les deux premiers articles du Mémoire dont nous nous occupons, l’auteur n’a 
considéré que les équations différentielles à deux variables; il s’occupe, dans l’article 3, 
d’un système de n équations symétriques, du second ordre entre n variables y , 
y ', etc. et le temps t. Ces équations, qui sont à peu près du même genre que 
celles du mouvement des planètes , mèneraient à des calculs impraticables si elles étaient 
traitées par les méthodes déjà connues. L’application qu’il fait alors de son nouveau 
procédé, en poussant l’approximation jusqu’à l’ordre «, le conduit à un nombre d’é¬ 
quations linéaires du premier ordre , qui est égal à celui des constantes h , l, h', etc., 
devenues variables ; il intègre ces équations , qui sont tout-à-fait analogues à celles 
qui donnent les inégalités séculaires , par un procédé semblable à celui qu’on 
emploie pour celles-ci. La substitution des valeurs périodiques b sin(fx -f- ®-)> 
b sin (J'x -j- »-) , etc., supposées à h , h', etc., donne des équations de condition d’où 
1 on peut tirer par l’élimination la valeur de f. L’auteur cite la règle donnée pour cet 
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.objet par M. Cramer, dans son Introduction à l'analyse des lignes courbes; il reprend 
ensuite cette matière , et donne quelques procédés plus simples que ceux qui sont déjà 
connus pour éliminer entre un nombre quelconque d’équations du premier degré. 

La seconde partie de ce Mémoire commence à l’article 8 , intitulé : Application 
de la méthode précédente à la théorie des planètes: u Je me propose, dit l’auteur, 
« de considérer toutes les inégalités, tant périodiques que séculaires , du mouvement 
n de ces corps ; on verra avec quelle facilité la méthode précédente donne ces inéga- 
n lités ; et j ose me flatter que cette discussion intéressera les géomètres par sa généralité, 
et sur-tout pai 1 exactitude de ses résultats, n Nous avons déjà dit un mot, p. io 3 , de 
la manière dont il parvient ici, de même que dans le tome 7 des Scw. Etrangers , p. 167, 
aux équations générales du mouvement d’un point sollicité par des forces quelconques, 
enfonction des coordonnées polaires ; il en tire celles qui déterminentséparémentchacune 
de ces coordonnées , en prenant pour variable indépendante l’angle <p, que fait la projec¬ 
tion r du rayon vecteur avec 1 axe des x\ et il les applique, dans l’article g, à la re¬ 
cherche du mouvement des planètes autour du Soleil, en négligeant leur action les unes 
sur les autres. Il suppose d abord que le plan fixe des xy soit celui de l’orbite, .et détermine 
complètement toutes les circonstances du mouvement elliptique. Nous citerons, comme 
digne d’être remarqué, le procédé par lequel il obtient immédiatement par l’intégration 
la valeur approchée de en fonction des cosinus des divers multiples du moyen mou¬ 
vement nt, et de là celle du rayon vecteur en fonction des sinus des mêmes angles, sans 
avoir recours au retour des suites (*). L’auteur suppose ensuite que l’on veuille rapporter 
le mouvement de la planète à un autre plan très peu incliné à celui de son orbite et 
passant par le centre du Soleil ; il modifie ses formules suivant cette supposition, et cal¬ 
cule ce qu’on appelle la réduction à l'écliptique. 

L’article 10 et les .neuf suivans sont consacrés au calcul du mouvement des planètes 
autour du Soleil, en ayant égard à leur action les unes sur les autres. M. Laplace y 
reprend les trois équations générales qui déterminent en fonction du temps les coor¬ 
données de la planète troublée ; il en différencie , par rapport à J', la partie elliptique, 
et y ajoute les ternies qui dépendent des forces perturbatrices , dont il détermine les 
valeurs ; « étant ici fort petit, il n’a égard qu’aux quantités des ordres « et et parmi 

(*) L’équation qui détermine p en fonction de t «laps l'orbite elliptique, est 
dp = ~ = ndt (r — «■«»)”* (1 — ete cosp)*, 

en supposant l'origine des angles p et nt h l’aphélie, et en désignant par *e l'excentricité. M. Laplace 
pose p^nt -+• xz -f- *•*' -+- etc., et il en tire, par la différenciation, une valeur de dp. H substitue la 
yalcur supposée <J? p dans le second membre de l’équation ci-dessus, et le développe en suites ascen¬ 
dantes par rapport à et, en s arrêtant à ; il compare séparément les termes de l’ordre « , et ceux de 

l’ordre «> de cette seconde valeur de dp, avec ceux de la première, et en conclut 

= - 2endt nt * & = ndt -f 2 « sin nt + ^ cos jnt ^ J 
d’où il tire, par l’inte'gration et la substitution , 

p — nt — 2«te sin nt 4- ^ «,‘e* sin 9 nt + etc., 

. /hdt f «’e» 

r=y^- = «^i + — ■+■ *e cos nt- - cos ant-f etc. J. 
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les tenues de ce dernier ordre, il ne considère que ceux qui peuvent produire, dans la valeur 
de ï<p, des quantités de la forme i^tm^ht*, d’où résulterait une équation séculaire 
dans le moyen mouvement de la planète. Il distingue alors, par des variables particu¬ 
lières, les parties des valeurs de «hpet <trqui sont sans », de l’ordre», ou de l’ordre « a (*) ; 
il substitue ces valeurs dans les équations, en remplaçant partout <p , r, s, <p' t /, s' 
par leurs expressions elliptiques, ce qui est permis lorsqu’on néglige les quantités de 
l’ordre il compare ensuite séparément les termes de chaque ordre; et l’équation 

du premier ordre, qui détermine , en donne alors trois autres entre les nouvelles va¬ 
riables x , a/ et C-, celle du second ordre, qui détermine Ir , se partage de même en trois 
autres , entre y', y' et A ; enfin l’équation du second ordre en S's en donne une autre, où 
z est la variable principale, et où, comme dans les précédentes, aucun terme ne se trouve 
plus multiplié par « ou par la masse perturbatrice i'fi. 

«tFfaf l0 ^? CmCnt d’article i 3 de ce Mémoire est remarquable, parce qu’il contient des procédés nou- 
rationoeUv. veaux sur le développement du facteur irrationnel introduit, par la substitution de la 
valeur de la distance rectiligne v» des deux planètes , dans les termes qui proviennent des 
forces. L’auteur ayant remplacé les inclinaisons par leurs valeurs en fonction des lati¬ 
tudes , désigne par q une fonction de celles-ci et des rayons vecteurs r, r 7 , symétrique 

par rapport à ces derniers. Il a alors à développer le facteur [1—qcos(«p—<?)]”* 
en une suite de termes de la forme ù-f-ù, cos(<p'— <p ) -f- b % cos 2 (p' — ç>) -f- etc. ; 
et comme les quantités b , b x , ù a sont fonctions de la variable q , dont les variations 
sont de l’ordre «, et que l’on veut porter dans certains cas la précision jusqu’aux quan¬ 
tités de l’ordre »*, il fait q = h + mh' , h étant constant, et réduit b , ù,, etc., d’après 
la série de Maclaurin, en suites ascendantes par rapport à *, et de la forme., 


. w + ' ,1 ' (f )+(sp) +e,c - ’ (A,) + * h ' (w) + etc - * 

OÙ les quantités, multipliées par les puissances de mh , sont ce que deviennent. 

b t zr~ ) etc * > -j 1 - et c., lorsqu’on y substitue h au lieu de q. Il ne s’agit plus 

dq dq 1 «<7 

alors que d’avoir les valeurs de ces derniers coefficiens différentiels. L’auteur parvient 
bien simplement à des relations qui déterminent ceux du premier ordre relatifs àù a , b 3 , etc., 
lorsqu’on connaît ceux qui se rapportent à b et b t ; la différenciation de la valeur de b %> 
en fonction des deux premiers coefficiens de la série, lui sert à déterminer aussi les dé¬ 
rivées de b et de b , en fonction des mêmes coefficiens (**), et il en conclut facilement. 


(*) Il fait 

fp =, ty.'[x + ** / , Jr = , fs—mz.ty.'. 

(**) En effet, soit 


r> + » y ’ + ( r't'—rs)■ 
l’équation identique 


v=-^ = ,i ( ,+ ^) • 


[i —q cos {p — p)f 


— b+b t cos(*'—*)+£» cosafe'—e)-feic. j 


(■+£) 'tz 


[âCOS (q> e) 


[I— qcos{p'— p)f 


donne , en y substituant de part et d’autre, pour £i— q cos (p r — f)] et pour sa différentielle par rap« 
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parla différenciation, les valeurs des dérivées du second ordre, qui, étant déjà multipliées 
par * a , sont les dernières auxquelles il ait égard. 

Nous n’entrerons pas dans le détail du développement des divers termes des équa¬ 
tions différentielles suivant les cosinus des multiples des moyens mouvemens et de leurs 
Combinaisons, auquel l’auteur consacre les trois articles suivans, et d’où il tire par 
l’intégration les valeurs de ^r, d.J)p et , aux quantités près de l’ordre Nous de¬ 
vons remarquer cependant que jamais peut - être des calculs analytiques aussi pénibles 
n’avaient encore été faits avec tant de soin et exposés avec tant de détails. C’est 
à l’auteur de ce travail qu’on doit, plus qu’à tout autre, d’avoir introduit dans les re¬ 
cherches de ce genre cette précieuse exactitude qui, sans diminuer l’éclat du génie, 
consolide si puissamment les résultats qu’il fait atteindre. 

M. Laplace détermine, dans 1 article 17, les termes de l’ordre * a qui sont propor- Variations dîf- 
tionnels à t, dans les expressions de d.ty e t JV, et vérifie, en trouvant ff = o après Su^eu*!®* dC * 
toutes les réductions, que l’équation séculaire du moyen mouvement de la planète est 
nulle dans cette limite. Il parvient ensuite, dans l’article 18, aux variations diffé¬ 
rentielles des autres élémens, en mettant les expressions de r et de s sous une forme 
analogue à celle de leurs valeurs elliptiques, et en les comparant mutuellement ; et la 
troisième loi de Kepler, indiquant que si après plusieurs siècles les grands axes des 
orbites devenaient plus ou moins grands, les révolutions deviendraient moins ou plus 
rapides, lui fait voir qu’on peut conclure, de la constance du moyen mouvement, que 
la variation du grand axe est nulle; le calcul lui prouve en effet que les termes pro¬ 
portionnels au temps qui se trouvent dans l’expression de r, ne sont dus qu’aux variations 
de l’excentricité et de l’inclinaison, dont le carré se trouve dans la valeur de r, lorsqu’on 
suppose = o. 

L’auteur remarque, dans l’article suivant, que si l’on a un argument tel que. Remarqne sn» 

cos q (rit — ni -f- B ) , q étant un nombre entier quelconque, on verra aisément qu’il 1 1 j°. r ^ l ' e d <,, ’ s t coef * 
faut porter la précision jusqu’aux quantités de l’ordre pour en retrouver un pareil, et que si périodique*, 
l’on en considère un autre de la forme ne cos ( n't — ant -f- B — t) , il faut, pour retrouver 


port à q , leurs valeurs, et en comparant séparément les cocfficicns constans, ceux des cosinns de l'angle 
p'—p et de ses multiples, 

db , , db, db, / , , db \. 7. _ db, 

*dq= fAb ‘ + ‘ f dï’ = CtC * 

On a d’ailleurs b. = ; cette valeur étant substituée, ainsi que sa dérivée par rapport à q, 

dans la seconde des équations précédentes, la réduit à = lub — — -f. an — ; et l’on tire de là 

dq r q v dq' 


dJl b,{[A — l) -f- iiA.bg db, 7/xbq b^/xq' — 1 ) 

dq a(i— q*) * dq qd—q 7 ) ’ 

3 

ce qui donne, dans le cas où -, en remarquant que la partie constante de la valenr de q est 


- 201 — = h, et en faisant — = 1, 7 = A = -—, 


.. . a(A,)(i-M*)-W f d 1>\ _(£i)(t+**)* , 

(4.)=--: > UiJ-Tïnr.- + ’ 

/1 \ 4(b,)(t+i*}-5(h,)i fdb x \_3(b)(j-hi*)' (i.XM-i'X»—4**+* 4) 

( ST ’ KdqJ- Cl-»•? - 
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son pareil, porter la précision jusqu’aux quantités de l’ordre c’est ce qui prouve que 
l’équation séculaire du moyen mouvement est nulle, même en ayant égard aux termes de 
l’ordre De là on peut conclure généralement que le meme argument ne peut être 

reproduit que par les quantités des ordres «*, etc., s’il se trouve pour la première fois 
parmi les termes des ordres * a , etc., ou par les quantités des ordres « 3 , etc., s’il 
se trouve pour la première fois parmi des termes des ordres *, etc. Nous verrons dans 
la suite l’importance de cette remarque. 

dp 

Application de L’article 20 a pour objet l’applicalion aux valeurs obtenues pour r, s, et qmren- 

la méthode pour # . 

faire disparaître ferment chacune des sin. ou cos. multipliés par nt, de la méthode exposée dans la première 
les aies de cercle. p art j e ^ p 0ur f a j re disparaître les arcs de cercle. Pour cela, au lieu de chercher, comme dans 
ce qui précède, àfaire entrer sous les signes périodiques la plupart des termes variables comme 
facteurs de ni, l’auteur décompose les sin. et cos. qui se trouvent multipliés par nt dans les 
expressions précédentes, de manière à les réduire à la forme cos (nî-f-B,) et sin (nf-f-B, ), 
B t étant l’angle compris, à l’origine du mouvement, entre la projection de la planète 
troublée P et la ligne fixe d’où l’on commence à compter les longitudes; il désigne 
par p , q, h, l, p', q', etc., les quantités *e sin A, «e cos A, *ty sinC, «y cosC, 
*/sin Aetc., où A, A', etc., sont les distances des projections des aphélies de P, P', etc., 
à la ligne fixe, et C, C', etc., les distances de leurs noeuds, à la même ligne. Ces trans¬ 
formations sont les mêmes que celles dont nous avons vu l’introduction au commence¬ 
ment de ce chapitre, et l’emploi que l’auteur fait ensuite de sa méthode pour faire 
disparaître les arcs de cercle, le conduit aussi aux mêmes équations que celles que Lagrange 
et lui avaient déjà trouvées d’une autre manière pour déterminer les inégalités séculaires 
des mouvemens des nœuds et de l’aphélie, de l’inclinaison et de 1 excentricité (*). 

Variations sc- u \\ res terait, dit-il ensuite dans l’article 21, à appliquer la théorie précédente 
» aux différentes planètes ; mais la longueur déjà trop grande de ce Mémoire m oblige 
lr *d's^ e ‘* u [ llcr ” renvoyer ces applications à un autre temps; je me bornerai donc ici à déterminer 


(*) En effet, les valeurs definitives de ret >le * sont : 

f, + I (p* +«7») -1 (*’+ 1 *) » (PV - +ï (°.0 “ C 7 * 7 — hlr ) | 

r ~ 41 ( + lp+{o,i)qu—(p,~îWu-] sin (nt + B,) + [7 — (P,i) pu + M p'u] cos (nt + B,) + etc. j ’ 
# - 174. (0,1 )hu- (0,1) h'a-] sia(nt + B,) — [A — M + M l ' u l + B «) + ctc -» 
en supposant ^ i(i») ff* .nt =s (o,i)u, [(A.) («+.*•)■-*W] = « »’«» fail 

ÿ = (o,i) 7 — ~ = — + ^ t = (o,i)A —(o,i)A', ^ = (0,1)/' — (0,1)/, 


du 


la premiïrfc équation donne, en y substituant pour etc. leurs valeurs tirées des quatre autres 


=0 ce qui sert à vérifier que la variation de la moyenne distance est nulle. Si l’on suppose autant 

de termes et autant d’équations de condition analogues qu’il y a de planètes, on aura, en intégrant ces 
équations , les valeurs de p, q, p', etc., qui serviront à de terminer les inégalités séculaires de quatre 

élémens, et qui, étant substituées dans Jes expressions de r, s et ^ , permettront d’effacer les arcs d« 
cercle qui s’y rencontrent. 


CHAPITRE QUATRIÈME, ,83 

" les inégalités séculaires de Jupiter et de Saturne, et parmi ces inégalités je ne con- 
» sidérerai que celles du mouvement des aphélies et des excentricités. » 11 trouve , en 
exécutant tous les calculs qui se rapportent à ce cas, que les excentricités de ces deux 
planètes sont soumises à de petites variations, dont la période est de 34723 ans, et que 
les moyens mouvemensde leurs aphélies ont pour expression^ 3",888x et 22 ", 55 o x, en 
désignant par x le nombre d années écoulées depuis le commencement de 1760. 

L’auteur détermine enfin le mouvement des planètes , én supposant qu’elles se meuvent 
dans un milieu très peu résistant, pendant un temps quelconque illimité, ce que personne 
n’avait encore fait. 


Le tome 16 des Novi Commentant de l’Académie de Pétersbourg, qui contient les Mémoire, 
Mémoires de , 771 , en renferme un d’Euler, sur les inégalités de laTerre causées par tac- 
twn de renus. Apres y avoir développé par ordres successifs les équations différentielles rie de U Terre, 
en coordonnées rectangulaires, par la méthode de sa seconde théorie de la Lune, qu’il 
a appliquée aussi, en 1778, à la recherche de l’anomalie vraie par l’anomalie moyenne, 
l’auteur désespérant de réduire l’expression de la distance mutuelle w des deux planètes 
en série convergente, a recours à la quadrature mécanique des courbes pour la détermi¬ 
ner. Pour cela, il divise en intervalles de 5 ° l’espace compris entre deux conjonctions 
consecutives de ces planètes, et il prescrit de calculer la quantité w pour toutes les va¬ 
leurs successives données à 1 élongation p, de tirer de là celles des forces perturbatrices 
qui y correspondent, de regarder ensuite ces quantités comme les ordonnées consécu¬ 
tives dune courbe, et d'en conclure les valeurs de son aire par la sommation arithmé¬ 
tique des accroissemens élémentaires. Il confia l’exécution de ce travail numérique à 
Lexell, qui construisit une table des perturbations qui en résultaient. Euler ayant repris 
ce sujet dans la première partie des Acta Petr. pour 1778, et comparé la table précé¬ 
dente avec celles queLacaille et Mayer avaient déduites de la théorie de Clairaut, trouva 
entre elles de très grandes différences, qu’il attribua à l’insuffisance de la méthode du 
développement en séries convergentes, dont il était cependant l’auteur. Il entreprit 
pour s’en assurer, le calcul des mêmes perturbations, en suivant cette dernière mé¬ 
thode, et il chargea Fuss de la construction de la table qui résultait de ses formules. 

Ce fut alors que Lexell, ayant repris, «*ur l’invitation de M. Laplace, l’examen des 
calculs sur lesquels la sienne était fondée, s’aperçut qu’il lui était échappé des fautes 


graves, et qu’il avait pris entr’autres une des intégrales avec un signe opposé à celui 
qu’elle devait avoir ; il en convint avec franchise ; il recommença d’après cela toutes les 
opérations, et parvint alors , par la méthode des quadratures, à des expressions numé¬ 
riques qui s’accordèrent assez bien avec les nombres que celle des séries avait donnés à 
Fuss. Celui-ci ayant refait aussi ses calculs, dans un Mémoire qui se trouve dans le 
volume de 1780 , partie I, obtint encore un plus grand accord, et fit voir l’avantage de 
son procédé pour la facilité et la brièveté du travail. 


On trouve aussi dans le même volume de ce Recueil, deux Mémoires d’Euler : l’un 
sur les différens genres de mouvement qui peuvent avoir lieu dans les satellites des 
planètes, et sur les caractères qui distinguent les planètes primaires des secondaires • 
l’autre sur les mouvemens irréguliers qui peuvent exister dans le système du monde et 
sur le moyen de les déterminer pendant un long espace de temps ; mais ces recherches 
étant de simple curiosité, sortent par là de notre sujet. 
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CHAPITRE V. 

Mémoires de Lagrange insérés dans le Recueil de VAcadémie de Berlin , 
de 1776 à 1784, etc., etc. 

Démonstration A .PRÈS avoir vu M. Laplace parvenir, par lecalèul, à l’invariabilité des moyens mouve- 
géneraiedeia pe-vemens" des planètes et de leurs distances moyennes au Soleil, en négligeant les qua- 
galitcs da grand trièmes puissances des excentricités et des inclinaisons des orbites, et les carres des 
mouvement. 0 ^ 60 niasses perturbatrices , nous arrivons à l’époque mémorable où Lagrange , auquel ce 
résultat donna occasion de reprendre ce sujet, prouva, par une analyse à la fois 
simple et lumineuse, que, quel que soit l’ordre auquel on s’arrête par rapport aux ex- 
centr icités et aux inclinaisons, et par la nature même de notre système planétaire, les 
variations du grand axe sont périodiques. 

M. Playfair s’exprime à peu près en ces termes à ce sujet ( Edimb. Rev., janvier 1808, 
page 264) : tf La découverte de ce grand principe, que nous pouvons considérer comme 
„ i e boulevard qui assure la stabilité de notre système, et qui ferme tout accès à la con- 
* fusion et au désordre , doit rendre le nom de Lagrange immortel, et digne de la véne- 
„ ration de ceux qui se plaisent à contempler tout ce qui est excellent et sublime. Après 
» la découverte faite par Newton , de la loi générale des mouvemens des corps célestes, 
» celle de Lagrange est sans doute la plus belle de 1 Astronomie physique; et, sous 
r> le rapport des causes finales, elle peut être envisagée comme la plus grande do 
n toutes. » 

C’est dans un Mémoire de quatorze pages, compris dans ceux de Berlin pour 177G, 
daté du 24 octobre de cette année, et intitulé : Sur T altération des moyens mouvemens 
des planètes , que Lagrange parvient à ce grand résultat, et qu’il expose la méthode si 
Princi os Inr remarquable sur laquelle il repose. L’auteur considère, avec Euler, l’orbite des planètes 
lesquels elle est comme une ellipse dont les dimensions et la position varient d’un instant à l’autre ; il 
{0ndée ’ remarque que, comme dans les orbites invariables la durée des révolutions dépend uni¬ 

quement du grand axe de l’ellipse, il est naturel d’en conclure que dans les orbites va¬ 
riables , quand les variations sont très petites, on peut, sans erreur sensible, imaginer 
que les élémens demeurent les mêmes durant chaque révolution, et qu ils ne changent 
que d’une/évolution à l’autre, d’où il résulte évidemment que les variations du temps 
périodique ne peuvent venir que de celles du grand axe. Il réduit ainsi la question pro¬ 
posée « à déterminer les variations que doit subir le grand axe de l’orbite elliptique d un 
„ corps mu autour d’un centre fixe, en vertu d’une force réciproquement proportion- 
» nelle au carré de la distance, et dérangé en même temps par des forces perturbatrices 
r données, très petites vis-à-vis de la force principale. » 

L’auteur désigne par x,y, z les coordonnées rectangulaires du mobile au bout du 
temps t par rapport au corps central , par r la distance de ces deux corps , par X , Y, Z 
les composantes des forces perturbatrices dirigées suivant les trois axes , et par F 1 attrac¬ 
tion principale à l'unité de distance. U obtient alors les trois équations generales dq 
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Mouvement en coordonnées rectangulaires, où l’élément dt du temps est regardé comme 
constant (*). 

« Lorsque les forces perturbatrices sont nul les, dit-il, ces équations s’intégrent complète- 
n ment, et donnent alors les valeurs finies de x,y,z en fonction de t, avec six constantes 
« arbitraires qui sont les élénxens mêmes du mouvement elliptique. Si l’on différencie les 
” tr °is intégrales dont il s’agit, on aura six équations, à l’aide desquelles on pourra 

» déterminer les six constantes arbitraires en x , y , z , t , — —, et l’on aura 

J dt* dt* dt 

y> ainsi six équations différentielles du premier ordre, dont chacune renfermera une cons- 
» tante arbitraire, et sera par conséquent une intégrale première des trois équations dif- 
» férentio-différentielles proposées. 

” S°it donc V = k une de ces équations du premier ordre, k étant la constante 
” arbitrage, on aura, par la différenciation, cTV = o, équation différentielle du se- 
n cond ordre, qui, ne contenant plus de constantes arbitraires, devra être identique 
« avec les équations proposées; d’où il s’ensuit que si dans l’expression de d\ on 

»> substitue à la place des différentielles secondes dd.&, d.^- t leurs valeurs li¬ 
ai dt dt 

* rees des équations dont il s’agit, cette expression devra devenir identiquement nulle ; 
r et meme chose aura lieu à l’égard de chacune des six équations du premier ordre 
ji qu’on aura trouvées. 

« Cela pose, si l’on veut maintenant avoir égard aux forces perturbatrices, il n’y aura 
» qu à considérer que l’effet de ces forces consiste en ce que les valeurs des différentielles 
v secondes de x, y, z augmentent des quantités — Xdt, — Y dt, — Zdt ; si donc on 
n substitue ces valeurs ainsi augmentées dans l’expression de dY , il arrivera nécessai- 
n renient que tous les termes de cette expression se détruiront, à l’exception de ceux 
» qui viennent des forces perturbatrices ; et si l’on veut que l’effet de ces forces consiste à 
» faire varier les élémens, il n’y aura qu’à regarder k comme variable, et à égaler dk 

* à la partie de la valeur de d\ qui provient des forces perturbatrices. On connaîtra 
» ainsi les variations de k en vertu des forces X , Y, Z, et on aura des formules sem- 
n blables pour les variations des six élémens de l’orbite du corps, supposée elliptique. 

* On voit par là que les six équations différentielles du premier ordre, telles que 
» Y = k, seront de la même forme, soit que les forces perturbatrices soient nulles ou 
« non, la seule-différence étant dans la valeur des quantités k, qui sont constantes dans 
» le premier cas et variables dans le second ; donc, si on élimine les trois différence» 
» premières, on aura les trois équations finies, qui seront encore de la même forme 
y> dans les deux cas; ainsi les valeurs finies de x, y, z } et celles de leurs différences 
>1 premières seront toujours exprimées de la même manière par le temps t et par le* 
11 six elémens de l orbite; par conséquent on pourra toujours regarder ces élémens comme 
» constans pendant un temps infiniment petit, n 

L’auteur applique ensuite cette belle théorie , devenue depuis si féconde entre ses 


(*) Ces tcjuations sont 


do + r» + 


Y = o. 


d'z Tz 


+ Z = 


*4 


Variation des 
élémens par l'ef¬ 
fet des forces 
perturba triées. 
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deAa^tfcéoîS ma ‘ ns ’ a ^ a rec h erc he des variations du grand axe 2 a de l’orbite elliptique. Il tire de 
precedente aux l'équation polaire de l’ellipse et de l’intégrale des aires, une autre intégrale première 
frand axe. du *I U * donne la valeur de cet aXe (*). Il la différencie en ne faisant varier que les dérivées 
de x, y, z ; il substitue ensuite, pour leurs différentielles, les parties de leurs valeurs qui 
proviennent des forces perturbatrices, et il obtient ainsi, pour la variation de l’inverse 
du grand axe , une formule très simple, savoir, la somme des produits de chacune des 
forces par l’élément de sa direction, divisée par F (**). Il ne s’agit donc plus que de dé¬ 
terminer les valeurs de ces forces. Lagrange y parvient facilement pour le cas d’un 
nombre quelconque de planètes -, et il obtient, après les avoir substituées dans la for¬ 
mule, une fonction qui est différentielle exacte par rapport aux variables x,y, z. 11 
désigne par n son intégrale prise relativement à ces seules quantités ; c’est cette fonc¬ 
tion des coordonnées et des distances, multipliées par les masses perturbatrices, qui réduit 
le calcul analytique, relatif à un nombre quelconque de planètes, à la même simplicité 
qu’il a dans le cas où il n’y en a qu’une, et qui depuis sa découverte, dont nous venons de 
voir l’occasion, a joué un si grand rôle dans la théorie des planètes, sous le nom de Fonc¬ 
tion perturbatrice (***). 


(*) On trouve facilement cette valeur au moyen de* équations precedentes, en y faisant X, V, Z égaux 
à zéro. En effet, si on les multiplie alors respectivement parrfcr, djr, dz , qu’on les ajoute, et qu’on 
intègre avec une constante C, on obtient l’e'quation 

Jt ’± iri±±1 — —?- + c = ». ou ic±p±:_z + c 

idt' + ïdf r 

et l’on de'termine C, en remarquant que l’on a à l’apbe'lie, dans le cas du mouvement elliptique, 
dr r^dv* F (t -- 

r = a (x +e), — = 0$ que l’équation des aires donne alors —y— = a ^ + e ) » et l° n ^ re 

F 

par la substitution , C = —• 


(**) Lagrange y parvient i 


mparant la valeur trouvée pour — , avec l’e'quation k = V, et en met- 


leur dans le cas actuel. 

On obtient le même résultat, en considérant qu’une intégration semblable à celle qui a produit, dans 

... . dx'+dy' + dz> F _ .F 

Je cas du mouvement elliptique, 1 équation - ^_o, donnerait, 

dans le cas dn mouvement trouble, 

± 2 ’ - - F —— + f(Xdx + Xdf + Z dz) + C = O, 

idt 2 l/ y a 4. y] «4» «I 


- - —-— — -4- /(Xdx + Y df + z dz) + C' = O, 

■Zdi \/X>+ Z» 

C' étant une constante. 

Si donc l’on veut que la première équation soit toujours satisfaite, et que la seconde y soit réduc¬ 
tible, il faut qu’on ait — = f(Xdx +• Ydjr -f- Zdz), d’où l’on dre,en différenciant et en regar- 

... , 1 Xdx + Ydy + Zdz 

dant le grand axe comme variable, a — =-j.- 

(***) En effet, reprenons les expressions des forces perturbatrices que nous avons déjà trouvées (Note VII, 
pag. taa), et appliquons-les à un système de planètes T, T', T", etc., dont les distances au Soleil S sont 
r, P, r", etc., et les distances à l’une d’entre elles T sont J'", etc., nous aurons b = S-+-T, 

x =t*(^+^)+t- (’-=?-'+£)+<*., y =r(^ + £) + «,, 

Z = T’ 4- etc. ; en supposant r'= \/ [x—x'p+iy—y’Y-^ l*—*'/*» 
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Ayant ainsi réduit l’expression de là variation de l’inverse du grand axe à la différen¬ 
tielle de £2, par rapport aux seules coordonnées de la planète troublée, divisée par la 
somme des masses de cette planète et du Soleil, Lagrange fait voir que l’on peut, à 
cause de la petitesse des excentricités des orbites, développer, d’après les formules 
elliptiques, les valeurs des distances au Soleil r, /, etc., des coordonnées, et des dis¬ 
tances mutuelles «T , ^ , etc., de chaque planète, en séries de sinus et cosinus des mul¬ 
tiples de son moyen mouvement, et réduire ainsi la fonction £2 à une suite de termes de 
la forme M sin ou cos ( mô + nV + pé" + etc. ), ô, 6', 6", etc., étant les moyens 
mouvemens des planètes T , T', T", etc. autour du Soleil, durant le temps t. 

Or, comme toutes les quantités qui se rapportent à la planète T sont exprimées 
par le seul angle A, tandis que celles qui se rapportent à T', T", etc., le sont par les angles 
6', fl", etc., il s’ensuit que pour avoir la différentielle de £2, telle qu’elle a été définie, 
il faut faire varier simplement 1 angle fl. Si l’on veut aussi négliger les quantités de l’ordre 
des carrés et des produits des forces perturbatrices, on pourra regarder comme constans 
les élémens qui entrent dans les différens termes de £2 • ainsi, la quantité M sera constante, 

et la valeur de d£2 se composera d’une suite de termes de la forme. 

mMc/A cos ou sin (mô -f- nÔ'-\-pô"-\- etc.), où l’on pourra substituer à la place de ô', 6", etc.» 
leurs valeurs, données par la troisième loi de Kepler, en fonction de fl et du rapport des 
moyennes distances regardées comme constantes (*). Si l’on intègre ensuite complète¬ 
ment 1 expression obtenue pour d£2, l’on ne changera pas sa nature ; les inégalités qui en 
résulteront, dans la valeur du grand axe, seront donc toujours proportionnelles à des sinus 
ou cosinus dangles, et seront par conséquent nécessairement périodiques. 

Lagrange observe cependant qu’il y a un cas où cette valeur pourrait contenir des C, s de façon,, 
arcs de cercle, c est celui où les rapports des moyens mouvemens seraient commensu ® wnsurabi,it * 
«blés entre eux, de telle manière qu’on aurait m + n/ + p/t - _ Q> cn J 

t -f. I, I" =t tU, etc., ce qui réduirait à mMdj le terme correspondant de do et 
produtrait un terme séculaire dans la valeur du grand axe ; mais il montre que, puisque 
les nombres m, n , p, etc. doivent etre entiers, il faudrait pour que l’équation dont il 

d’où l’on tire 

Xdx + Y dy + Z dz —T — ar~ >')dy + (« — * ')d* + x'dx+y 'dr + z'd: 

et de là, cn faisant 

nv fxx'-byy'+zz' I ^ , rr,, fxx"+ TZ" T *\ . r dfî 

1 << 'r 7 !- J' ) + 1 V- & - rj + ctc - =^: d .- = 

cn indiquant par la caractéristique d mise devante, sa différenciation par rapport aux seules coordon¬ 
nées x, y, z. 

(+) On a cn effet, par les théorèmes connus, 6 ; fl' • fl" • • y/ S -f- T > y/ S -h T' . y/ S -f-T" 
d’où l’on tire, en négligeant T, T', etc., vis-à-vis dc S, fl' = fl y/Z, fl « = 9 y/Z etc. On peut 
ainsi réduire nn terme quelconque de dfl à la forme rt mMdfl + n y/fi + p y/_fi + etc ^ g . 

et il en résulte, dans la valeur de —, quand on intègre, cn regardant a , a', etc. comme constans sous 

wM “(- + " \/ÿ> + 1 y/j -*■ «t) 9 

ny ^ + p y/^ + etc. *. 


-)■ 


les signes périodiques, la quantité 
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s’agit pût être vérifiée, que les valeurs de l/a 3 , l/a' 3 , etc., fussent commensurable» 
entre elles, ce qui n’a pas lieu dans notre système. 

Les grands axes des planètes ne sont donc soumis, lorsqu’on se borne à la première ap¬ 
proximation, par rapport aux forces perturbatrices, à aucune variation qui croisse avec 
le temps ; et cette conclusion a lieu, en général, quel que soit le nombre des corps qui 
réagissent les uns sur les autres , et quelle que soit la forme de leurs orbites, pourvu que 
celles-ci soient renfermées dans un espace fini, en sorte que leurs coordonnées rectangles 
soient uniquement des fonctions de sinus et de cosinus.' 

Nouveaux Les Mémoires de l’Académie de Paris, pour l’année 1777, renferment de nouvelles 
MM > L*placcet rec ^ erc ^ es Laplace sur Vintégration des équations différentielles par approxi- 

LagranecjSuries mation. Le but de l’auteur, dans ce Mémoire, est d’exposer plus simplement sa méthode 
pour faire disparaître les arcs de cercle qui entrent dans les intégrales approchées des 
équations qui n’en renferment point elles-mêmes, et de donner une nouvelle théorie de ce 
genre d’équations différentielles. Il remarque que si après avoir, par des intégrations suc¬ 
cessives, obtenu la valeur de la variable^y, et l’avoir rendue complète par l’addition 
d’autant de constantes arbitraires qu’en comporte l’ordre de l’équation, on substitue cette 
valeur dans l’équation différentielle, on aura une équation identiquement nulle, et dans 
laquelle par conséquent les termes semblables se détruiront réciproquement. Si donc on 
change en t — 8 l’arc t qui s’y trouve hor3 des signes périodiques, 6 étant arbitraire , 
l’équation restera toujours identiquement nulle. Or, il est visible que ce change¬ 
ment revient à en faire un semblable dans l’expression de y, qui se trouve alors 
renfermer l’arbitraire 8 de plus qu’auparavant, et qui n’est cependant pas plus générale. 
Il est donc possible de faire coïncider ces deux valeurs de^ ; et c’est cette considération 
qui fournit à M. Laplace le moyen d’en faire disparaître les arcs de cercle. Nous devons 
renvoyer , pour l’exposition des procédés délicats par lesquels l’auteur parvient à ce but, 
au n° 43 du livre II de la Mécanique céleste , où il a repris cette théorie, en la perfec¬ 
tionnant. 

11 donne ensuite une méthode générale pour obtenir des intégrales de plus en plus 
approchées, u M. de la Grange, dit-il, a déjà rempli cet objet d’une manière très simple 
n et très ingénieuse, dans les Mém. de Berl. pour l’année 1775 ; mais la méthode que 
„ j’expose ici a, si je ne me trompe, l’avantage d’être plus directe. » Il y est également 
revenu dans les n° 4 41 et 42 de l’ouvrage cité. 

Lagrange a donné aussi, dans un Mémoire intitulé : Sur la manière de rectifier les mé¬ 
thodes ordinaires d'approximation pour lintégration des équations du mouvement des 
planètes {Mém. de Berl. , 1783), une méthode très remarquable et très simple pour faire 
disparaître les arcs de cercle par la variation des constantes arbitraires, et qui a, suivant 
lui, l’avantage de s’appliquer, avec une égale facilité, au cas où l’une des constantes arbi¬ 
traires de l’intégrale multiplie l’arc sous les signes de sin. et cos. ou d’exponentielles; mais 
l’auteur ne l’ayant pas appliquée au système du monde, il nous suffira de l’avoir citée. 

C’est dans le Recueil de l’Académie de Berlin, pour l’année 1781, que Lagrange fit paraître 
le premier de ses cinq beaux Mémoires sur les inégalités séculaires et périodiques des pla- 
nètes, qui f Q nt époque dans l’histoire de la science (*). Ce grand travail, le plus vaste 

( ) C est aussi dans l’année T781 que Herschel découvrit le mouvement d’une petite étoile, qu’il prit 
d abord pour une comète ; mais l’on a reconnu depuis qu’elle devait être mise au rang des planètes principales, 
et elle a reculé de plus de trois cent millions de lieues le* limites présnmccs de notre s} sterne planétaire. 
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qui eût encore été entrepris sur cet objet, ne renferme pas de découvertes proprement Mémoire* d« 

dites; mais il contient l’ensemble des méthodes déjà données par l’auteur, et leur appli- 

cation à toutes les planètes ; on y trouve un grand nombre de procédés nouveaux, et on n^es,donne S de 

peut y voir le germe de la plupart des idées heureuses que l’auteur a développées dans ' ' ’ 

la suite. Nous allons chercher à faire remarquer les principales, et à donner une légère 

idée du plan de cet ouvrage et de son exécution. 

L’auteur paraît n’avoir eu d’abord d’autre but, en l’entreprenant, que de donner une 
théorie complète des variations séculaires des élémens des planètes, qui forment la partie 
la plus importante et la plus difficile du calcul de leurs perturbations, et de reprendre 
cette matière en entier pour la traiter d’une manière plus directe et plus rigoureuse qu’il ^Dmwoti de 
ne l’avait encore fait. Quoique ses recherches appartinssent au volume de 178a, il crut, 1 ‘ 

à cause de leur étendue, devoir en insérer, dans celui de 1781, imprimé en 1783, la 
première partie, contenant, en deux sections, les principes et les formules générales pour 
déterminer les variations séculaires ; et il ne conserva pour l’autre volume que la se¬ 
conde partie, renfermant, en trois sections, la détermination de ces variations pour 
chacune des planètes principales. Il voulut ensuite compléter son travail, en appliquant, 
pour la première fois, la méthode de la variation des élémens à la recherche des iné¬ 
galités périodiques de chacun d’eux; et il divisa aussi cette théorie en deux parties, 
dont la première, contenant les formules générales, parut dans les Mémoires de 1783, 
et dont la seconde, renfermant en cinq sections le calcul des variations périodiques in¬ 
dépendantes des excentricités et des inclinaisons , pour chacune des six planètes prin¬ 
cipales, parut dans ceux de l’année suivante. Enfin, ayant vérifié par ces operations , 
qu’on trouvait, en portant la précision jusqu’aux secondes dimensions des excentricités 
et des inclinaisons, des termes qui donnaient des équations séculaires dans le moyen 
mouvement, il consacra à leur examen et à la détermination de leurs valeurs , dans le 
cas de Saturne et de Jupiter, un Mémoire particulier, inséré dans ceux de 1783, et qu’il 
donna comme un supplément à sa théorie des variations séculaires. 

Dans le premier de ces Mémoires, Lagrange reprend d’abord la méthode qu’il avait 
donnée en 1774» pour parvenir aux variations du nœud et de l’inclinaison de 1 orbite, 
au moyen des fonctions des forces perturbatrices, désignées par les lettres P, Q, R, et 
il cherche ensuite à exprimer, au moyen des mêmes quantités et de leurs différen- Mémoire de 
tielles, les trois coordonnées x,^, z du corps troublé, en désignant par p le rayon tVon*. Méthode* 
vecteur, par g la force principale a la distance 1 , et par L, M, N des fonctions generales, 
de P, Q, R et de leurs différentielles, précédées du signe /, et qui deviennent cons¬ 
tantes dans le cas où les forces X, Y, Z sont nulles (*). Il obtient ensuite, en com¬ 
binant ces valeurs, une équation qui détermine p , et qui donne, pour la projection 


(*) Nous avons déjà trouvé, p. 167, les équations 

(B)... = ^i^ = Q,^r =Pj P,-Qr+>u=o. 

Si l’on différencie les quantités j, ’j, ~ , où p *= ÿx' + y +:>, et que l’on substitue pour... 
j.t — xdy , etc., ~, etc., leurs valeurs tirées des équations précédentes et de celles du mouvement, 


jr* 


Formules ge¬ 
nerales des va¬ 
riations des elc- 
mens des pla¬ 
nètes. 
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de l’orbite, et pour l’orbite elle-même, une section conique , tant que P, Q, R L M N 
sont constantes ; et il parvient aussi à une équation de condition entre ces six quantités, 
qui montre qu’il n’y en a que cinq d’arbitraires. Enfin, une nouvelle combinaison des 
équations précédentes lui en fournit une autre qui est la différentielle de l’équation de 
1 orbite, en y regardant P, L, etc., comme constantes ; d’où il conclut que , lors même 
qu’on a egard à l’effet des forces perturbatrices, on peut regarder ces quantités comme 
constantes dans la différenciation de ces équations. Il transforme ensuite pour un mo¬ 
ment, afin de déterminer la nature de l’orbite, les coordonnées x ,y , zen trois autres 
K* % > > rectangulaires aussi, et qui ont la même origine , mais dont les deux der¬ 

nières sont dans le plan de la trajectoire; et il obtient ainsi, pour le paramètre, l’ex¬ 
centricité de l’orbite, la longitude de l’aphélie * , et la latitude , de cet aphélie par 
rapport au plan de projection, des expressions qui subsistent, en devenant variables, 
quand on a égard aux forces perturbatrices ( * ). Il parvient enfin à une équation du 
premier ordre, qui donne l’élément dt du temps en fonction de f ; elle a lieu soit que 
les elemens soient invariables ou non, et son intégration le conduit à la relation connue 
entre les anomalies moyenne et excentrique. 

Pour appliquer ces formules générales au cas des planètes, il faut y substituer les 
valeurs des forces X, Y, Z, qui résultent de l’attraction que chaque planète éprouve de la 
part de toutes les autres. Lagrange, introduisant alors la fonction Cl , substitue à ces 
forces les différentielles partielles de Cl par rapport àx, y et z; il obtient ainsi de 
nouvelles valeurs de d?, dQ, dR, dïi, dM, dL : les trois premières servent à dé¬ 
terminer les variations de la longitude « du nœud, de la tangente i de l’inclinaison 
et du paramètre ; les trois dernières ‘, liées entre elles par l’équation de condition déjà 
citée, qui sert à en trouver une lorsque les deux autres sont connues, donnent les va¬ 
riations des trois autres elemens, ainsi que celles de la distance moyenne, par des 
formules différentielles; et celles-ci étant jointes aux précédentes, expriment l’effet 
total que produit l’action mutuelle des planètes dans leur mouvement (**). 


on obtient, en faisant (RY+QZ)<ft —- ^~di ^ (PZ—R X) dt — = t/M, 

— (QX+Py)</f + = » les équations 

gx = R^+Q£ a+N M g = -gg^. P ± + L.... (E) 

f dt p dt p dt ' ' 

et l’on tire facilement de celles-ci, en vertu des relations précédentes, les formules 

£ P = Nx+Mjr + L* + P’ + Q>4-L’, gdp=Kdx+yidy + Ldz, NP—MQ +LR = o. 

(*) U obtient, en désignant par t et | le demi-paramètre, l’excentricité et la distance 

n* = P’+Q’+R*, A*=L»+MM-N», A = €___L, tangp=^l 


tangn = 


moyenne, 
L 


(**) Ces expressions sont, en supposant — x -f- 
dSl 


da 


dCl . 


y'MM-N* 
Jn . 


Tf?* * '=*> jï J *+-%- J f + jï d ‘=U a )- 


dN = ax(Jn) -*dx-^± pdp , dy\=z V r'dSÏ)-*dy-~,dp, dL = iz(dtl) — Qdz — ~ pdf ; 
d’oii l’on tire nJn = *pd, — p*(da) , — n ’)(dil) — ùtpctp , - Jn as (dti). 
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« La méthode précédente , dit-il ensuite, est, ce me semble, la plus directe et la plus 
» rlaturelle qu’il est possible, étant déduite des principes memes de la chose ; mais j’au- 
31 rais pu parvenir plus simplement aux mêmes formules, par la méthode générale dont 
33 je me suis déjà servi pour déterminer les variations de la distance moyenne, dans les 
31 Mémoires de 1776 ; méthode qui a l’avantage d’être applicable à toutes les ques- 
»i tions du même genre.... En effet, les intégrales (B) ont déjà la forme demandée 

y» \=k- > il n’y aura donc qu à les différencier', en y faisant varier P, Q, R, ~, 

» et substituer ensuite ^ dt, — ^ dt,— ^ dt à la place ded*^, d&, d~ , 

ji pour avoir les formules différentielles précédentes. On aura aussi les valeurs de 
>1 dL , d\l , cZN, en substituant celles de P, Q, R dans les intégrales (E) , et en les 
31 différenciant de la même manière ; et l’on pourra déterminer directement, par un pro- 
31 cédé semblable, les variations des élémens n et A. Il n’est pas nécessaire, au reste, 

11 pour l’usage de la méthode précédente, que les intégrales soient réduites à la forme 
t Y — k, ainsi que nous l’avons supposé; mais cette réduction, qui est d’ailleurs tou- 
>1 jours possible, sert à rendre le calcul plus direct et les formules plus simples, n 
C’est par des considérations générales sur cette méthode, que l’auteur termine la première 
section de ce Mémoire. 

La seconde contient la recherche des formules générales pour calculer les seules va- 2* Section, 
riations séculaires des élémens des planètes, c’est-à-dire les variations qui n’ont aucune Glaives 0 "* ** 
période fixe, ou du moins qui en ont de très longues et indépendantes du retour des 
planètes aux mêmes points de leurs orbites, a Ces variations , dit-il, sont nécessaire- 
v ment renfermées dans les formules trouvées ; il suffira donc, pour les obtenir, de déve- 
îi lopper ces formules, en y substituant, pour les coordonnées x, y, z , x', etc., des séries 
31 de sinus et cosinus d’angles proportionnels au temps, que la petitesse des excentricités et 
31 des inclinaisons rend très convergentes, et de rejeter ensuite tous les termes qui se trouvent 
îi contenir ces sinus ou cosinus. 11 Lagrange cherche d’abord, en substituant r cos q et Grand axe et 
r sin q au lieu de x et y dans l’expression du temps , et en intégrant, la valeur de “^ en mouve “ 
l’anomalie moyenne p en fonction de la vraie q et des sin. de ses multiples; et il 
en tire, au moyen du théorème qu’il avait donné dans les Mémoires de 1768, pour le dé¬ 
veloppement des fonctions en série, la valeur de q en fonction de p. Il donne ensuite le 
moyen de développer, àl’aidedes exponentielles imaginaires , suivant les sinus et cosinus 
des multiples de q , une fraction dont le numérateur et le dénominateur sont de la forme 
a -f- b cos 27 — c sin a q, et il s’en sert pour démontrer que la vitesse du mouvement de la 
longitude moyenne est inversement proportionnelle à la racine carrée du cube de la dis¬ 
tance moyenne : proposition qui, ayant lieu dans les ellipses invariables, résulte d’ailleurs 
ici de l’invariabilité instantanée des élémens de l’orbite troublée. Il en conclut que, puis¬ 
que les variations de la distance moyenne ne peuvent être que périodiques, la vitesse 
du moyen mouvement ne sera non plus sujette à aucune espèce de variation séculaixe. 

Lagrange prend alors pour unités de distance, de vitesse et de niasse , la distance 
moyenne de la Terre au Soleil, la vitesse du mouvement angulaire moyen de la Terre 
autour du Soleil, et la masse de ce dernier ; il néglige les masses des planètes yis-à-vis 
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ISVuds et in- de celle-ci, et prend simplement g — S= ï. Supposant alors que A , é, « et a soient des 

dinaûoQ. quantités très petites du premier ordre, il montre que P, Q, M, N seront aussi du 

premier ordre, L du second ; qu’en négligeant les quantités du second ordre, la valeur 
de R ne dépendra plus que de A (*) ; et qu’ainsi, puisqu’on a trouvé relativement aux 
équations séculaires dA = o, on aura aussi dR. = o. Il développe ensuite les valeurs 

de dP et de dQ, comme dans le Mémoire de 1774, et parvient, par la même trans¬ 

formation, aux équations linéaires du premier ordre, qu’il avait déjà obtenues, et qui 
déterminent les variations séculaires de la position des orbites planétaires. 

Excentricité II ne lui reste plus qu’à développer et à réduire d’une manière semblable les valeurs 
et aphélie. ^ et je JM. Pour cela , l’auteur reprend l’expression de Q, et représente par r, /, etc., 

p, p etc., les distances et les longitudes moyennes; les Valeurs des rayons vecteurs p,p , et 
des longitudes vraies <7, q , sont alors de la forme r (1 -f- M sin p -f- N cos p~) , etc., 
p 3 , n C0S p __ 2m sin p, etc. ; et il faut les substituer dans n, qui est une fonction de 
ces variables. Au lieu de le faire directement, Lagrange considère les différentielles par¬ 
tielles de Q par rapport à p et à q , comme fonctions de quantités r, r, p, p , etc., 
qui ont subi des accroissemens r (M sin p -f- N cos p), etc.; il les déyeloppe alors , 
d’après la série de Taylor, en se bornant aux premières puissances des accroisse¬ 
mens (**) ; et il les substitue dans les valeurs de dM et dN , en ne conservant quelles 
termes qui peuvent en produire de non périodiques. _ , 

Développement II développe ensuite les fractions irrationnelles [ r* — ar/ cos (p — p' ) + / 3 ]" ’ etc., 
de* fractions ir- q U j en trent dans la valeur de C,en séries de la forme A'+B'cos^—p')-J-C'cos2(p—p') 4 -etc.; 

il en prend les dérivées, en ayant soin de ne différencier A', B', etc., que par rapport aux 
fe “ !us - élémens r et / qui entrent seuls dans leurs valeurs; et puisque ces coefficiens résultent du deve- 

loppement d’une fonction homogène de r et / de la dimension — x, ils sont aussi nécessaire¬ 
ment de pareilles fonctions de r et / de la dimension — 1 ; ainsi, la propriété connue de 
ces sortes de fonctions Dermet d’éliminer les différentielles prises par rapport à r ( )> 


rapports sont des 




1 du second ordre, et en faisant 5 = 1, 


nsi il substitue, an lieu de^, par exemple, le développement 
,_ n' - ,/sinu'l 4 - etc. - 


■ (M sin p + N cos p) 


(vj En effet, ayant trouvé, p. 168, -=6sin<», ^ = 6cos», on voit que ces rapports sont des 

quantités très petitts du premier ordre ; et comme ona d\tilleurs n = R \/ 1 + g; + 4=-^-. 

on lirode Ut, en négligeanl les qnantites du second ordre, « en faisant S = I, a= d;. 

(*V) Ainsi il substitue, au lieu de^, par exemple, le développement 

g± + ^ie (m co>p- n sin p) + ~ (».'co s p'-r/sinp') + «c. + ^ (M ,inp+Nco,p) 

+ O 1 ' ‘ in p' + N' cos p') + etc. ; 

et il remarque que lorsque il sera développe en une série de cosinus d’angles multiples de p p , 
_ — d" etc les fonctions ^, etc., ne donneront de termes non périodiques qu’autant qu elles 

P P ’ ’ d P d P dr du rf»n 

seront multipliées par des sinus de p — p, p — p", etc., ou de leurs multiples, et que » 

d ’% , etc., n’en donneront qu’antant qu'elles seront multipliées par des cosinus des mcincs angles i 

dp 1 dpdp . 

d’où il suit que ces quantités sont les seules auxquelles il faudra avoir égard dans les substitutions. 

(***) En effet, dit-il, soit a une fonction homogène des variables x,y-, s, etc., qui foiment partout la 
même dimension du degré m ; si l’on substitue <ix, ay,az au lieu dex, jr, z, la fouction deviendrai et st 
l’on fait a = 1 -f- * , * étant infiniment petit, il faudra qu’en faisant croître les variables de *x , «y, #z, 
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et la même chose ayant lieu pour les coefliciens des autres séries, on peut ne conserver que 
des différentielles relatives à r. L’auteur indique enfin comment on parvient aux relations 
qui déterminent tous les coefliciens et leurs différentielles par rapport à r, en fondiez,de 
deux d’entre eux, tels que A' et B', et comment on obtient les valeurs de ces derniers en dé¬ 
composant le radical en deux facteurs , et en développant ceux-ci en séries, au moyen des 
exponentielles imaginaires ; il donne aussi les formules par lesquelles, connaissant les va¬ 
leurs des deux premiers coefliciens du développement de la puissance s de l’inverse du 
carré de la distance mutuelle, on peut avoir celles qui conviendront à l’exposant s -f-1 ; et 
comme les sériés qui expriment ces coefliciens ne sont pas très convergentes , lorsqu’on a 
s = b ainsi que cela a lieu dans le cas actuel, il prescrit de les calculer d’abord en y sup¬ 
posant ^ = — ï, d en déduire les coefficiensqui se rapportentà l’exposant— |-f- 1 ouet 
de faire ensuite s = { dans les mêmes formules, qui donnent alors les valeurs cherchées(*). 

u Jusqu à présent, dit 1 auteur , nous n’avons mis aux formules des variations sécu- 
yt laires quune seule limitation; c’est que l’on puisse négliger les carrés et les produits 
n de plusieurs dimensions des excentricités et des inclinaisons. Cela supposé, nos équa- 
n tions sont entièrement rigoureuses ; et comme elles sont linéaires et ont tous leurs 
j» coefliciens constans, elles peuvent toujours être intégrées exactement par les méthodes 
« connues. Mais , dans le cas du système solaire, on peut les simplifier encore beau- 
d coup, en négligeant les termes où les masses des planètes montent au-dessus de la 
» première dimension.... Les équations qui donnent les valeurs de dM et , ou dx et dy , 

» servent alors à déterminer les variations séculaires des excentricités et des aphélies, 

r> comme les précédentes donnent celles des inclinaisons et des nœuds.L’analogie des 

n deux systèmes est telle, qu’après avoir trouvé les intégrales de celui-là on aura , sans 
v aucun autre calcul, celles de l’autre, en changeant seulement les lettres x, y en j, u 
» les crochets carrés en crochets ronds, etc. » 

Lagrange, après avoir développé cette théorie , fait voir l’accord des formules qu’il a 
trouvées avec celles qui résultent de l’intégration immédiate des équations du mouvement 
en coordonnées polaires. Pour cet effet, il désigne le rayon vecteur par r (i + |), la lon¬ 
gitude vraie par p -f- l’ordonnée z par r£, et obtient trois équations du second ordre L’intégration 
en |, tJ/ et £. Après les avoir intégrées dans le cas où les forces perturbatrices sont nulles , immédiatedon- 
ilsuppose en général, dans les deux premières, fc=Fcos ( p—at —<*), (p— at —*) t formuîrs"^^* 

en marquant d’un , de deux traits, etc., ce qui se rapporte aux autres planètes. Pour vé- lc ? varia ùuni 
rifier ces suppositions et déterminer en même temps les constantes arbitraires, il substitue stcu * air “* 
ces valeurs dans les équations relatives à $ et à 4'*, et après avoir égalé entre eux les 


la fonction p croisse en même temps de m«p ; ce qui donne évidemment l’équation 

<h 

’ dz 

r<IW d*B' _ 

dr ' dr- 


dp dp dp 

~JZ x JZ X ~ 7 I z etc< = d’où l’on tire dans le cas actuel 


dx dy * 

jdW _ iy .d* B' rfB' d*W . , 

r ~d? ~ “ r ^ = — a — — r et ams. de suite. 

(*) Il trouve par là en supposant 

l/r* __ a rri cos u -+■ r'»" = A + B cos u + etc., (r* — a/r' cos u -f- r'*) - ’ = ( r, d) +(r, d^cosu+etc . 


A = r { ,+ G)’^ + Gï)’^ + ' K }’ B=-ar {i?-M- «4 




a 5 
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ternies constans , et développé le 9 produits des sinus et cosinus, il égale à zéro, dans la 
première, la somme des coefliciens de cos (p — at — et ), dans la seconde celle des 
ccx^ficiens de sin(p— at — »), et retrouve par là, toutes réductions faites, les mêmes 
«quations de condition entre les coefficiens et les multiples qui avaient servi à les dé¬ 
terminer dans l’autre méthode. L’application du même procédé à l’équation en Ç, lui 
donne un semblable résultat. « Cette manière de résoudre le problème des variations 
r séculaires est, dit-il, plus courte et plus facile que celle que nous avons suivie -, mais 
31 d’un autre côté elle ne paraît pas tout-à-fait si lumineuse ni si directe; d’ailleurs elle 
si demande qu’on connaisse déjà la forme générale des intégrales ; et si on voulait cher- 
n cher directement cette forme , ainsi que nous l’avons fait dans le chapitre 4 des 
f> Recherches sur les satellites de Jupiter , on retomberait dans une analyse plus ou moins 
»» longue et compliquée, n 

Mémoire de Nous passons à la seconde partie de la théorie des variations séculaires, où Lagrange 
Formules cHT une a PP^ cat ' on détaillée de ses formules à chacune des planètes principales, en repré- 
rcntiellcsdcs va- sentant par les mêmes lettres, sans trait ou marquées d’un, deux, trois, quatre et cinq traits , 
reî* deVhacùie Ies <ï uantités *I ui se ra PP°rtent à Saturne , Jupiter , Mars, la Terre, Vénus et Mercure, 
îles planètes Les données astronomiques dont il a besoin sont, i°. les distances moyennes des pla- 
pnocipalc». n ètesau Soleil; 9 °. les rapports des masses des planètes à celle du Soleil; 3 °. les excen¬ 
tricités et les inclinaisons des orbites , ainsi que les lieux des aphélies et des nœuds, 
pour une époque donnée. Les données de la première et de la seconde espèce entrent 
dans les équations différentielles mêmes, et sont par conséquent la base de tout le calcul ; 
les autres ne sont nécessaires que pour déterminer les constantes arbitraires des inté- 
tégrale 9 , et ce n’est qu’après l’intégration qu’on en a besoin. L’auteur prend, dans le» 
Tables de Halley, le 9 premières et les dernières , qui sont les seules sur l’exactitude 
desquelles on puisse compter jusqu’à un certain point; et quant aux masses des pla¬ 
nètes , il entre dans une discussion étendue sur leurs valeurs , dans le but de déterminer de 
nouveau celles qui sont connues d’après les élémens qui paraissent les plus sûrs, et d’en 
conclure les autres par analogie. 

u On sait, dit-il, par les théorèmes de Newton , que la force attractive absolue d’un 
v corps autour duquel un autre corps décrit une ellipse quelconque, est en raison 
» directe du cube de la distance moyenne et inverse du carré du temps périodique , 
n et cette proposition est vraie aussi lorsqu’on a égard aux variations séculaires des 
» élémens. Or, les forces attractives absolues étant proportionnelles aux masses ou 
* quantités de matière, on tire facilement de là l’expression du rapport de la masse P 
n d’une planète principale à celle du Soleil S , et celle de la densité D de la pla¬ 
ît nète (*). n Ces formules lui montrent que les densités de la Terre, de Jupiter et de 


(*) En effet, soit r la distance moyenne de la planète au Soleil et t son temps périodique; soit, de 
plus, f la distance moyenne d’un satellite de la meme planète à celle-ci, et 6 son temps périodique, on aur* 

s =S- ~ s-oycr)' 

« puisque les volâmes des sphères sont comme les cubes des rayons, en nommant d le demi-diamètre de la 
planète: d‘ sera proportionnel au volume de la planète P, et D sera proportionnelle à g7‘ 


JDans le ças oh P « t I a Terre, U fait f - — 


, et tire de là , T" = jfâwi * C “ f “ i,ant S = 
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Saturne sont comme les nombres i, 0,20155 et 0,11215 ; et comme ces nombres sont à 

peu près en raison inverse des distances moyennes ( la différence étant moindre qu’un 
vingtième de la densité pour Jupiter, et étant environ d’un quinzième pour Saturne ), il 
regarde cette loi comme la plus plausible , tant par sa simplicité que par son accord avec 
les densités connues, et il l’adopte aussi pour Mars , Ténus et Mercure, ce qui, avec les 
diamètres observés, lui donne les masses de ces planètes exprimées en parties de celles 
du Soleil. Mais comme dans les équations différentielles , dont ces quantités doivent êtrç 
les coefliciens, la variable t est 1 angle du mouvement moyen de la Terre autour du 
Soleil, et qu il est plus commode d exprimer le temps en années Juliennes de 365 jours 
6 heures, il change t en ut, ce qui revient à multiplier les masses par l'angle et, que la Terre 
ou le Soleil parcourt, relativement aux étoiles fixes, dans une année Julienne; et connue 
ces valeurs pourraient encore avoir besoin de quelque correction, il les multiplie aussi 
par des coefliciens indéterminés m, m f , etc., et obtient ensuite les valeurs numérique# 
de tous les coefliciens marqués par des crochets, qui entrent dans les vingt-quatre équa,- 
tions linéaires du premier ordre que l’on a dans Je cas dont il s’agit ; équations séparées 
en deux systèmes indépendans, dont l’un donne les variations des aphélies et des 
excentricités des six planètes, et l’autre celles de leurs nœuds et de leurs inclinaisons. 
11 fait voir ensuite comment ces formules, où l’on suppose les orbites rapportées à une 
écliptique fixe, peuvent servir à déterminer directement, selon l’usage des astronomes, 
la position de ces orbites par rapport au vrai plan de l’écliptique, au moyen des rela¬ 
tions (a) et (ù) auxquelles nous sommes parvenus page 100. 

Les formules précédentes donnent immédiatement les valeurs des variations annuelles 
des élémens, puisque ces variations étant très petites, il est permis de les supposer égales 
aux rapports de leurs différentielles à celle du temps ; on peut même regarder ces varia¬ 
tions comme constantes pendant un ou deux siècles. Lagrange les détermine pour le 
commencement du 18 e siècle, en exécutant en entier les calculs laborieux qui se rap¬ 
portent à cette application ; il fait ensuite m = \ +/u, m'= etc. ; et, comparant 

les valeurs qu’il vient d’obtenir par la théorie avec celles qui résultent des observation# 
bien discutées, il en conclut les petites corrections /u, ft, etc., qu’il faut faire aux masses 
pour que les valeurs s’accordent entre elles. Il propose cependant de s’en rapporter uni¬ 
quement à celles que donne la théorie, d’après les valeurs les plus probables des masses, 
à l’égard des raouvemens des aphélies et des nœuds, sur lesquels les observations laissent 
encore trop d’incertitude. 

L’auteur passe ensuite à l’intégration complète des équations différentielles qui ren¬ 
ferment la loi des variations séculaires , afin de déterminer la période de ces variations 
leurs limites et la valeur des élémens au bout d’un temps quelconque. Il commence 
par se livrer, sur la forme des intégrales et la nature des variations qui en résultent 
à quelques considérations générales qu’il avait déjà en partie présentées dans son Mémoire 
de 1774) et q u i1 étend en outre aux variations de l’aphélie et de l’excentricité. Il 
s’occupe ensuite de 1 intégration des huit équations relatives à Saturne et à Jupiter 

il obtient de meme T' = T= et conclut de la loi des densités, 

T" ——I , T'? s= 1 T» — I 

ibjdoSa 378:77 ’ aoa58io’ 
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et il constate par là, quelesplus grandes et les plus petites excentricités et inclinaisons delà 
première, répondent aux plus petites et aux plus grandes de la seconde • que ces élémens 
demeurent toujours très petits, et que leurs variations ne consistent que dans des especes 
d’oscillations. 11 fait voir aussi que les coefficiens de t t sous les signes de sinus et de co¬ 
sinus, sont nécessairement toujours réels, quelques valeurs qu’on donne aux masses de ces 
deux planètes , puisqu’en augmentant ou diminuant ces masses, on ne fait qu augmenter 
ou diminuer proportionnellement les coefficiens, sans en changer les signes. Il en conclut 
que le système de Saturne et de Jupiter, en tant qu’on le regarde comme indépendant 
des autres corps, est de lui-même dans un état stable et permanent. 

Lagrange considère ensuite , comme il l’avait fait en 1774 > l’action mutuelle et simul¬ 
tanée de Mars, la Terre, Yénus et Mercure, qui, à cause de l’éloignement des deux 
autres planètes, lui paraissent constituer aussi un groupe à part. L’intégration des huit 
équations de chaque système le conduit à une autre équation du quatrième degre , pour 
déterminer le multiple c ; équation qu’il réduit au troisième degré , après avoir fait dis¬ 
paraître son second terme , et qu’il résout ensuite par les tables trigonometriques, en la 
ramenant à la trisection de l’angle, ce qui permet de pousser l’approximation aussi loin 
qu’on veut. Il voit par là que les racines de cette équation sont toutes réelles , et que les 


expressions des variables ne , 

„ Qne nous venons de trouver, dit-il page n 65 , dépendent des valeurs supposées aux 
„ masses des planètes, on pourrait douter si en changeant ces valeurs on ne tombe- 
„ rait pas dans des racines égales ou imaginaires. Il est vrai que dans le cas présent, 
„ les racines trouvées sont trop différentes entre elles pour qu’un petit changement 
„ dans les masses puisse produire cet effet; mais, pour lever tout-à-fait ce doute , il 
* faudrait pouvoir démontrer que, quelles que soient les valeurs des masses , pourvu 
r seulement quelles soient positives , les racines de l’équation dont il s agit sont toujours 
„ nécessairement réelles et inégales, et il ne paraît pas impossible de parvenir, par 
r quelqu’artifice particulier, à résoudre cette question d’une manière generale, n JNous 
verrons bientôt M. Laplace réaliser cette conjecture avec un grand succès. Lagrange 
aîoute que quoiqu’on puisse avoir des expressions générales et directes des quatre 
é émeus il serait fort difficile, peut-être même impossible, de déterminer exactement 
leurs valeurs moyennes, leurs maxima et min,ma et les périodes de leurs variations, 
comme il l'a fait pour Saturne et Jupiter; mais que l'on peut du moins relèvement 
aine excentricités et aux inclinaisons, fixer des limites au-delà desquelles .1 sera ,mpos. 
sible qu’elles puissent croître , et qui sont données par la somme des coefficiens de tous 
les sinus ou cosinus, pris chacun positivement. La petitesse de ces valeurs extremes justifie 
la supposition d’où l’on est parti sur ces élémens , pour simplifier les équations, et 
permet sous ce rapport, de prononcer que la constitution du système solaire est inal¬ 
térable.' L’auteur s’attache particulièrement à la détermination du déplacement de 
l’écliptique, et il prouve que la longueur de l’année ne peut varier par 1 effet u mou¬ 
vement des équinoxes en longitude, que d’une quantité moindre que 3 ' 4 © • 

Mémoire .le Après avoir très rapidement passé en revue les deux Mémoires précédées, dont le 
premier a 78 et le second 15 4 pages, nous arrivons à celui de 178s, qui, nayan 
Siir^'que 3 o pages, est peut-être, sous le rapport analytique, le plus intéressant de tous, 
diqucs des élè- comme contenant le premier et l’unique essai qu’on ait encore fait dans a t eone s 


sauraient contenir d’arcs de cercles, u Comme les racines 


xi que nous venons 
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planètes, pour calculer les variations périodiques de chaque élément en particulier. 
î> Plusieurs géomètres, dit-il, se sont déjà occupés de cette classe d’inégalités; mais 
Y) leurs travaux se trouvent épars dans divers ouvrages, et les résultats de ces travaux 
„ dépendent de méthodes et de données différentes ; d’ailleurs on n’y a point tenu compte 
» de l’effet des variations séculaires, et quoique cet effet ne puisse être que très petit, 

„ ] a r ig U eur ne permet pas de le négliger, sans avoir auparavant démontré qu’il n’en sau- 
» rait résulter que des altérations insensibles dans le mouvement des planètes. 

„ L’analyse par laquelle nous avons déterminé les variations séculaires, donne aussi 
„ directement les variations périodiques ; car nous avons commencé par réduire tout l’effet 
„ des perturbations à la variation des élémens des orbites ; nous avons ensuite séparé ce 
y) qui, dans ces variations, n’était que périodique, de ce qui était indépendant des lieux des 
» planètes. Il ne s’agit donc que d’avoir égard à la partie périodique des variations de 
„ ces mêmes élémens, et de tenir compte des termes négligés dans le premier calcul, 

* pour avoir leurs variations totales dues à l’attraclion mutuelle des planètes; et en 
a employant les élémens corrigés par ces variations, on pourra calculer, pour chaque 
a instant, les lieux des planètes par les règles ordinaires. 

« A la vérité, comme les variations périodiques demeurent toujours très petites , et 
a n’ont pour ainsi dire qu’un effet passager et alternatif, il est peu important pour 1 As- 
r> tronomie de connaître en particulier les altérations qui en résultent dans chacun des 

élémens des orbites, et il suffit d’avoir l’effet total de ces variations sur les lieux des 
a planètes,... Mais après avoir déterminé par nos formules générales la partie périodique 
a des variations des élémens , rien ne sera plus facile que d en conclure les inégalités 
a du rayon vecteur de la longitude et de la latitude. 11 est vrai qu’on peut calculer ces 
a inégalités d’une manière"plus simple , en les déduisant immédiatement des équations 
a différentielles de l’orbite; mais cette méthode a, d’un autre côté, l’inconvénient de 
a ne donner les variations séculaires qu’inçiirectement et par des réductions particu- 
r> lières ; et ne doit-il pas être plus satisfaisant de trouver toutes les inégalités du 
a mouvement des planètes par une même analyse, et par des procédés directs et uni- 
a formes ? r» 

Lagrange commence par faire un changement dans la manière dont il a déterminé ^Variation 
l’anomalie vraie q par la moyenne p dans l’ellipse variable, afin de rendre les formules 1 q 
plus simples et plus exactes, sans que cela influe d ailleurs en rien sur les résultats 
trouvés pour les équations séculaires. Pour cet effet, il laisse le premier membre de 
l’intégrale, qui est une fonction de q , composée de plusieurs termes multipliés par des 
coefliciens qui sont des fonctions des élémens, sous la forme qu’il aurait si ces élémens 
étaient constans; et il applique à la valeur de p, qui constitue le second membre, les 
corrections résultant de la variabilité des mêmes élémens. Il désigne par 2 la somme 
de ces corrections (* ); 2 devient alors la variation du mouvement moyen due aux forces 
perturbatrices : variation indépendante du grand axe de l’ellipse, et qu’on pourra rap¬ 
porter à l’époque du moyen mouvement, laquelle, dans les orbites invariables, contient 
la sixième constante arbitraire des intégrales, et par conséquent le sixième élément du 

(*) Ainsi, a» lieu de faire usage de l’équation q — ( C) cos q + (>) sin q — etc. = p , où (f)', 
ly), etc. sont variables, il emploie celle-ci: q — Ceo» q + y smq — etc. = p -f 2 , en regardant 
f, y, etc. comme étant constans dans le premier membre, et en. supposant (fi =— cos qdÇ- j-sin qdy— eto. 
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mouvement elliptique. Pour avoir la formule de cette variation, l’auteur substitue dans 
l’expression de dl, les valeurs des variables qui y entrent et qu’il avait déterminées 
dans son premier Mémoire, de manière à la réduire à une suite de différentielles par¬ 
tielles de Cl par rapport à r , q , etc., multipliées par ces mêmes élémens et par les 
lettres M, N , etc., en se bornant à leurs premières dimensions (*). Il désigne par p, la 
valeur moyenne de l’angle p -f- 2, c’est-à-dire la partie indépendante des sinus et cosinus 
et proportionnelle au temps ; par r, le demi-grand axe de l’ellipse invariable dans lequel 
le moyen mouvement serait p,; et, reprenant les valeurs de q et r en fonction de p 
et des sin. et cos. de p, pour les substituer dans la valeur de </2 , il remplace, dans les 
termes dus aux forces perturbatrices, p + 2 par p y , et le demi-grand axe par r/, ce qui 
revient à négliger le carré de ces forces. Il remarque alors que si l’on réduit en série les 
radicaux qui entrent dans l’expression de Cl, qu’on la substitue ensuite dans c?2, et qu’on 
intègre, on n’aura jamais, en fait de quantités non périodiques, que des termes qui, 
étant joints à un terme semblable provenant de la valeur de p, se réduiront au terme 
unique p ,, et cela tant qu’on n’a égard qu’aux premières dimensions des excentricités et 
des inclinaisons. L’auteur néglige, dans l’expression de d 2 . , les termes dus aux excen¬ 
tricités ; il substitue dans ceux en cos (p y —p/) , cos (p, — p/)# etc. > au beu de dp, son 
expression en fonction de dp, — dp,' , ou de dp t — dp" , etc., donnée par le rapport 
des moyens mouvemens ; et l’équation lui donne alors, en l’intégrant., la valeur cherchée 
de 2. Il observe que si l’on voulait aussi tenir compte des excentricités , il faudrait subs¬ 
tituer les valeurs de x,y, x\ etc., déterminées dans la théorie des variations séculaires, ce 
qui ne donnerait que des termes en sinus et cosinus d’angles proportionnels à t ou p, et par 
conséquent tous intégrables ; mais que, pour simplifier le calcul, on pourrait regarder les 
quantités x, y, etc. comme constantes, puisque leurs différentielles étant du premier ordre 
des forces perturbatrices, se trouveraient aussi multipliées par Û, qui est du même ordre. 
Il fait voir qu’à cause de la petitesse des termes dont il s’agit, il suffirait d’avoir égard à 
ceux qui, contenant des sin. ou cos. d’angles dont la variation est très petite vis-à-via 
celle de l’angle p y , peuvent augmenter beaucoup par l’intégration, à cause du carré du 
multiple qu’ils acquièrent en diviseur ; et que ce n’est que par les rapports connus des 
moyens mouvemens des planètes, quon peut juger, dans chaque cas, de la valeur du 
rapport des variations. 

Grand axe et Lagrange considère ensuite les variations périodiques du demi-grand axe r, qui sont 
moyen mouve- exprimées en fonction de la différentielle partielle de û, relativement aux seules va¬ 
riables de la planète troublée. 11 développe son expression , qui devient rigoureusement 
intégrable quand on néglige les excentricités , puisqu’elle se réduit alors à la différentielle 
de Cl par rapport à p , seulement ; il développe son intégrale en série suivant les cosinus 
de p, — p/, p, — p/, etc. ; et comme la troisième loi de Kepler établit un rapport entre 
les grands axes et les moyens mouvemens , il obtient à la fois les expressions des quan- 
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tités p et t, qui expriment la partie périodique des variations du grand axe et du moyen 
mouvement (*). 

Il passe de là à la recherche de celles des excentricité» et des aphélies , et reprend, pour 
cet effet les formules qui donnent les variations des quantités M et N ou x et y. Si on 
y substitue la valeur de 12 en série, de même que celles de q et de r, en fonction de p / 
et de r , et qu’on développe les divers produits de sinus et de cosinus, on aura des 
termes proportionnels à si np / et cos p /} lesquels, étant ensuite multipliés par sinp, 
et cos p,, donneront dans les valeurs de dx et dy des termes sans sinus ni cosinus *, ce 
sont ceux auxquels on s’est borné dans la théorie des variations séculaires. Maintenant 
il faut aussi tenir compte des autres termes qui restent affectés des sinus ou cosinus des 
multiples de p ,, p', etc. ; leur introduction ne change pas la nature des équations qui 
déterminent x et y, et y fait naître seulement des seconds membres composés de 
termes tous périodiques, que l’auteur désigne par (X) et (Y), u Comme dans les pre- 
r> miers membres de ces équations, dit-il, les variables sont linéaires, et que les seconds 
r» membres peuvent être regardés comme des fondions connues de la variable f, l’inté- 
v gration est toujours possible par les méthodes connues. Dans la théorie précédente , 
v nous avons donné les intégrales complètes pour le cas où les seconds membres seraient 
d nuis ; et ces mêmes intégrales, en y faisant varier les constantes arbitraires, donne- 
n ront celles des équations dont il s’agit (*♦). n Lagrange suppose ensuite qu’on fasse 
abstraction des excentricités, et intègre alors sans difficulté les équations qui donnent les 
parties périodiques des valeurs de x et de^\ Il ne lui reste plus maintenant qu’à déterminer 
les inégalités des nœuds et des inclinaisons, au moyen des valeurs de ds et du , qui sont 
données en fonctions de P, Q, R, et de leurs différentielles dont on a déjà les expressions 
générales. Il commence par réduire les équations qui donnent ds et du, à une forme 


(♦) En effet, soient toujonrs p, et r, les parties constantes de p et de r, l'équation d~~ 2 (dSX) donne 

1 — 1 — a f (dSl) ; et de là en faisant r =r, -h h et en négligeant ^*, f = — ar,*/ ( dSï ). 

On a alors dp = ^ ^ » et cn int<? g rant > P — P, - ffdt = p,~h *rjdp t f(dti) i d’où 

r* r,* a r,* a r/ 3 

Ton tire, en faisant p +1 = p t + ir, tc =2 + 3 rj dp y f(dSi), et il faudra ; que dans cette expression il n'entre 
aucun terme proportionnel à p,. 

dit, —dp f dp, — dp." 

Si l’on sappose ensuite dp, — ■ ■ n -— etc - > on aura 

T' r r cos (r, — P/) _i_N , 

V r ,‘ x —*r/, cos (pj—p; ) + /y etc ‘ x * 

% étant une constante arbitraire qu’on déterminera en égalant h zéro la somme des coefficiens de p, dan9 la 
valeur de it. 

(*♦) Ces équations étant 

- [(o,i ) + etc .]y 4 » [ o,i JS + etc. CM + etc.] x - [ o,i ] *' - etc. = L*> 

Soient f et 4 les parties périodiques de x et de y , on aura, cn se bornant à ces parties, et en négligeant les 
carrés des forces perturbatrices, Jj; = p > d’où l’on tire | = / ( X ) dp y , 4 r= f (y) dp t . 




valeurs qui se réduisent à la firme f = S sin p, — '¥cosp„ 4 = E cos p + Ÿ sin p n en désignant par Ÿ et S 
des suites de sin. et de cos. des multiples dep,—p/, p, — p,", etc. 
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plus simple et plus générale, à quelques égards ; il y fait ensuite les mêmes substitutions 
que dans le cas précédent, en négligeant les quantités du second ordre, et en dévelop¬ 
pant les produits des sinus et epsinus (*) ; et comme l’analyse dont il fait usage est 
indépendante de la condition r/R = o , qu’il avait employée d’abord, il s’ensuit que les 
équations dont il s’agit auraient également lieu quand même le grand axe de l’orbite 
serait sujet à des variations séculaires ; et qu’ainsi la théorie des nœuds et des inclinaisons 
des orbites planétaires subsiste indépendamment de l’inaltérabilité des distances moyennes. 
Les expressions des variations périodiques auxquelles il parvient, ont une forme tout-à- 
fait analogue à celle des formules qui se rapportent aux deux élémens précédens , si ce 
n’est qu’elles sont nulles lorsqu’on fait abstraction, dans l’elfet des forces perturbatrices, 
des inclinaisons des orbites. Connaissant la longitude du nœud «, dans le plan de pro¬ 
jection, sa longitude dans l’orbite sera donnée par la formule/cos idm , i étant l’angle 
d’inclinaison ; car il est évident que tandis que le nœud avance de l’angle du dans 
le plan de projection, il n’avance dans le plan de l’orbite que de l’angle cosidu , qui est 
le côté adjacent à l’angle i, dans le triangle rectangle dont du est l’hypothénuse. 

5 Lagrange indique enfin comment, lorsqu’on connaît les altérations que les élémens 
doivent subir par l’elfet des variations périodiques, on peut déterminer celles qui en 
résultent dans la distance accourcie r, la longitude vraie q , et la tangente / de la lati¬ 
tude , en substituant dans leurs expressions, calculées pour une ellipse invariable, les 
valeurs des élémens augmentées des corrections dues aux forces perturbatrices (**); et 
il exécute ces opérations dans le cas où l’on néglige les excentricités et les inclinaisons 
des orbites, ce qui rend nulle la correction de la latitude. 

; Avant de passer à l’application que Lagrange a faite de toutes ces formules à chaque 
, planète, nous devons dire un mot du Mémoire sur les variations séculaires des moyens 
r mouvemens des planètes , qui se trouve à la suite du précédent, et dans lequel l’auteur 
reprend la recherche de l’expre&ion de dz , en faisant d’abord abstraction de l’inclinaison 
de l’orbite, et en poussant le calcul jusqu’aux secondes dimensions de M, N, M', N' ou 
X,y, 3 d,y'. Il repréaente par r {\-\-u},p-\-Ç, / ( 1 p' -f- C- les valeurs des 

rayons vecteurs p , f et des longitudes vraies q , q' des planètes troublée et troublante • 
il change alors dans fi, p, f en r, r \ q, q' en p, p, et y fait croître ensuite r de ru * 
r' de du, p de £, p de en poussant la série de Taylor jusqu’aux secondes dimen- 

( * ) Soit Z = T' Çd. — [( u — u)/ — (4 — etc. j on aura ds= Zy ~ , </u = Zx ~ j 

si l’on désigné par (S) et (Y) les termes en sinus et cosinus de la valeur de r/Z sin p,,r * Z cos p t , les équa¬ 


tions deviendront j+(o,i)(ii-u')+ etc. =c ^ - ( 0 , t) (s — 4') — etc. = , et se réduiront 

r * r’ 

à x — S) dp fl v =/(V) dp ,, en représentant par r et v les parties périodiques des valeurs de s et deu. 

(**) En effet, «oient toujours p,£, 4> « et tr les corrections des éle'mens r /} x,,y, t s,, u,, et de la 

longitude moyenne p,\ celles de la longitude, du rayon vecteur et de la tangente de la latitude seront, en 
négligeant les carres de p, £, etc., 

dq , dq àq dq dq dr dr . , dl 

-r-*+ -r-Ç + T L ’4+*T i *■•+■ i~ u ) -7— » + —f + t te., T—*4- etc. ; 

dp, dx,* dy, T ds, du, dp, dx, dp, * 

et les deux premières se re'duisent , quand on néglige les excentricités et les inclinaisons, à 

4- af cosp, — a4 *»n p, = x — aŸ, et h p -f- r, (f sin p,4-4 cos/»,) — P 4- r, S, 


(V) 

>' )— etc. = f et se re’duiront 


CHAPITRE CINQUIÈME. aoi 

«ions d e u, Ç, u, C. Il tire de là les valeurs des différentielles partielles de £2 , par rap¬ 
port à p et à q, transformées de la meme manière, et lès substitue dans dz } en ne con¬ 
servant , parmi leurs multiplicateurs, que les termes de la forme de ceux qui entrent dans 
les expressions de ces différentielles , lorsqu’on y développe la fraction irrationnelle ; il 
obtient par là une expression qui ne contient plus de sinus et de cosinus des multiples 
de p , p' t etc., mais qui est affectée des carrés et des produits de x, y , cc^y' (*).' Lors¬ 
qu’on y met pour ces variables leurs valeurs A sin (at -j- «) -}- B sin (£î + £) -f- etc. . 
A cos (a£ + *) -f- etc., données par la théorie des variations séculaires, et contenant 
autant de termes qu il y a de planètes qui agissent les unes sur les autres, cette formule 
donne pour Z une valeur composée de deux sortes de termes : les uns sont proportionnels 
à p, et se confondent avec le moyen mouvement; les autres, proportionnels aux sinus 
des angles (a — b) f-f-*— S, (a — — y , etc., ont des coefiiciens beaucoup plus 

grands que ceux des cosinus correspondans dans l’équation différentielle, parce que l’in¬ 
tégration les a augmentés dans la raison de a — b, a—c , etc. à 1. Ces termes donnent 
donc de véritables équations séculaires dans le mouvement inoyen de la planète, et 
il ne s’agit plus que de voir si elles sont assez sensibles pour être appréciées par les ob¬ 
servations. 


L’auteur examine aussi ce qui peut résulter de l’inclinaison mutuelle des orbites, et 
sur-tout de la variation de cette inclinaison, en considérant immédiatement l’orbite réelle 
de ia planète, et en cherchant la variation du mouvement moyen d’après celles des 
élémens de cette orbite. Il indique à cette occasion une nouvelle méthode pour déter¬ 
miner les variations de ces élémens, et ne trouve qu’un seul terme, provenant de l’incli¬ 
naison, à ajouter à la valeur de dz déjà déterminée. Il applique ensuite cette formule à la a « c t 3e sec- 

recherche de la variation du mouvement moyen de Saturne produite par l’action de l ! ons - A PP lica - 
i' . j ^ , . , , . , tion h Saturne 

Jupiter, et trouve par la un terme donnant une équation séculaire dont la période est et Jupiter. 

de 70414 ans , mais dont la quantité est presqu’insensible ; il en est de même de celle 
de Jupiter produite par l’action de Saturne ; et quoique , par une erreur de calcul numé¬ 
rique assez singulière, sur laquelle nous reviendrons peut-être par la suite, Lagrange 
ait trouvé ces quantités bien plus petites quelles ne le sont en èffet, les inégalités qui 
en résultent seront fort long-temps inappréciables par les observations. 

Il ne nous reste plus à parler que de la seconde partie de la théorie des variations pé- Mémoire de 

riodiques, qui date de l’année même où M. Laplace publia sa Théorie du mouvement el- *' 8 ^ f a!r,,ltîcs 
j- - , j 71 , , ti r . variations peno- 

hptique et delà figure des planètes , et dans laquelle Lagrange traduit ses formules en dîques de oha- 

nombres pour chacune des planètes principales, u Un défaut commun à toutes les mé- H “ e P !anite - 
d thodes déjà suivies, dit-il, est de donner, des la seconde approximation, une expression, 
n inexacte du rayon vecteur, en y introduisant des termes proportionnels au temps , qui 
» ne doivent point s y trouver sous cette forme ; et parmi les différens moyens qu’on a 
il employés pour se debarrasser de ces sortes de termes , et les faire servir à la détermi— 

» nation des variations séculaires, les uns sont ou trop compliqués ou trop indirects , et 


^ = ) + (»)(*' 


-hr'*)+(3)(«:'+ry). 


(*) Celte équation t 

„ v ar’d[r,r'] _ w H[r/1 , 7^/* [r,/l . rU’O.i'H 

«supposant (o)=-!•-3- » (*)- 1 [ —+-pr~ + —^5— J , etc. ; 

les symboles [ r, r' ], etc. e'tant les coeffieicns du développement de l’inverse de la distance mutuelle. 

Le teimeprovenant de l'inclinaison est de la forme -f (4) [(s — s ')» •+■ (u — V )»]. 
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Recherches de 
M. Laplace sur 
les inégalités sé¬ 
culaires ( Mém. 
dt Par., 1784*) 


aoa SECONDE PARTIE. THÉORIES DES PLANÈTES, 

les autres ne sontpa9 assez rigoureux.... Nous commencerons par calculer, à l’aide des 
r> formules qui donnent les corrections delà longitude et du rayon vecteur, les variations 
ji périodiques qui dépendent uniquement de la distance ou commutation des planètes 
r> entre elles, et qui auraient lieu également si leurs orbites étaient sans excentricité et 
r sans inclinaison. Nous pourrons meme négliger entièrement les corrections du rayon 
31 vecteur, comme inutiles pour les applications astronomiques, tant à cause de leur 
y* petitesse, que parce que les observations immédiates des longitudes sont les seules dont 
v on fasse usage, et sur lesquelles on puisse compter. Nous passerons ensuite à la déter- 
» mination des autres variations qui dépendent tout-à-la-fois des distances des planètes et 
31 de leurs excentricités et inclinaisons..... v L’auteur n’a exécuté que la première partie 
de ces calculs. Chacune des six sections qui composent son Mémoire est consacrée à la. 
détermination des variations périodiques de l’une des six planètes principales, depuis 
Saturne jusqu’à Mercure, dépendantes de ses distances héliocentriques aux autres pla¬ 
nètes ; et Lagrange y calcule les termes qui sont affectés des cosinus des huit premiers 
multiples de ces distances. 

Ce travail, utile pour l’Astronomie pratique, est intéressant aussi pour la théorie , soit 
parce qu’il fait voir la convergence des séries qui expriment les inégalités, soit par la com¬ 
paraison que l’auteur y donne de ses résultats avec ceux obtenus par les autres géomètres, 
dans leurs recherches sur le même sujet. Ainsi Lagrange vérifie que les calculs d’Euler, 
Clairaut et Lalande, sur les théories de la Terre et de Mars, s’accordent assez bien avec les 
siens, lorsqu’on les corrige de l’erreur commise par les premiers dans l’évaluation de la 
parallaxe du Soleil. Il obtient un terme sensible, de plus que Lalande, dans la formule 
qui exprime l’action de Mars sur Yénus. Il trouve ± 33" pour le maximum de la cor¬ 
rection de la longitude de Saturne , qui provient de l’action de Jupiter, tandis qn’Euler 
trouvait pour le coefficient de cette inégalité , 4" dans sa première pièce, et — 12" dans 
la seconde. Il obtient un plus grand accord pour les inégalités du mouvement de Jupiter, 
en ayant égard à la différence de la valeur de la masse de Saturne, et il calcule les 
inégalités qui en résultent dans les éclipses des satellites de Jupiter; enfin, quant à 
Mercure, il trouve les corrections trop petites pour qu’on pût y avoir égard dans l’état 
d’imperfection où étaient encore les tables de cette planète. 


CHAPITRE YI. 

Travaux remarquables sur la Théorie des Planètes, qui datent des dernières 
années du 18 e siècle. 

^.vant de nou3 occuper de la grande découverte qui fait le sujet principal de ce 
chapitre, nous devons dire un mot de la méthode ingénieuse et indépendante de toute 
hypothèse, par laquelle M. Laplace est parvenu, dans les Mém. de Paris, pour 1784, a 
établir d’une manière générale , qu’en vertu de l’action mutuelle des planètes, les excen¬ 
tricités et les inclinaisons de leurs orbites sont toujours peu considérables. 

Il reprend, pour cet effet, le principe du chevalier d’Arcy; il l’applique aux aire» 




CHAPITRE SIXIÈME. ao3 

décrites sur les trois plans coordonnées par les projections des rayons vecteurs de chaque Relations en- 
planète , et en conclut trois équations auxquelles leurs élémens doivent satisfaire après J™ jjjjj 0 * 
un temps quelconque (*); les deux dernières lui donnent, en se bornant au second <jucleurs vaiia- 
ordre, deux relations très simples entre les variables dont nous avons vu l’introduction petites? 111 Uc$ ” 
dans l’intégration des équations séculaires relatives aux nœuds et aux inclinaisons. La 
première équation est la même que celle que l’auteur avait déjà obtenue en 1773 ; il la 
développe en négligeant les quatrièmes dimensions des excentricités et des inclinaisons-, ' 
et comme les moyennes distances des planètes au Soleil n’éprouvent, par leur action 
mutuelle , aucune variation séculaire, la partie où ces distances entrent seules reste 
constante, et peut être comprise dans le second membre de l’équation. Les autres termes 
forment deux groupes distincts, l’un contenant les carrés des excentricités, l’autre les 
carrés des inclinaisons ; et comme ces variables sont données par des équations indé¬ 
pendantes les unes des autres, en sorte que les formules qui déterminent les excentricités 
sont les mêmes que si les inclinaisons étaient milles, on voit que chaque groupe doit 
satisfaire séparément à l’équation dont il s’agit; ce qui fournit deux relations , l’une qui 
exprime que la somme des produits des carrés des excentricités de chaque plarfète, par sa 
masse etparla racine carrée de sa moyenne distance, est une quantité constante; l’autre, 
qui établit le même rapport pour les inclinaisons. Or, les planètes étant supposées cir¬ 
culer dans le même sens , tous les ternies des premiers membres de ces équations sont 
positifs , et par conséquent chacun d’eux est moindre que la constante des seconds 
membres. Il suffit donc qu’à une époque quelconque les excentricités et les inclinaisons 
se soient trouvées très petites , et que leurs valeurs , à cette époque, aient servi à 


(*) En effet, soient a et ae le demi-grand axe et l’excentricité de l’orbite d’une planète dont la masse est 
m , 9 la tangente de son inclinaison b au plan des xy , I l’angle de la ligne des noeuds avec l’axe des jr • 
«nfïu désignons par b, b', b" les angles du plan de l'orbite avec les trois plans des coordonnées, nous au- 

ct la considération des deux triangles aax , aa'y de la figure 16, donnera aussi 


rous cos 4 = 


I/i + fl 

cos h' — sin b cos I == 


fl cos I .... fl sin I 

— 1 cos b =3 sin b sin 1 = —-- 

l/i + •* 


Si l’on représente par les mêmes lettres, accentuées, les variables relatives aux autres planètes, et que l’on 
fasse 0 sin I = p, 6 cos 1 = <7, etc., le principe des aires rapporte page i 63 , fournira les trois équations 


■vH 




-h fl* 


= c - »» V e,c -= c '- 
mp V v 7 ^+"'/’Vi^ + * c -= c '- 

Les deux dernières donnent, en négligeant pc*, />fl% qe\ etc., 

qrn^a ■+■ < l' m> V a> ■+* *l" m ' V a “ etc - = const *1 pm u -f- p’m! i/o' + p*/n" a " -+• etc. r= const. 

La première devient, en négligeant les e*, e’fl’.etc., 

m {/ü-t-m , ÿâ r +m"[/a"+ etc.— ïro'l/ô’V’M-fl'*)— — etc.ssC, 

et se décompose en ces trois équations : ra^a-f- m' \/a'-h m" [/a" + etc. = const. 

e , m y/a 4 - e'*m' {/V+ e"*/n" -f- etc. = const., fl-raj/« + A'*m'l/ÔM-fl''*/»" [/7 4 . etc. ^ couse. 

( Voyez Mec. céleste , tome I, pages 3i 1 et 3t5. ) 
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déterminer ces constantes , pour qu’on en puisse conclure que chacun des termes des pre~ 
miers membres de ces équations restera toujours fort petit^ qu il ne pourra pas croître 
indéfiniment, et que par conséquent les orbites seront toujours à fort peu de chose près 
circulaires, et leurs plans peu inclinés à l’écliptique. 

M. Laplace se sert de ces relations pour démontrer généralement que les expression» 
des excentricités et des inclinaisons des orbites des planètes ne renferment ni arcs de 
cercle, ni exponentielles réelles. Pour y parvenir, il suppose , pour un moment, qu il 
«e trouvât des termes de ce genre dans les valeurs des excentricités •, il les substitue dan» 
la relation obtenue entre ces élémens ; cette équation devant avoir lieu , quel que soit le 
temps t , il est nécessaire que les coefficiens des exponentielles, et des puissances sem¬ 
blables de t, disparaissent d’eux-mêmes ; et cette considération lui sert à prouver que le» 
coefficiens de ces quantités, dans les valeurs supposées , doivent être nuis chacun sépa¬ 
rément (*), ou , ce qui revient au même, que ni les exponentielles, ni les arcs de cercle, 
ne se rencontrent dans les vraies valeurs des excentricités ; et il en est de même pour 
les inclinaisons, u Ainsi, dit l’auteur, en vertu de l’action mutuelle des planètes, leurs 
jy orbites s’aplatissent plus ou moins, mais en ne s’écartant que très peu de la forme circu- 
„ laire , et en conservant toujours les mêmes grands axes ; les positions respectives de leur» 
n plans et de leurs aphélies varient sans cesse, elles s’inclinent plus ou moins les unes 
„ aux autres, mais elles sont toujours renfermées dans une zone d’un petit nombre 
„ de degrés , et tout le système planétaire est contenu dans des limites invariables, n 
Annonce delà L’est dans le Mémoire qui contient ces recherches de M. Laplace, et qui renferme aussi 
vraie ^cause 'es ] a démonstration de deux théorèmes bien remarquables, relatifs aux premiers satellites de 
ETdTsüS Jupiter, que se trouve l’un des plus beaux titres de ce grand géomètre à l’admiration et a la 
et Jupiter. reconnaissance du monde savant-, je veux parler de la véritable explication des grandes iné¬ 
galités de Saturne et de Jupiter, qu’il donna à l’Académie des Sciences le 10 mai 1787 > 
à l’époque même où l’on commençait à désespérer de pouvoir jamais y parvenir par 1 at¬ 
traction Newtonienne.Voici comment il slénonce à ce sujet dans le Mémoire actuel, page 4 : 
v Une propriété générale de l’action des planètes entre elles, est que, si l’on n’a égard qu’aux 
» quantités qui ont de très longues périodes , la somme des masses de chaque planète „ 
* divisées respectivement par les grands axes de leurs orbites, reste toujours à très peu 


(♦) En effet soit 

e sin V = *f“ -f yt r 4- etc. 4- A, e cos V =ft/ u + V + etc. 4 -1 , etc. , 
on aura e* = (*’ +t*' )/*" + (•/* + #* ) t' r + etc. 4 •*» + /», e'> = («'* + etc. j 

valeurs qui étant substituées dans l’avant-dernière équation, la réduiront à 

{m m'ÿV+p'*)-j-e te. \/a (>*-f'*’)+>»' + •'* )+«tC.}t ,r 

4 - m V/« (A* 4-/*) 4- m' 4- /'*) 4 -etc. = const. 

Or, celle-ci se décompose d’ellc-mcme en trois autres, savoir : 

m y/a (*’ +/U* )“b m ' 4 , //*)4* etc. = °» m [/â ( >« 4- *') 4- nf i/o 7 ( >'* +♦'* ) + etc. = 0 , 

m l/a ( h* 4 - /») -h m' Va! (A' 1 +1'*) + etc. = 0 ; 

et comme m y/ü, »*' \Zâ\elc., sont des quantités positives, et que «, yu, y, a, etc., sont des quantités réelles, 
les deux premières équations ne peuvent subsister, à moins qu’on n’uit séparément * = O, — o * > ^ 0 ’ 
= 0 . ( V oyc* Mécanique céleste, tour. I, pag. 3o6.) 
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» près constante (*) ; d’où il suit que les carrés des moyens mouvemens étant réciproques 
» aux cubes de ces axes, si le mouvement de Saturne se rallentit par l’action de Jupiter, 
7) celui de Jupiter doit s’accélérer par l’action de Saturne, ce qui est conforme à ce qu’on 
« observe. On trouve de plus, en employant les valeurs des masses de ces planètes, 
rt données par M. de la Grange, que le retardement de Saturne doit être à l’accélération 
» de Jupiter, à très peu près comme 7 est à 3 ; ainsi, l’équation séculaire de Saturne étant 
» supposée de 9 0 16', celle de Jupiter doit être de 3 ° 58 ', ce qui ne diffère que de 9' du 
v> résultat de Ilalley. Il est donc fort probable que les variations observées dans les 
n mouvemens de Jupiter et de Saturne sont un effet de leur action mutuelle ; et puis- 
** qu il est constant que cette action ne peut y produire aucune inégalité, soit cons— 
r tamment croissante, soit périodique, mais d’une période très longue et indépendante de 

la situation de ces planètes , et qu elle n’y cause que des inégalités dépendantes de 
» leur configuration entre elles, il est naturel de penser qu’il existe, dans leur théorie, 
yt une inégalité considérable de ce genre , dont la période est fort longue, et d’où résultent 
y) ces variations. 

v En examinant les circonstances du mouvement de Jupiter et de Saturne, on aperçoit 
m aisément que leurs moyens mouvemens approchent beaucoup d’être commensurables, 
n et que cinq fois le moyen mouvement de Saturne est à très peu près égal à deux 
y» fois celui de Jupiter; d’où j’ai conclu que les termes qui, dans les équations différen- 
y> tielles du mouvement de ces planètes, ont pour argument cinq fois la longitude 
r> moyenne de Saturne moins deux fois celle de Jupiter, pouvaient devenir sensibles 
7> par les intégrations, quoique multipliés par les cubes et les produits de trois dirnen- 
>1 sions des excentricités et des inclinaisons des orbites. J’ai regardé conséquemment ces 
v inégalités comme une cause très vraisemblable des variations observées dans les mou- 
» vemens de Jupiter et de Saturne. La probabilité de cette cause et l’importance de cet 


(*) En effet, l'equation generale des forces vives, pour un système de planètes m, m', m", etc., qui tournent 
autour d’un corps central dont la masse est prise pour unité, se re'duit, lorsqu’on néglige les carrés et les 
produits des masses de Ces planètes, à 

dx* dr» -f- dz* , dxf* -+■ dy'* -f. dz ,% , / m ni > , _ 

m- -fc- -+ m'- dîT~~ -+ etc - e,C ’ )+f = °> 

f étant une constante arbitraire. 

Or , les équations du mouvement troublé de la planète m donnent aussi 

dx* -f- dy* -f- dz* _ 2(1 1 -f- m 

dï - r «- h +'> 

a étant le demi-grand axe de son orbite, 4 une fonction périodique de l’ordre des masses perturbatrices ; 
et l’on a des équations semblables pour chaque planète. Si l’on substitue pour les premiers membres leurs 
valeurs dans l’équation générale, elle donnera, en négligeant les quantités de l’ordre m * qui ne sont que pé¬ 
riodiques ou constantes, la relation —■ + -h -f. etc. f, qui se réduit dans le cas de deux planètes 

mn* -f- mV* ~f, en faisant —= n», = h'* } elle donne alors, en la différenciant par rapport à 

l’équation -j mn V/i + 5 m /l> 3 = 0 ’ < ^°‘ 1 ^ on fi™ » entre le* variations à longues périodes des moyens 

mouvemens, qui dépendent du premier ordre des masses perturbatrices, la relation 

t,i ss-<Tw. ( Voyez Mèc- céleste, tome I, page 33j. ) 

m' V V 
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» objet, m’ont déterminé à entreprendre le calcul long et pénible, nécessaire pour m’en 
» assurer. Le résultat de ce calcul a pleinement confirmé ma conjecture, et l’accord 
» entre mes formules et les observations m’a fourni une nouvelle preuve de l’admirable 
n théorie de la pesanteur universelle. ». 

Nouvelle théo- L’auteur poursuit en ces termes, dans les Mémoires de l’année de 1785, pag. 35 : « La 
de Saturne don- » plus considérable de toutes les inégalités de Saturne, dépend de cinq fois le moyen mou- 
” vement de Saturne moins deux fois celui de Jupiter - , sa période est d’environ 919 ans. 
Par., 1785» et sa valeur, qui diminue par des degrés insensibles, était, au milieu de ce siècle, 
et 1786, ) ^ 44". Le mouvement de Jupiter est soumis à une inégalité correspondante, dont 

» la période est exactement la même, mais dont la valeur, affectée d’un signe contraire , 
» est d’environ 20' 49”• On doit rapporter à ces deux grandes inégalités, jusqu’à pre- 
» sent inconnues, le ralentissement apparent de Saturne, et l’accélération apparente 
» de Jupiter. Ces phénomènes ont atteint leur maximum vers i56o : depuis cette 
« époque, les moyens mouvemens apparens des deux planètes se sont rapprochés 
y> sans cesse de leurs véritables moyens mouvemens. Voilà pourquoi, lorsque 1 on a 
„ comparé les observations modernes aux anciennes, le moyen mouvement de Saturne 
a paru plus lent, et celui de Jupiter plus rapide, que par la comparaison des obser- 
» vations modernes entre elles ; tandis que ces dernières ont indiqué une accélération 
» dans le mouvement de Saturne, et un ralentissement dans celui de Jupiter. Si l’As- 
,1 tronomie eût été renouvelée trois siècles plus tard, les observations auraient présenté 
» des phénomènes contraires. Les mouvemens que l’Astronomie d’un peuple assigne 
» à Jupiter et à Saturne peuvent donc nous éclairer sur le temps où elle a été 
» fondée. 

» La théorie de Saturne renferme encore une inégalité remarquable dont la valeur 
v est à peu près de io', et qui coïnciderait avec les inégalités du mouvement elliptique, 
y» si le double du moyen mouvement de Jupiter était parfaitement égal à cinq fois celui 
ji de Saturne. C’est d’elle que vient eu grande partie le dérangement observé par M. de 
ri la Lande, dans le mouvement de Saturne , et qui rend , depuis un siècle , son moyeu 
» mouvement, conclu des oppositions de cette planète vers 1 equinoxe du printemps, plus 
» rapide que celui qui résulte des oppositions observées vers l’équinoxe d’automne - , c’est 
» aussi à cela que tient le peu d’accord des variations de l’aphélie de Saturne avec la 
» théorie de ses inégalités séculaires. » 

Préambule et Le Mémoire qui contient le passage précédent, et dont la seconde partie se trouve 
ST dC “ dans le Recueil de XAcad, de Paris , pour 1786, comprend, outre le développement des 
calculs relatifs à la belle découverte de M. Laplace, la première théorie complète de 
Jupiter et de Saturne qui ait paru, la seule à laquelle on n’ait rien ajouté depuis, et 
dont les formules générales aient été appliquées dès-lors aux autres planètes. L’auteur 
y a fait usage de tous ses travaux précédens, en adoptant aussi quelques procédés de 
Lagrange : u Cet ouvrage, dit-il, est divisé en trois sections. J’expose dans la première, 
» une théorie analytique des inégalités périodiques et séculaires de J upiter et de Saturne, qui 
» naissent de leur action mutuelle. La seconde section a pour objet la théorie de Saturne, 
» la troisième la théorie de Jupiter ; on y trouve l’application, à ces deux planètes, des for- 
» mules analytiques de la première, la correction des élémensde leurs orbites, et la compa- 
» raison des résultats avec les observations anciennes et modernes. Je me suis sur-tout 
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» attaché à donner âmes résultats, une forme simple et commode pour le cal cul; et,comme 
y> je les ai vérifiés avec beaucoup de soin et par différentes méthodes, je crois pouvoir ré- 
» pondre de leur exactitude. Ce qui distingue principalement cette théorie de celles 
>1 qui l’ont précédée, est la considération des inégalités dépendantes des carrés et des 
r> puissances supérieures des excentricités et des inclinaisons des orbites, que j’ai cal- 

vt culées en poussant l’approximation jusqu’au quatrième ordre-Les méthodes ordi- 

v naires conduiraient, pour les déterminer, à des calculs d’une excessive longueur j 
v heureusement la même considération qui force de recourir à ces inégalités, simplifie 
v leur détermination, et j’expose une méthode facile et très approchée pour y parvenir. « 

Nous allons nous borner à donner une idée générale de ce beau travail, en entrant 
cependant dans quelques détails au sujet des inégalités à longue période. 

L’auteur, après avoir déduit des équations générales du mouvement de deux planètes , t i re section, 
les quatre intégrales premières, qui sont les seules qu’on puisse obtenir, et après en tfqîie dc»"^- 
avoir conclu, comme dans son Mémoire de 1784, les équations de condition qui en Jue^'de*deux 
résultent entre les élémens, transforme les coordonnées rectangulaires en polaires, en planète*, 
désignant, comme dans son Mémoire de 1773, par m'J'r, les accroissemens du 

rayon vecteur, de la longitude sur le plan de l’orbite, et du sinus de la latitude au-dessus 
de l’orbite primitive, dus à l’action réciproque des planètes, et en représentant par R 
la fonction Ode Lagrange, sans y comprendre la masse perturbatrice m . Il obtient alors, 
par le procédé que nous avons indiqué page ia 3 , les expressions générales de ces accrois-» 
semens en fonction des élémens elliptiques, et des différentielles partielles de R par rap¬ 
port à x, y, z, précédées d’un ou de deux signes d’intégration (*). Le calcul se trouve 
par là réduit à des quadratures que l’on peut toujours obtenir par les méthodes connues 
d’interpolation, ce qui est avantageux dans la recherche des perturbations des comètes 
dues à l’action des planètes ; mais dans la théorie des planètes, la considération des 
orbites peu excentriques et peu inclinées les unes aux autres , peut conduire à des expres¬ 
sions analytiques de ces perturbations, et faire connaître la nature des orbites quelles 
décrivent, par des équations fort approchées qui embrassent les siècles passés et à venir. 

L’auteur reprend, pour y parvenir, les deux premières équations précédentes, en lais¬ 
sant celle en sous la forme d’une équation du second ordre ; il prend pour plan fixe 
des xy celui de l’orbite primitive de m, et désigne par v l’angle formé par le rayon r et 
par l’axe des x et par v l’angle que fait avec cet axe la projection de / sur le plan fixe. 


_ - 


(*) Ces valeurs sont, en supposant -^--- T V—- ■ - 

t+T 7 -*) 

jcos «' fndl. r sin ^ [V<IR + r - sin v Jn<U. rco* r^a/dR-f» r j 

r n -.7 Jt,- _f_ frÆr /JD\ « 

*ndt 


R, 


lu 


, =. (. Viü { *-* [<£)•-/(£)]H>(£) -«(£)] 
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Il s’occupe ensuite du développement de la fonction R , qu’il réduit à une série dont le 
premier terme S, est ce que devient R quand on y met, pour r, /, v, v', leufs valeurs cons¬ 
tantes a y a! t nt -f- t , rit -+- et dont les termes suivans sont les différentielles du pre¬ 
mier, par rapport à r, /, v, v', ou simplement par rapport à a et ànf — rit - } quant au 
terme S , il le développe suivant les cosinus de l’angle rit — nt 4 - *' —■ e, en remarquant 
qu’on peut mettre son expression sous la forme 5 2 AW cos i (rit — nt -f- t' — 0 , dans 
laquelle 2 est le signe intégral des différences finies, qui, dans ce cas, se rapporte à la 
variable i , et qui embrasse toutes ses valeurs entières depuis i = — 00 jusqu’à i = 00; de 
manière que A t_1 soit égal à AW. i| considère d’abord à part les termes indépendans 
des excentricités, et il obtient, par l’intégration, les parties u et Y des valeurs de JY et 
de JV qui s’y rapportent. Il traite de même séparément ensuite les termes qui dépendent 
de la première puissance c^s excentricités, et dont la détermination exige de très grands 
calculs, 

a Les différens termes des expressions complètes de r, v et r, dit-il page 63 , sont 
n compris dans la forme K sin ou cos [i ( rit — nt 4-1' — t) 4- rnt + rt] ; i étant un 
r > nombre entier positif ou négatif, ou zéro, et r étant un nombre entier positif, ou zéro; 
r> R est une fonction des excentricités et des inclinaisons des orbites, de l’ordre r. On 
Y) peut juger par là de quel ordre est un terme qui dépend d’un angle donné. Pour sa¬ 
ri voir, par exemple, dans la théorie de Jupiter et de Saturne, de quel ordre est le terme 
y) qui dépend de l’angle brit — 2 nt - 4 - 5 *' — 2* on mettra cet angle sous cette forme, 
n 5 (n'f — nt 4 - «'— 0 + 3 nf 4 “ 3 * ; et comme alors r = 3 , il en résulte que le terme 
n dont il s’agit est du troisième ordre, ou qu’il dépend des cubes et des produits de trois 
» dimensions, des excentricités et des inclinaisons des orbites, n 

Avant de passer à l’examen particulier de ces termes, M. Laplace s’occupe, dans les 
articles 1 3 —i 5 , de la détermination numérique des cqefficiens At°), A^O, etc., des 
séries qui expriment l’inverse de la distance mutuelle des deux planètes et l’inverse de 
son cube ; il expose avec étendue les diverses propriétés de ces fonctions, et présente 
cette théorie d’une manière analogue à celle qu’il a employée depuis dans la Mécanique 
celeste. Il détermine ensuite les inégalités séculaires de l’une et de l’autre planète, en 
faisant disparaître les arcs de cercle par la méthode qu’il avait donnée dans les volumes 
de 1772 ; et il fait usage des équations de condition entre les élémens, pour prouver la 
constance des grands axes aux quantités près du quatrième ordre. 

Les rapports des moyens mouvemens de Jupiter et de Saturne rendant insuffisantes les 
approximations précédentes, l’auteur consacre les articles 21 — 28 à la détermination 
des perturbations qui dépendent des ordres de petitesse supérieurs au premier. « Repre- 
n nons, dit-il, les valeurs précédentes de JY et JV, et supposons que dR renferme ou un 
n terme constant, ou le sinus d’un angle proportionnel au temps, et croissant avec une 
n grande lenteur, en sorte qu’en exprimant cet angle par ut -f- £, u soit un très petit coeffi- 
» cient; la double intégrale fndtfdK renfermera un terme proportionnel au carré du 
r» temps, ou un terme dépendant de l’angle ut 4- C, et qui aura * a pour diviseur. Il est 
» clair qu’en faisant « = o, ce second cas rentrera dans le premier ; ainsi nous consi- 
* déferons, pour plus de généralité, le cas dans lequel * est quelconque, mais très 
« petit; et nous chercherons les termes de JY et de JV, qui dépendent de l’angle ut 4 "^> 
n et qui ont * pour diviseur, n 11 çst évident que ces termes ne peuvent résulter quo 
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d’une double intégration; l’examen de tous ceux de l’expression de tr ne fui en fournit 
qu’un seul qui soit dans le cas dont il s’agit (*), et il en conclut que, pour avoir égard 
à la partie des perturbations du rayon vecteur et de la longitude de m, qui est divisée 
par et 1 , il suffit d’augmenter de la quantité 3arn'fndtfdR ., la longitude moyenne ut -f -1 des 
expressions de ces variables dans l’hypothèse elliptique. Si dR renfermait un terme cons¬ 
tant, cela produirait une équation séculaire, et ce serait le cas de la commensurabilité 
des moyens mouvemens, qui n a pas lieu dans notre système ; mais si les moyens mouve- 
mens approchent beaucoup de cette commensurabilité ; si, par exemple, 5 ri — 2 n est 
seulement yj de n , comme dans la théorie de Saturne et Jupiter, la double intégration 
des termes qui auront cet argument, amènera le très petit diviseur (5n'— an)% qui 
rendra ces termes très grands quoiqu’ils soient du troisième ordre. 

Pour déterminer ces inégalités, l’auteur suppose que la partie de R, dépendante de 
l’angle 5 nt — mit -f- 5 1 — 2*, que nous représenterons , pour abréger, par £, soit 
k sin £—A'cos £; et il voit ce que cela produit dans 3 am' fndtfdK. Les coefficiens k et k' étant 
des fonctions des excentricités , des inclinaisons, des positions du nœud et de l’aphélie, 
doivent varier avec ces élémens ; et vu la lenteur avec laquelle croît £, il n’est pas permis 
de les regarder comme constans dans la double intégrale ci-dessus ; mais leurs périodes 
étant beaucoup plus longues que celles de cet angle , on peut n’avoir égard qu’aux diffe- 


(*) En effet, si l’on fixe l’origine de l’angle v à l'aphélie delà planète m, on a, par la nature du 
mouvement elliptique, 




7j s a î =t, r*dv s= aVtAl/s—e*, et de là sin^=— = _ . 1 c jL 

er'dv aendl 


on a aussi, en désignant par % une suite de cosinus des multiples de l’angle nt-f-«, 

r=«ri+le> + eA doit rcosn =s g>) = \ 

On tire de là ^ 

fndt. r sin vfdR = — ± Vi—e'f rdrf dR = — e» (r’/dR — /, »dR ), 

Jndt. r cos t'/dR = afndlÇ?e+xÿ /dR = ^aefndlfdR -f- «(*'/dR—/*'dR), 
en faisant friait-, ce qui amène dans la valeur de — du bas delà page ao*7,le terme 


qui est le seul qni conserve le double signe intégral, et d’oit puissent résulter par conséquent, dans l’ex¬ 
pression du rayon vecteur de la planète troublée, des termes qui aient «* pour diviseur. 

Si l’on met cette valeur dé tr dans l’expression de Iv, on aura, en n’ayant égard qu’aux termes du 
, * /"a rd»r -4 - dr* \ „ „ 

Vises par *• » •< v — ÿ x i_ e% a*n*dt* - 1 J 3 afndtfdR. ; et comme l’on a 

dr _ 

andt 

cette expression devient 


e sin v 

V 1 — e» * 


rdv _ 1 — e t cj 

andt ~~ ~ÿ/T=Ÿ* ’ 


(>-«*)* 




’e* sin* v — aecos u (1 — e cos r») 


■i/n-r*L »-«■ 

(Voyez Mcc. cél.j t- I, p- 391—293.) 


1 J 3afndt/dK = iafndt/dh. 
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renti elles premières de k et k\ par rapport au temps , qui ont le cube de 5 n' — an en 
diviseur; et négliger les différentielles des ordres supérieurs, ainsi que les termes qui 
n’ont en diviseur que la première puissance de cette quantité ( ). 

Quoique les valeurs générales de R soient différentes, dans la théorie de Jupiter et dans 
celle de Saturne, les termes par lesquels elles diffèrent ne peuvent en produire aucun qui 
ait £ pour argument, lorsqu’on n’a égard qu’aux cubes ou aux produits de trois dimensions 
des excentricités et des inclinaisons des orbites. On voit alors que l’expression de la cor¬ 
rection da'mfndtfàK de la longitude moyenne de Saturne, est à celle de Jupiter dans le 
rapport de 5 n^a'm à an*am, ou de 7 à 3 ; ce qui permet de conclure immédiatement des 
termes qui ont (5/»' — 2 n) % en diviseur, dans le cas de Jupiter, ceux de la même 
espèce qui se rapportent à Saturne. Il ne reste donc plus qu’à déterminer les valeur» 
générales de A, A'*, et de leurs premières différences. L’auteur y parvient en reprenant 
l’expression de la fonction R ; et en n’en considérant que la partie qui est symétrique 
par rapport aux coordonnées de l’une et de l’autre planète, il y substitue, pour ce* 
variables, leurs valeurs elliptiques, et trouve que l’angle £ peut entrer sous le signe cosinus, 
dans les termes du troisième ordre , de six manières différentes , et qu’il y est suivi de 
différentes combinaisons des premiers multiples des longitudes *- et *r' des aphélies, ou de 
celle du nœud de Saturne n. Il décompose alors ces cosinus de manière à mettre en 
évidence cos£ etsin £, dont les coefficiens lui donnent les valeurs générales de k et k' (**) ; 
et obtient ensuite, en développant les divers termes de la valeur de R, et par un calcul 
très laborieux, dont il ne donne que le résultat, les valeurs des coefficiens constans de 
chaque combinaison différente. 

L’auteur passe de là à la recherche des inégalités sensibles qui dépendent du rapport 
approché de commensurabilité des moyens mouvemens des deux planètes. Telle est celle 
qu'introduit le terme A sin ou cos ( Znt — Sn't + 3. — 5.') dans l'équation dlflerept.ell. 


(*) Comme la différentielle de R n’est prise que par rapport aux coordonnées de m, on à nt, on a 

_ a fade cos £ — -xk'ndt «in £ , d’oît 3 am' f ndtfdR. = — 6am'ffn*dt'(k cos £ 4" * »>n £)* 

Or, l’intégration par parties donne en general ^ 

fuco.mt.dv = £ « • «-">+ £ QO C0S £ GS) “ + ^ * 

ffuco.mv.dv* =— ^ ucosmt ' + GO sinm, ' + etC# ' 
et de même //««n mv .d^=.-^u .in cos mv + etc.} 


on anra donc, dans le casactnel, en intégrant par rapport aux nt et aux n'/, et en négligeant le» dif¬ 
férentielles du second ordre de A et A', 

On (rouvera anssi, ponr la correction Za'mfn’dtfAK relative .H m', en supposant que la valeur de 
R reste h même, et en ne la différenciant que par rapport in't, une formule tout-à-fa.t semblable , h 
l’exception du coefficient Gam'n* qui se trouvera changé en — 1 5a'mn'*. 

{**) En effet, la valeur de R est, en n’ayant «gard qu’aux termes qui ont £ poor argument, de la forme 
R = Mtole'î cos(£- 3*') + M<'V’ecos (£ — a«r'— m )+ «»'£—'— ») + MP)e»co» (£-3«r) 

+ M«>«V cos (£ — an— mf) + M< s îe>* co» ( £ — an — «sr ), 

ce qui donne 


k = sin 3®' -|- MtOe'-esin (W+ «•)-+- «te., V =—cos W—Mcos (W-f-o-) —etc., 

«t il ne reste plus à calculer que les valeurs numériques de M<’>, etc. en fonctionde* demi-gramiS axe». 
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«n d'.rïr, relative à Jupiter, qui acquiert, par l’intégration, le diviseur n*—(3n— 5/i')*» 
ou ( 5 /i' — 2 n) ( 4 /i —5n)i et comme ce terme n ’ est que de l’ordre des carrés des 
excentricités, on voit qu’il peut en résulter des inégalités sensibles dans les valeurs de Jr 
et Jv. Ces inégalités sont liées à celle qui dépend de l’angle £, par un rapport assez 
remarquable, qui les donne fort simplement au moyen des valeurs de k et de U. Les 
termes qui dépendent de l’angle 2 nt — 4 n't + 2 * — 4*> acquérant par l’intégration le 
diviseur n'“ ; — (a/i — 4 n 'Y» ou ( an — 3/i') (5n' — 2 n), deviennent sensibles aussi dans 
la théorie de Saturne, et résultent, comme les premiers , des variations de l’excentricité 
et de l’aphélie de Saturne qui dépendent de l’angle £. L’auteur détermine leurs coefïiciens 
par le même procédé. Il s occupe ensuite des termes correspondans qui entrent dans les 
expressions de J\î et //, et qui dépendent des carrés et des produits des excentricités, et 
des inclinaisons ; il remarque enfin , que la substitution de la longitude moyenne corrigée, 
dans les expressions du mouvement elliptique des deux planètes , produit des inégalités 
dont les argumens sont, 5/t'f — nt -f 5s — 1 , 6n't — 2 nt + 6 *' — 2t , et qui sont fort 
sensibles, quoiqu’elles dépendent des quatrièmes puissances et des produits de quatre 
dimensions des excentricités et des inclinaisons ; ce qui prouve la nécessité de pousser 
l’approximation jusqu’aux quantités du quatrième ordre. « Toutes ces inégalités, dit-il, 

» peuvent être considérées comme le résultat de variations dans les élémens des orbites 
y» elliptiques , dépendantes de l’angle 5 n't — q nt -f- 5«' — 2 «. 

» Pour réduire en nombres les inégalités précédentes, il faut connaître les constantes a* Section. 
r> arbitraires qui entrent dans leurs expressions analytiques , ou les élémens du mou- n^mc'rique 'dc” 
„ vement elliptique de Jupiter et de Saturne. Les observations ne donnent que les inegaliiàdeS*- 
„ mouvemens vrais des planètes ; pour en conclure les élémens précédens, il faudrait lurne ‘ 

„ connaître d’avance l’effet des perturbations , et le retrancher du résultat des observa- 
,, tions ; ainsi, la détermination des inégalités, et celle des élémens des orbites, dépendent 
u réciproquement l’une de l’autre, et l’on ne peut parvenir à les bien connaître , qus 
n par des approximations successives. C’est dans cette vue, que j’ai commencé par tirer 
n de l’analyse précédente, une formule de correction des Tables de Saturne de Halley. 
n En comparant ensuite cette formule à un grand nombre d’oppositions, je suis parvenu 
» à les représenter avec exactitude, et j’ai reconnu en même temps, que les élémens des 
u Tables de Halley avaient besoin de corrections considérables. Quant à Jupiter, j’ai suivi 
« une marche différente : les Tables de Wargentin représentaient assez bien, à l’époque 
n où elles ont paru, les observations faites depuis un siècle ; ce savant astronome a eu 
n égard aux inégalités indépendantes des excentricités des orbites , et à celles qui ne 
n dépendent que de leurs premières puissances ; mais les grandes inégalités qui altèrent 
v> le moyen mouvement, l’excentricité et la position de l’aphélie, lui étant inconnues, 
n il a dû les comprendre dans les élémens elliptiques de ses Tables. Ainsi, pour corriger 
n ces élémens, il suffit d’en retrancher l’effet de ces inégalités, n 
L’auteur rapporte ensuite les élémens qui sont le résultat de ces calculs, en prenant pour 
époque le commencement de iy5o , à Paris temps moyen; il adopte la valeur de la 
masse de Saturne, donnée par Lagrange, et qui réduit à i3 jours la différence de # 3 / 
trouvée par Clairaut, entre l’instant calculé et l’instant observé du passage de la comète 
de 1769 , par son périhélie. Il détermine ensuite les inégalités séculaires des deux planètes, 
en cUerchaat leurs variations annuelles pour 1760 et pour l’an 760 , et en concluant de là 


Comparaison 
des calculs et 
des observations 


Travail de 
M. Delambrc 
sur cet objet. 
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les deux premiers termes de leurs valeurs générales, développées suivant les puissance* 
du temps : ce qui donne des formules qui peuvent s’étendre à plus de deux mille ans 
avant, et à mille ou douze cents ans après l’époque que l’on prend pour origine (*). Il 
passe de là aux inégalités périodiques de Saturne, et en conclut les perturbations mfr r 
et mi'v' du rayon vecteur, et de la longitude comptée sur l’orbite , en négligeant celles 
dont l’effet est au-dessous de 8". Comme le terme qui dépend de l’angle 2 rit — nt-j-o.t —e 
est à peu près de / dans ce siècle, et que les changemens des excentricités et des aphélies 
altèrent sensiblement sa valeur, il l’évalue aussi pour deux époques différentes, afin d en 
avoir une expression qui puisse s’étendre à un grand nombre de siècles. Il détermine d’un» 
manière analogue les différentielles premières de k et k' par rapport au temps, en substi¬ 
tuant alternativement, dans les expressions de k et k', les valeurs des élémenspour 1750 
et 1 ^ 50 , et en prenant la différence des résultats correspondans. 11 calcule de plus la 
grande inégalité de Saturne pour deux autres époques, afin d’en conclure la loi de» 
accroissemens de son coefficient et de son argument ; il trouve que ce dernier diminue 
de 58",88 par année julienne - , et comme l’accroissement de l’angle (Ç — i. 58 ", 88 ) est 
de 1410",6 par an, il en résulte qu’il faudra 918 ans J pour que cet angle soit égal 
à 36 o° , Ce qui donne la période de l’inégalité. L’auteur réduit aussi en nombres l’inégalité 
qui dépend de l’angle 2 nt — 4nt -f- 21 —4*' ; il examine ensuite les termes de la valeur de 
Jv', qui, étant dépendans de l’angle Ç, ont pour diviseur 5 ri — 2n, et il prouve qu’il suffit 
pour y avoir égard, dans l’expression de la grande inégalité de Saturne, d’augmenter a 
de sa 2 q 5 6 partie, ce qui montre qu’ils n’ont qu’une influence très petite et du même 
ordre que les carrés des excentricités. Il fait voir enfin que, dans le calcul de la latitude 
de Saturne, il suffit d’avoir égard aux inégalités séculaires de la position de son orbite. 

Les articles 42 — 4 ^> qui terminent cette deuxième section , contiennent la comparai¬ 
son de la théorie de Saturne avec les observations modernes et anciennes. L’auteur choisit 
d’abord vingt-quatre oppositions de Saturne, observées depuis 1698 à 1785, et disposées 
d’une manière avantageuse , pour les comparer avec les longitudes calculées à chaque 
époque, et il en déduit des équations de condition qui servent à déterminer les correc¬ 
tions des élémens de cette planète. Il vérifie par là que ses formules font presque entiè¬ 
rement disparaître les grandes erreurs des tables, et les réduisent à moins de 2'; il 
trouve aussi quelles représentent, avec une grande précision, une observation faite par 
les Chaldéens, 228 ans avant notre ère, et quelques autres oppositions de Ptolémée ; 
d’où il conclut que le moyen mouvement sidéral de Saturne est uniforme, qu il faut 
bannir de la théorie des planètes les équations séculaires des moyens mouvemens, et que 
les comètes n’ont point d’influence sensible sur notre système planétaire. 

M. Laplace s’exprime en ces termes , dans le préambule du Mémoire, imprimé dans le 
volume de 1786, qui est la continuation du précédent : u 11 était à désirer qu’un astro- 


(*) En effet, soient «Te la variation cherchée <Tnn élément correspondante au nombre i <X années juliennes , 
«t ~~ , ~ les variations annuelles de cet élément, à deux époques éloignées de 1000 ans; on a, par la théorie - 
des suites, 

*. __rtc i <J'e ,<fe *• 

di di 1000 dt° 1 di^ a di * elC * 4 di aooo \di di J 
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t> nome, exercé dans le calcul des observations , reprit toutes les oppositions de Jupiter 
» et de Saturne, observées dans le dernier siècle et dans celui-ci, et qu’il les discutât 
„ de nouveau, en y appliquant les corrections dues au mouvement des étoiles, et à leurs 
» positions aujourd’hui mieux connues. M. de Lambre a bien voulu entreprendre cette 
» discussion pénible et-délicate; il l’a faite avec tout le soin qu’exige l’importance de ce 
» travail ; et je reconnais avec plaisir, que si mes recherches sont utiles aux astronomes, 
„ c > est principalement à lui quelles devront cet avantage. De mon côté , j’ai déterminé 
d les petites inégalités de Saturne, que j’avais d’abord négligées, et j’ai calculé avec 
v précision celles de Jupiter. En comparant ensuite mes formules à un grand nombre 
v d’observations, M. de Lambre en a conclu les élémens elliptiques des orbites de cea 
n deux planètes, et il a dressé, sur ces formules, des tables de leurs mouvemens. Ces 
D tables sont uniquement fondées sur la loi de la pesanteur ; je n’ai emprunté de l’obser- 
v va tion que ce qui est nécessaire pour déterminer les constantes arbitraires introduite* 
r» par l’intégration des équations différentielles. M. de Lambre a comparé ces tables à 
„ toutes les bonnes observations qu’il a pu rassembler, et il a trouvé le plus souvent 1 er- 
n reur au-dessous de 3 o". 

v Ces tables auront cependant besoin d’être retouchées dans la suite, à cause de quel- 
v ques inégalités sensibles dépendantes des carrés des forces perturbatrices, et auxquelles 
» je n’ai point eu égard; telle est entre autres une petite inégalité, qui a pour argument e 
« double de celui de la grande inégalité de Saturne , et dont le coefficient estOo P°ur 
„ Saturne, et — i3* pour Jupiter. J’ai reconnu aussi que les quantités de l’ordre du carre 
„ des masse s des deux planètes, produisaient des variations sensibles dans leurs équations 
n du centre, et dans la position de leurs aphélies; mais j’ai cru pouvoir les omettre, 
,1 parce que Yerreur qui en résulte est jusqu’à présent insensible. Je ne puis non plus ré- 
„ pondre qu’à une demi-minute près de la valeur du coefficient de la grande inégalité de 


v Saturne. » . 

Les deux premiers articles de ce Mémoire sont consacrés à la détermination des iné¬ 
galités de Saturne qui dépendent des angles Zn't—nt + 3«'—., snt —ont + *« — 3«', 

nt _ n ' t _ Les quantités du premier ordre lui avaient déjà donne une inégalité 

analogue à la seconde ; et pour en retrouver une semblable, il faut avoir égard aux quan¬ 
tités du troisième ordre. Les termes indépendans des excentricitts en contenaient aussi 
un qui avait pour argument le «rcmième angle, e. l'auteur a recoure aux quotité, du 
second ordre pour trouver une nouvelle inégalité de cette nature. Il reprend ensuite les 
inégalités qu’il a précédemment déterminées, pour leur donner plus de précision. 

La théorie de Jupiter occupe les articles 54 — 63 de cet ouvrage. L’auteur y appliqué ^Sec^on^ 
à cette planète le même procédé qui lui a servi pour déterminer les inégalités de Sa- pi ter 
turne * il compare ensuite ses formules avec trente-deux oppositions modernes et avec 
une ancienne observation , et leur accord lui sert à vérifier de pins en plus la précision si 
remarquable avec laquelle les deux plus grosses planètes de notre système ont obéi, 
depuis les temps les plus reculés jusqu’à nos jours, aux loix de leur action mutuelle. 

Nous avons vu, au commencement de ce chapitre, M. Laplace parvenir à prouver qüe, Nônrcon 
par cela seul que les planètes se meuvent toutes dans le même sens, et dans des orbites près- “ 1 ™ c ‘ kM - 
que circulaires et peu inclinées les unes aux autres, les variations de leurs excentricités et de 
lem-s inclinaisons sont renfermées dans d’étroites limites. 11 était arrivé à ce résultat au 
moyen de différentes équations déduites du principe des aires, et qui sont indépendantes de 


rS 


Travaux di¬ 
vers. 


Tht’orie 

d’Urauus. 
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la petitesse des excentricités et des inclinaisons ; il reprit ce sujet dans les Mém. de Paris .; 
pour 1787 ; il fît voir que les mêmes équations de relation entre les élémens , résultent aussi 
directement des équations différentielles quidéterminentlesvariationsséculaires des orbites; 
et il démontra de nouveau, qu’en vertu de l’action mutuelle de deux planètes, l’inclinaison 
respective de leurs orbites reste toujours la même , et que, dans le cas de notre sytème 
planétaire, les racines de l’équation, relative aux multiples du temps qui entrent sous les 
signes périodiques dans les valeurs de p et q, ne peuvent être ni égales ni imaginaires. 

C’est aussi en 1787 que «parut Y Introduction à Iélude de l’Astronomie physique de 
Cousin, dont le chapitre a contient l’exposition des théories de la Lune de Clairaut, 
Euler et d’Alembert, et de quelques-uns des travaux postérieurs, sur le problème des 
trois corps, et dont le chapitre 6 est consacré au développement des diverses méthodes 
d’approximation auxquelles ce problème avait donné lieu. Jean Trembley avait envoyé 
à l’Académie de Paris, en 1783, un,Mémoire dans lequel il cherchait à compléter la 
méthode d’approximation, fondée sur des différenciations et des intégrations successives, 
donnée par d’Alembert ( Mém . de Par. , 1769), et que Lagrange avait reconnue être 
fautive. Il s’occupa de nouveau de cet objet, dans les Mém. de Berlin , pour 1786, et 
releva une erreur qui était échappée à Cousin , dans son exposition de ces méthodes. 11 
fît voir auèsi, dans un petit Mémoire inséré dans ceux de la même année , et intitulé : 
Examen d'un Paradoxe analytique , qu’en regardant les termes affectés d’arcs de cercle , 
qui se rencontrent dans les intégrales, comme provenant de certaines fonctions de sinus et 
de cosinus que les substitutions successives ont développées, on pouvait grouper ces termes 
de manière à former des séries dont la marche régulière fît reconnaître les fonctions qui 
les avaient engendrées ; et il appliqua avec succès ce procédé à quelques exemples que 
Lagrange et M. Laplace avaient déjà traités. Le volume des Mém. de Berlin , de cette 
année, contient aussi une Théorie géométrique du mouvement des aphélies des planètes , 
donnée par Lagrange , pour faire suite aux Principes de Newton. 

M. Delambre envoya à cette Académie, en 1787, un Mémoire imprimé dans le volume 
de 1785 , contenant des élémens pour les Tables du Soleil, établis sur trois cents quatorze 
observations de Maskeline, et qui ne s’en écartaient jamais de i5 T . M. Laplace lui fournit 
ensuite le moyen de les rendre plus précis, en calculant de nouveau la partie due aux 
perturbations, et en évaluant, le premier, les effets de l’attraction de Mars. Il lui donna 
aussi l’idée d’employer à la correction des élémens elliptiques, la méthode des équations 
de condition qui seule permet de discuter à la fois tous les élémens , et de faire usage 
d’un nombre illimité d’observations. M. Delambre calcula alors (au mois de juin 1788) 
de nouvelles Tables du Soleil, dont les erreurs ne montaient jamais à io". Ses Tables de 
Jupiter et de Saturne parurent vers la fin de 1789, et ce fut, dit-il, le dernier ouvrage 
dont l’Académie des Sciences pût ordonner l’impression. Cette illustre société, qui a 
contribué peut-être plus que toute autre à l’avancement de la science, tant par les 
travaux de scs membres que par ceux que ses encouragemens ont provoqué, proposa la 
théorie de la planète d’Herschel ou d’Uranus pour sujet du prix de 1790. On avait 
d’abord calculé son orbite dan3 l’hypothèse parabolique qu’il fallait modifier continuel¬ 
lement ; le président de Saron avait eu l’idée de supposer l’orbite circulaire ; on avait 
enfin reconnu que la véritable était elliptique, et on avait vérifié que Flamsteed, Mayer 
et Lemonnier avaient, en 1630, 1756 et 1765, observé cet astre comme une étoile. 
Duval le R.oy avait appliqué à cette planète, dans les Mtm. de Berlin, pour 1787, 
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Imprimés en 1792, la nouvelle théorie des variations séculaires et périodiques de La¬ 
grange , en se bornant, dans le calcul des inégalités périodiques, à celles qui dépendent 
de la distance héliocentrique d’Uranus à Saturne et à Jupiter. M. Delambre, auteur de 
la pièce couronnée, commença par établir sa théorie sur les seules observations posté-» 
rieures à 1781 ; il calcula les perturbations d’Uranus par la méthode de M. Laplace, 
et trouva que l’action de Saturne produisait une équation à longue période, à laquelle 
il était très nécessaire d’avoir égard. Ce fut alors qu’il examina les observations an¬ 
ciennes , et qu’après s’étre assuré de leur justesse , il les fit concourir à la détermination 
de ses élémens. Les tables qui en résultèrent représentaient les observations à 8" près, et 
elles ont conservé depuis une précision à peu près égale. M. Oriani fit paraître d’autres 
Tables d’Uranus fondées également sur la théorie de M. Laplace , et qui, un peu moins 
exactes peut-être que les précédentes pour la partie elliptique, sont les mêmes pour celle des 
perturbations. On lui dut également, de même qu’à Triesnecker et à M. le baron de Zach, 
de nouvelles tables de quelques anciennes planètes; et Duval le Roy calcula aussi, par la 
méthode de Lagrange, dans les Mêm. de Berlin de 1792, les inégalités d’Uranus qui sont 
de l’ordre des excentricités des orbites. 

Nous arrivons à la fin d’un siècle bien fécond en découvertes mémorables , et dont la Mécanique cé- 
dernière moitié est, sous le rapport de l’application de l’analyse aux mouvemens de ?£g5. TL *‘ 
corps célestes , la période la plus remarquable qui se soit encore écoulée. La publication 
d’un ouvrage qui présentât, sous un même point de vue, les théories de tous les phéno¬ 
mènes connus du système du monde, et qui contînt l’exposition complète des dé¬ 
couvertes nouvelles, tracée par l’auteur même d’un grand nombre d’entre elles, de¬ 
vait ajouter un nouveau lustre à cette époque déjà si brillante. C’est à M. Laplace 
que les sciences durent ce service signalé, et ce fut le 6 septembre 1799 que pa¬ 
rurent les deux premiers volumes de son Traité de Mécanique céleste, u Développer 
rt les relations qui existent entre les mouvemens et les forces qui les produisent ( dit 
r1 M. Biot, Mag. Encycl ., 5 * année, t. III, p. 4 ^ 3 ), en déduire la nature de la force 
y) qui doit animer les corps célestes, pour que leurs mouvemens soient tels que l’obser- 
w vation les présente, s’élever ainsi au principe de la pesanteur universelle, et redes- 
» cendre de ce principe à l’explication de tous les phénomènes célestes jusque dans leurs 
n moindres détails ; tel est l’objet de cet ouvrage, qui honore la nation française , et qui 
« est du petit nombre de ceux qui paraissent à des époques éloignées sur l’horizon des 
r> sciences , pour y répandre une lumière que le temps et l’ignorance ne sauraient 
n éteindre, i» 

L’idée de réunir en un seul corps les théories de toutes les planètes, dont chacune 
en particulier a fait le sujet des études d’un grand nombre de géomètres, et de déter¬ 
miner leurs mouvemens en poussant la précision plus loin qu’on ne l’avait jamais fait, 
paraît d’abord colossale ; et l’exécution de ce travail, qui ne forme qu’une partie de celui 
de M. Laplace, semble déjà supérieure aux forces d’un seul homme. Il est vrai que les 
grands rapports qui existent entre ces diverses théories, lui ont permis d’adopter pour 
toutes une marche uniforme ; et qu’après avoir établi, dans son second livre, les prin¬ 
cipes et les formules générales, il ne lui est plus resté dans le sixième, qu’à pousser encore 
plus loin ses approximations, à les appliquer aux planètes principales, en ayant égard aux 
circonstances particulières où se trouve chacune d’elles, et à faire ensuite des substitutions 
numériques dont il a pu confier une grande partie à d’habiles calculateurs. Cependant, la 
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réunion même de tou. ces travaux, la généralité, la richesse, l'originalité et la profondeur 
qui régnent dans le. méthodes et les formules analytiques, l'importance et la multiplicité 
des application., leur utilité pratique , et l'exactitude des tables qui en sont le résultat, 
assurent à l’illustre auteur de cette vaste entreprise la reconnaissance du monde savant, 
l'admiration des âges futurs , et doivent placer la Mécanique céleste au rang des monu- 
mens les plus imposans et les plus durables de l'esprit humain. 


NOTE 

Relative aux formules du bas de la page 16 a. 

Les Talents elliptiques de la longitude, du rayon Tecteur et de la tangente de la latitude, données par 
3VI. Laplace, pag. ao3 de son Mémoire, sont : 

<ç =xnt-b A' — 2 «e sin (nt+ .) 4 -etc., r=a [ i + xe cos (nt + ,) + etc.l s=xy sin(ne + B); 
et il faut se rappeler que A' désigné la distance moyenne de la planète à une ligne fixe , lorsque t = o, 

f . ue ixe sin (ni i ) est ce qu’on appelle l'équation du centre , et que t et ô sont les quantités dont a 

planète est plus avancée que son aphélie et son nœud, quand t—o, ou, en d’autres termes, la différence entre 
la longitude A' de l’époque, et les longitudes de l’apbélie et du nœud. 

Les expressions des variables dans le cas du mouvement troublé, et lorsqu’on néglige les termes périodiques, 
à l’exception du premier de ceux qui entrent dans la seconde et la troisième valeur, sont 
a=zn t-bA'+*AS//rit + l*-‘i'fS[n— eD)n*t', 

r = a [t — A// +*(e + f Dnt )co> (nt-b t) — <*V( ïCn* ) sm (»«+•)!• 

, =(*> — I Ffy'nt) sin (nf 4 - fi) 4* (ayA 4- i Ejtfïntcos{nt 4* ô) i 
et les deux dernières peuvent être mises sous la forme ^ 

r = o 1 1 — AJ// -f « ( « 4-1 J//D/U) cos £n*(i 4- 3 A/// + £*')+•]}’ 

s = (ay-lFJJu'nfJsin (i + 4* ^) + « ] » 

puisqu’elles se réduisent aux précédentes lorsqu’on développe les sinus et cosinus composés , d ap '• 

«le la rage lia, en sc bornant à la première puissance de la masse perturbatrice. t . , ., 

Si l’on compare maintenant ces valeurs à celles du mouvement elliptique, ou voit que or i te trou ce peut 

» 1 ' rcmnif une ellipse à élémens variables, dont ladistance moyenne esta(i-A<f/c ),la partie uniforme 

*trc regardée comme une «UP** * rac ^ :leWloD de ce moyen mouvement est ^(B—D)»-*., 

du moyen mouvemen . blutions, et lorsqu’on ant= i.36o°, devient, en substituant au carré 

quantité qui, après “ 1 ZTésorfiJ»** rayon, f V f” ( B - eD) i- .3Go‘. 
ile 36o° son produit p PI l’excentricité, ou de la moitié du coefficient de l’équation du 

C e n 0 tr n c ;° S e r a d ; ^"diminution de PincKnaison sera i F*'»,. Enfin, si Ton met h part sous les 

signes périodiques la partie nt( t + aA*T ), qui appartient au moyen mouvement, on trouve(À4- -)Vnt 
et EV nf} poar exprimcr lesaccroisscmcns de, et défi; d’où l’on conclut, en se rappelant ce que représentent 
ces angles et en supposant que A' ne varie pas, que ces quantités prise, avec un signe contraire, donnent les 

a, «oy». 

1 ' inique que, quoique dan. le mouvement troublé le premier élément reste constant, et le se- 

TT ne tonquantités ne sont pas les mêmes qu'elle, «raient dan .U mouvement «ll.pt, que; ma,, 
eonduntfo me lén. q«..bte ne n P 1 ca lcul ,es valeurs appa. 

,1 es, moule de tenu * , c , obml.i.ns, c'es.-*-dir. déj» modifiées pur l'.et.oo 

oait de l'intégration de. équation, dn mouvement troublé, comme etao. compose dans le moyen 
çbservé, Ct cjue M. Laplace a supprimé ici dans son «pression analytique du rayon vecteur le 
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ÉLÉMENS DE LA THÉORIE GÉNÉRALE 


DES MOUVEMENS DES PLANÈTES ET DES SATELLITES, 

ABSTRACTION FAITE DE LEUR FIGURE. 

ApRÈS avoir cherché à faire l’analyse historique des principaux travaux des géomètres 
du 18 e siècle sur les mouvemens de translation de la Lune et des planètes, nous allons 
reprendre la partie analytique de cette théorie, en suivant les méthodes les plus nouvelles, 
et en cherchant à les présenter avec la simplicité et la brièveté qu’elles comportent. Nous 
exposerons d’abord en peu de mots le cas où il n’y a que deux corps qui s’attirent mu* 
tuellement ; nous indiquerons ensuite comment on peut y ramener le problème relatif à 
un nombre quelconque de corps, en regardant l’orbite troublée comme changeant à 
chaque instant d’espèce et de position. Nous développerons les propriétés de la fonction 
perturbatrice, et la marche qu’il faut suivre pour calculer les variations périodiques et 
séculaires de tous les éléinens. Enfin, après avoir démontré les théorèmes généraux les 
plus remarquables qui ont lieu dans les mouvemens des planètes , de la Lune et des 
satellites de Jupiter, nous terminerons cette exposition par l’indication rapide des source» 
où nous avons puisé pour l’écrire. 
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Équations générales. Mouvement elliptique. 

Considérons un système de corps sphériques, qui s’attirent mutuellement en raison 
directe de leurs masses M, m , iri, m'y etc., et en raison inverse du carré des distances -, n 
et supposons les corps m, m', m" t e te., en mouvement autour de M.Soient x, y, z,x',yz\ v 
x",y", z", etc. , les coordonnées des corps m , m', m" , etc., au bout du temps t, en pre¬ 
nant le centre du corps M pour origine; r, r, r", etc., leurs distances à ce point, 
et f, P , etc., les distances mutuelles des centres des corps m et m', m et m .", etc. : les for¬ 
mules (B), de la page 122, deviennent, en les etendant à un nombre quelconque de 
corps, et en adoptant les notations précédentes : 


ce 


d a x , M -f 771 _, 

dF+ h x=m 

(x'—x x'\ 

\ P* ’ r'O 

1 + 

< £ r- 

^ 7 ) + eic - 

■gv , M + m , 

(.y ' ~.y y> 

1 4- 


h)+ e,c 

Tr + r 1 J m 

\ P 3 

1 T 

A'z M + m z==m , 

(é-z__zr\ 

+ 


?î)+ etc - 

dt* ■*“ r® 

\ f J j'V 

m r 


sont les équations générales du mouvement relatif du corps m autour de M. 

28 


TROISIÈME PARTIE. THÉORIE GÉNÉRALE, 


ai8 

Or l’on a 

Y / a?+y*+*\ f~ V — X Y+ — Z T> y/ x * ~^~y a "t"* *; etc - 

dX . d.X^+ÿï. 


x'-x d jr 
dx 


_ 3? 7 _ ÿ—y . 

- "77» .3 ' 


r* 


Z 3 * dy 


*7 


= ^ 3 ,etc.; 


d.- 

ce qui donne 
si l’on suppose donc 

o = «r + m- (I, - î£--±^±iL) + etc. ; 

les équations précédentes se réduisent, en faisantM -f • m = f*, à. 

d*x ux dci dy ,ry__dn ^z uz__da (A > 

7F + 7ï=Tx’ 7F + ^~7 y ' dr+r'-'U 1 ‘ 

et les valeurs de r , r, f, etc., donnent aussi 


o-m'Q-’ X.±£, -i ) + ""Q--- 


r'+r-w 


) +e 


On peut obtenir autant d équations semblables pour déterminer le mouvement de 
chacun des corps m', m", etc., et elles se déduisent immédiatement de celles qui sont 
relatives à m, en y changeant m, x ,y , z, r en m, x',ÿ, z, /, et vice versa, etc. Leur 
intégration rigoureuse étant impossible, par les méthodes connues, on est obligé de recourir 
à des procédés d’approximation pour les résoudre. On peut cependant, ainsi que nous 
l’avons déjà vu, parvenir a quatre intégrales premières de ce système d’équations.Nous 
ne rapporterons que celle qui tient au principe des forces vives, qui nous sera utile par 
la suite , et nous ne supposerons, pour plus de simplicité , que trois corps m, m et M. 

Intégrale de* Lçs deux premières équations du mouvement des corps m et m' étant alors 
force» vive». , Mx . /rrur , m'x'\ m\x' — x) 

7F + — + + —;- r —°* 


dXx , M.r' (m'x , m.r\ 

7 F + 7 i- + W r+ r»; 


m(x — x') _ 

. ---— V » 


mdx -f mdx' , 

si l'on multiplie la première par 2 mdx — 2m la seconde par... 

um'dx' — 2m' , et qu’on ajoute les résultats : les produits des derniers 

termes des équations par les seconds termes des facteurs se détruiront identiquement; 
la somme des produits des seconds et troisièmes termes des équations, par les seconds 
ternies des facteurs, sera égale et de signe contra:re à la somme des produits des troisièmes 
termes des équations par le premier terme des facteurs. On aura donc simplement 

q dxd*x , adx'd 2 x' 2 (mdx -f - mdx' ) ( md*x -h m d*x ) 

m dt a m dl a (M -f- m -f- m r )dt % 

__ Simxdx . p.m'x'dx'\ . amm'(x'— x) (dx' — dx) _„ 

+ « [—— + —pr-) + ,3 

Les équations qui se rapportent aux coordonnées y, y, z, z' donneront deux relations 
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analogues yet on aqra, en les ajoutant à la precedente et en intégrant, 
j x »_|_jy a 4-<fe a , , dy'*+dz* 

"> —■ r *f- + ' n -3*— — 

_ |~ R) = c 

(M + m + m ') L \r r'/ p J ' 

C étant une constante. On tire de là, en multipliant par M + m + m > et en réduisant, 

/ dx a 4- c(y* 4- , , dx'* 4- dÿ* 4- ck' a \ 

M v" —3t*— +m — dk —; 

, __r(dx — Jx / ) a 4 -(^y — dy')*-f-(da—ci*')* 

4- mm dt% 

— 3 (M + m 4- m') £m (7 4 “7-) = C ‘ 

Comme dans le système du monde, la masse M du corps central est toujours très consi- Mouvement 
dérable par rapport aux masses des autres corps, on peut d’abord > dans la déter- cll, P tl( I ue - 
mination du mouvement de m, supposer m =0, m" = Q, etc., ce qui réduit les 
équations (A) à celles-ci : 


< 0 -..$+£ = o, $ + 9-,. 

qui dônnent, comme les équations générales, quatre intégrales premières. 

En effet, si l’on multiplie (1) par dx , (a) par dy , ( 3 ) par dz , qu’on ajoute et qu’on IntcgraIcs d « 
intègre avec une constante arbitraire h , on obtient l’équation des forces vives d« ** 

, dx'+dy' + dz’ 1 _ ou , dr 1 4- i*d v* 

* dt* r * * dt % 


-Ç = *....(•), 


en désignant par dv l’angle décrit par le rayon vecteur r dans l’instant dt. 

On obtient aussi, en multipliant (2) par x, (1) par^, en retranchant et en intégrant, 

, et on a de même = : 

dt • dt dt 

k' k" } k m étant des constantes arbitraires qui représentent le double des aires décrites, 
dans l’unité de temps, par les projections du rayon vecteur sur les trois plans des coor¬ 
données. , ,, 

Si l’on multiplie les trois équations precedentes respectivement par 2, y et x, et 

qu-on le, ajoute , o„ obtient ^ + ^ + ^ = tf _ 

équation d’un plan passant par l’origine des coordonnées, qui prouve que la trajectoire 
est une courbe plane. 

Soit & le double de l’aire déerite dans l’unité de temps par le rayon vecteur lui-même, 
on a d’après la théorie des projections, Zt a = /i'*4- h"* 4- k" 2 ; et comme l’équation 
des aires a lieu sur un plan quelconque, on a aussi sur le plan de l’orbite , en exprimant 
eiTcoordonnées polaires le petit secteur décrit dans l’instant dt> la relation 
r’dv = kdt - (J}'). 


qui 


exprime que le rayon vecteur décrit des aires proportionnelles au temps. 


Équation 

l'orbite. 
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Si l’on élimine dt entre les équations (a) et (b ), on obtient, en faisant ~ — z ) 

équation différentielle de la trajectoire. 


dv = 


kdz 


\Zuh -f 9ftZ — /t a z a 

Le signe de z a indique que l’intégrale de la valeur de dv est une fonction circulaire. 
Supposons, pour la trouver, aA + = a-q\a étant une constante, et q une 

fonction linéaire de z : on a, en différenciant cette équation, et en remarquant quon doit 

avoir éi — k pour que les dérivées du second ordre de chaque membre soient identiques,. 


c — k*z — —qk ; d’où <7*=^—^ — 


_ft 1 -f 2/1/1 2 


ce qui prouve qu’on peut réduire la valeur de dv à la forme 

k 2 dz 

dv =- 


On tire de là, en intégrant, 


\/ -j- uhk* — — /t a z) a 


v = m + arc fcos ~ , 

\ \/ a« a -4- 


« étant une constante. 


y (S a/i/tv 

de Réciproquement, si l’on remet i à la place de z, et qu’on tire la valeur de r, on aura 

k* 


t -f- y'fc % -+- 2 hk 1 cos (v — *) 


équation d’une section conique rapportée à son foyer. 

Dans le cas actuel, on sait que le corps m doit décrire une courbe fermee ; ainsi, il faut 
que ce soit une ellipse dont M occupe un des foyers ; et comme l’équation polaire de 

a(i—e*) 

l’ellipse est en général (voyez note 1 , p. 97 ) > r — r+TlTos ( v _ m ) ’ 

en désignant par a et ae son demi-grand axe et son excentricité , et par v et « les angles 
que font le rayon vecteur et la ligne du périhélie avec un axe fixe situé dans le plan de 1 orbite: 

on a, en comparant ces deux équations, les relations k = ô — e a ) , h = — f 

qui déterminent les constantes h et k de l’intégration en fonction des élémens a et e du 
mouvement elliptique. 

Si l’on élimine dv, au lieu de dt, entre les équations (o) et (b), on aura l’équation 
= a h t qui donne , en mettant pour k et h leurs valeurs, et en ti¬ 
rant la valeur de dt, dt = \ — -, ? 

V h- ÿaar — r a -a-‘(i— e a ) 

Cette équation devient intégrable lorsqu’on y fait r = û(i — e cos v) , et elle donne 
alors, en supposant \J ^ =n, ndt~ (t — e cosu ) du, 


d’où l’on tire, en intégrant, nt -f- c = u ( — e sin u, 

c étant une constante arbitraire , et u l’angle qu’on appelle anomalie excentrique. 

La comparaison de cette équation avec l’équation (2) de la page 98, montre que dans le 
cas actuel, nt -f- c est ce qu’on appelle Y anomalie moyenne , tandis que v — * est 1 ano¬ 
malie vraie. Si l’on égale la précédente valeur de r à celle que fournit 1 équation polaire 
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de l’ellipse* ôn obtient une relation entre les anomalies vraie et excentrique, savoir. 

Cos (v _o»V= 003 u d’où l’on tire aisément l’équation (o) de la page 08. 

v ' i — e cos u 

On peut donc exprimer r et v — «en fonction de u j mais la relation qui a lieu 
entre u et nt étant transcendante, les valeurs de r et de v en fonction de l’anomalie 
moyenne et des élémens fournis directement par l’observation, ne peuvent être qu’appro¬ 
chées. Ainsi, quoique dans le cas du mouvement elliptique le problème de calcul in- 
Jtégral soit complètement résolu, il n’en est pas de même du problème astronomique. 

Cependant une circonstance particulière, savoir, la petitesse des excentricités des orbites 
de presque tous les corps de notre système , permet de développer les valeurs cherchées 
en séries très convergentes qui procèdent suivant les puissances de cet élément, et les 
sin. ou cos. des anomalies moyennes ; on peut même y parvenir sans recourir à l’angle 
auxiliaire u, et nous allons en faire le calcul, en nous bornant au carré de l’ex¬ 
centricité. 

L’équation de l’ellipse donne d’abord, en la développant et en négligeant les e 3 , etc., Vnlenrs 

approchées ds 

r* = a? ( 1 — e*) a T 1 — 2ecos (v — ») -f- 3 e* cos a (v — *)3 rü y° n , v f c ' ( ' rfr 

v __ L \ j * v -* et de la longi- 

= a a l/l — e a r 1 — 2CCOS (v — e* COS a (v — tude sur le plan 

r ^ v ' __ de l'orbite. 

l’équation des aires r*dv = pu (1 — e a ) dt = a a n \/1 — e 1 dt , donne, en y substi¬ 

tuant cette valeur, et en intégrant, v— ae sin (v — ») 4 " 1 e * s * n 2 ( v —») ~ nt -f- f. 

La constante 1 est la valeur de v quand f =0, ou la longitude de l’époque ; n est la 
vitesse angulaire dans l’unité de temps ; et l’angle nt -f- t étant ce que devient v quand 
e —o, représente le mouvement uniforme d’un corps tournant autour de AI dans une orbite 
circulaire : c’est ce qu’on nomme la longitude moyenne , par opposition à v, qui est la 
longitude vraie dans l’orbite. 

Si l’on substitue dans le second membre de l’équation 

v= nt -f- é + 2esin (1/ — *) — ~ e % sin2 (t/ — «) , 
la valeur de v quand e =0, en se bornant à la première puissance de e, on a 
v = nt 4- c 4- 2e sin ( nt -f- t — *) *, la substitution de cette dernière valeur, dans le 
second terme de l’équation, et de la précédente dans le troisième, donne ensuite 
v = nt 4- * 4 - 2e sin [nt -f- $ — « 4 " 2e s * n C nt 4 - • - * e a sin 2 {nt 4 “ * *) » 

d’où l’on tire , en développant, et en se bornant aux e a , la valeur cherchée 
v = nt 4“ 1 4" 2e sin ( nt 4 “ * — *) 4“ \ e * sin 2 ( nt 4- t — «). 

L’angle nt -f- t —«, ou la longitude moyenne moins la longitude du périhélie étant ce 
que nous avons désigné plus haut par nt 4" c, on tire de là c = 1 — «. 

Si l’on substitue la valeur de v de l’ordre e dans l’équation de l’ellipse, on obtient 
r = n(t — c 1 ) { 1 +e cos [nt t — « 4~ 2e sin [nt- f-1 — *)} J” 1 , 
ou en développant et réduisant, en se bornant aux e a , 

r== a £ 1 4" à e *— e cos (ni 4 - ‘ — «) — ï e a cos 2 [nt 4- * — 

On voit que dans les termes périodiques des expressions de r et de v, le numéro du 
multiple de ni 4“ * — * est le méme f î ne l’exposant de la puissance de e qui multiplie 
le sinus ou cosinus de ce multiple. Cela tient à ce que ces termes proviennent de la 
réduction des puissances de e sin ou cos [nt 4* t — *) en multiples, et à ce q Ue , dans 
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cette réduction, le plus haut multiple qui puisse être produit est égal, d apres la théo- 
iie de la multisection des angles, à l’exposant même de la puissance, et, dans ce cas 
par conséquent, à l’exposant qu’acquiert l’excentricité e. Si l’on voulait pousser plus loin 
ces développemens, la réduction, opérée pour les puissances supérieures, amène¬ 
rait les sin. ou cos. de tous les multiples inférieurs, savoir, ceux de numéro pair si 
l’exposant était pair, et ceux de numéro impair si l’exposant était impair j et si 1 on ras¬ 
semblait les résultats, les coefficiens- des sin. ou cos. de chaque multiple pair, for¬ 
meraient une série ascendante composée des seules puissances paires de l’excentricite, ou* 
réciproquement, et dont le premier terme aurait toujours pour exposant le numéro même 
du multiple ; de manière qu’en s’arrêtant aux e a , par exemple, on pousserait 1 approxima¬ 
tion aussi loin, pour les termes dont les multiples sont pairs, que si l’on allait jus¬ 
qu’aux e 3 . On peut aussi démontrer à priori, que les développemens doivent avoir cette 
forme, pour que les valeurs de r et de v ne changent pas de forme, selon qu’on place 
l’origine des anomalies au périhélie, ou à l’aphélie. (Voyez Méc. cél ., t, I, page 181 ). 

Position du Quant à la détermination de la position du plan de l’orbite, par rapport à un plan 
plunde l’orbiic. . gf) -^ y p inclinaison du premier plan au-dessus du plan des xy , et « la longitude du 
nœud ascendant , ou l’angle que fait avec l’axe des a: la ligne d’intersection de ces deux 
plans, compté dans le sens qui va des x positifs aux y positifs ; les formules ( 5 ) et (7) de 
la page 69, auxquelles on peut parvenir par l’intégration, ainsi que nous l’avons vu 
pour la seconde, page i55, servent à déterminer la longitude du mobile comptée sur le 
plan fixe, et sa latitude au-dessus de ce plan, lorsqu’on connaît la longitude sur le plan 
de l’orbite, l’inclinaison et la position de la ligne des nœuds. 

Fig. 17. Soit m le mobile , et b sa projection sur le plan des xy ; menons du centre C comme 
origine, les coordonnées rectangulaires Ciz, ab, bm , parallèles aux trois axes CX, CY, CZ; 
abaissons les perpendiculaires md et bd sur la ligne des nœuds CN, nous aurons 
mbd == y , XCN=ct, z.=mb = bd tangy, bd = ob cos a = {y — x tanga) cos « ; 
d’où l’on tire l’équation du plan de l’orbite z — y tangy cos et — x tang y sin *. 

Nous avons déjà trouvé pour ce même plan l’équation k'z + k"y -f- k m x = O : 

et comme l’on a£'=*cosy, la comparaison de ces deux équations donne. 

sin y cos * > k m = k sin y sin et ■ ainsi puisque k” et k m sont les projections de 
k sur les plans des x’z et des yz, on voit que le, cosinus des inclinaisons de ces plans, 
avec celui de l’orbite, ont pour expressions — siny cos *, et siny sm *. 

. Transforma- On peut transformer les coordonnées x, y, a en deux autres p et q , situées sur le 
ïïnc'M C ° 0r ’ plan de l’orbite , et rapportées à deux axes rectangulaires CP et CQ, passant par 1 ori¬ 
gine , et dont le premier, dirigé suivant la ligne du périhélie, fasse un angle PCN = * 

avec la ligne des nœuds. 

En effet, si l’on désigne par A, A', A" les cosinus des angles que font les axes 
CX, CY, CZ avec l’axe CP, et par B, B', B" ceux qui se rapportent à l’axe CQ, on 
aura, d’après les formules connues, 

x = Ap + Bq, y = À> + B'q, z = A> + 

Or, si Von considère la pyramide triangulaire CXNP, dont le sommet est en C, et on Von 
a XCN = *, PCN = C, XNP = 180° — y , on aura , d apres la formule fondamen¬ 
tale de la Trigonométrie sphérique , 

A = cos PCX = cos « cos Z — sin «c sin Z cos y ; 
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et de là, en changeant £ en 90° -f- £, B= cosQCX=— cos*sinC — sin * cos £ cos y, 
la pyramide CYPN, où NCY = 90 0 — *, donne de même 

A' = cos PCY = sin et cos C + cos tt sin S cos y, 
et de là, en changeant Cen 90°-f-C, B = cos QCY=—sinet sinff-f-cos « cosfcosy ; 
enfin la pyramide CZPN, où l’angle planZCN est droit, etoù l’angle dièdre PNZ=go°—y, 
donne ’A" = cosPCZ = sin S sin y, et de là B" = cos QCZ =3 cos* sin y. 

Quant aux valeurs de p et de q, comme l’on a dans le plan de l’orbite mCP = i/—«, 
on tire de là p = r cos ( v — v) , q = r sin ( v — « ) , ou en mettant pour les second» 
membres leurs expressions en fonction de l’anomalie excentrique, 
p = a (cos u — e ) , q ■=. a \/1 — e a sin u. 

Ces équations servent à déterminer x, y , z en fonction des élémens et de l’anomalie 
excentrique, et elles font voir que l’on peut, au moyen de la relation qui lie les ano¬ 
malies moyenne et excentrique , développer aussi les valeurs de ces coordonnées en 
fonction des sinus et cosinus de l’angle nt -}- c. 

On voit, en résumant ce qui précède, qu’on peut regarder les six quantités a, e , *>, «, y, * 
comme étant des constantes qui proviennent de l’intégration des équations du mouvement 
elliptique, et que c’est de la valeur du moyen mouvement nt, jointe à celle de ces six 
élémens , dont le premier est une ligne , le second un nombre, et dont les quatre autres sont 
des angles comptés à partir de lignes fixes, que dépendent la détermination du lieu du 
mobile, de la nature et de la position de son orbite. 


CHAPITRE II. 


Mouvement troublé. Vaviations des élémens . 


Avant de revenir à la considération du mouvement troublé , nous allons établir une 
proposition importante, relative aux constantes arbitraires qui proviennent de l’intégration 
des équations du mouvement elliptique. 


Supposons, pour cet effet, ^ = x t , ^ —y>) df = z * » » y>» z « étant ainsi 


dz 


Lemme fon¬ 
damental sur la 
variation des 
constantes arbi¬ 
traires. 


les composantes, parallèles aux trois axes, de la vitesse dn corps m au bout du temps t\ dési¬ 
gnons aussi par V l’intégrale de l’expression de la force du corps central M, regardé comme 
immobile , sur le corps m, multipliée par l’élément de sa direction, en sorte qu’on ait 



Les équations (1), (2), ( 3 ) de la pag. 219 , où l’élément du temps est regardé comme 
constant, et où les variables x } y } z sont indépendantes entre elles, deviendront alors 


dx t 4* j- & = 0 » d y* + -j- dt = o, dz x -f -j- dt = o .... (c). 

Supposons-les intégrées avec six constantes arbitraires, que nous désignerons générale¬ 
ment par les lettres a , b, c, e y f, g : la substitution des valeurs qui en résultent pour 
les variables, dans ces mêmes équations, devra rendre celles-ci identiques ; le temps 
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et les constantes devront se détruire, sans prendre de valeurs particulières, pour que 
les équations soient satisfaites. Puis donc que les constantes doivent demeurer arbitraires, 
on peut les faire varier, et il est permis de différencier les équations du mouvement, par 
rapport à une ou plusieurs d’entre elles, sans que ces équations cessent d avoir lieu. 

Désignons par î une espèce de variations des constantes arbitraires , et par A des va¬ 
riations différentes des mêmes constantes, en conservant la caractéristique d pour expri¬ 
mer la variation par rapport au temps t. Comme x,y , z sont des fonctions supposées 
connues de t , a , b, c, e, f, g t l’on a 

. dx . . dx ., dx , dx . . dx ,/• . dx . 

>* = Ta ta+ db lb +É> ,,+ JÏ te + W f+ ' 3 é **' 

dx A . dx , dx ,dx dx > , dx 

Ax = Ta Aa + Tb Ab + dS Ar + * Ae+ df^ + T s 

et ainsi de suite. 

Faisons varier successivement la première des équations (c) par rapport à / et à A , et 
retranchons le second résultat, multiplié par <Lc, du premier multiplié par Ax, nous 
aurons , en remarquant qu’on a en général i'.du — d.ïu, A.du = d. An : 

Axd.îxt — ïxd. Ax, 4- AxS'. ^ — S'xA. ~ = o. 

Or, on a Axd.tx , = d{AxïxJ - ïx.d.Ax, ïxd.Ax t = dÇïx A*,) — Ax,d.ïx- 
on a aussi, par la nature de x ,, et des variations A et i'". 

d.&x = Ax t dt, d.i'x = ^'x l dt , 

d\ _ 

ce qui réduit l’équation précédente à d (Ax^r, — ïxAx ,) + Ax«T. ?x&. ^7— °i 

et comme les variations des équations relatives à y et z donnent de semblables relations * 
on a , en les réunissant, 

d ( AxJx-, — J'xAx, -f* Ay<Ty, — J'yAy, -f- AzJ'z, — ezAz, ) 

+ £ +A ^' =o- 

La quantité Y étant une simple fonction des coordonnées x, z, ne contient les 
constantes qu’autant quelles entrent dans les valeurs de x, y , z, ce qui donne 

A ^ = £V ix + etc > 

cfc rfx a r/xJy *' <^x dx 

et ainsi de suite. Ces valeurs font voir que tous les termes de la seconde ligne de 1 équation 
précédente se détruisent mutuellement*, et on tire de là, en intégrant l’autre partie , 
la relation cherchée 

Axïx t — ^xAx, + Ayty, — tyAy, + — <^Az, = const. 


Ainsi la fonction des variations des coordonnées et des vitesses , prises par rapport aux 
constantes arbitraires, qui forme le premier membre de cette équation, jouit de cette pro¬ 
priété singulière, qu’en y substituant les valeurs des variables exprimées par le temps et 
par les constantes arbitraires, elle doit devenir indépendante du temps, et ne plus con¬ 
tenir que ces mêmes constantes, avec leurs différentielles premières. 

Supposons maintenant qu’on ajoute respectivement aux seconds membres des trois 



équations (c ). les termes ~ dt dt, ~ dt, afin de rendre ces équations analogues Rédaction da 
* v ' 1 dx dy az ° mouvement trou- 

à celles du mouvement troublé (A); on pourra (voyez pag. 119 et i 85 ) satisfaire à la * 3 ii^ue!‘ 

totalité de ces équations, au moyen des expressions de x, y, z, en fonction du temps et 
des constantes arbitraires, qui proviennent de l’intégration des équations sans dernier 
terme, pourvu qu’on rende variables ces constantes arbitraires *, mais celles-ci étant 
en nombre double de celui des variables, et des équations auxquelles il faut satis¬ 
faire, on pourra les assujétir de plus à un nombre de conditions arbitraires égal à celui 
de ces variables. 

Les conditions les plus simples et les plus convenables, sont que les valeurs de x x> 
y t , z, conservent aussi la même forme que si les constantes ne variaient pas ; c’est-à-dire 
qu’on ait, en désignant par <f la variation par rapport à toutes les constantes arbitraires, 
les équations Jx = o, J'y = o , J)z = o. De cette manière , non-seulement les es¬ 
paces parcourus par les corps , mais encore leurs vitesses, seront déterminés par des 
formules semblables , soit qu’on considère ou non l’action des forces perturbatrices ; 
l’ellipse variable deviendra osculatrice de la véritable orbite du mobile, et les équa¬ 
tions différentielles entre les nouvelles variables seront en nombre double, mais du 
premier ordre seulement. Nous avons déjà posé les trois premières; il en résulte que 
les différentielles secondes de x ,y, z, par rapport au temps, seront augmentées lorsque 
les constantes deviendront variables, des seuls termes £r,, J'y l , ^z,. Si l’on substitue 
leurs valeurs complètes dans les équations du mouvement troublé : comme la partie 
des premiers membres de ces équations, qui ne provient pas de la variation des cons¬ 
tantes , a lieu séparément, puisque les équations (c) se vérifient identiquement, quelles 
que soient les valeurs des constantes , l’autre partie doit satisfaire aussi au reste des 
équations ; d’ailleurs Y , qui est une fonction des coordonnées et non des vitesses, ne 
prend pas d’accroissement quand les constantes deviennent variables; on a donc sim¬ 
plement 

. da j i _ da , > da # 

**' = di d ‘‘ = Ty = dî 

équations qui donnent, en les ajoutant, après les avoir respectivement multipliées par 
Ao?, Ay , Az, 

k / dn , dn . ,da \ 

AxJ'x, + A yïy, -f- A zïz t = ^ Ax + + fa ) dt = A ndt. 

On tire de là, en retranchant du premier membre la quantité ïxAx t -f- JyAy x + J'zAz,, 
qui est identiquement nulle , en vertu des équations = o, =• o, «Tz = o : 

An dt = Axf'X ( — £rA;r ( AyJ'y, — tyAy, - 4 - A zJ'z l — ^zAz, ; Propriété de la 

fonction pcrtur- 

et le second membre de cette équation étant précisément la même fonction que nous Patrice, 
avons vue être constante ou indépendante du temps, on voit que la fonction des 
masses et des distances , dont les d.fférentielles partielles expriment les composantes des 
forces perturbatrices , a aussi la propriété remarquable que sa variation, par rapport aux 
seules constantes arbitraires, est indépendante du temps : de telle manière, qu’après avoir 
substitué dans son expression les valeurs de x, y, z en fonction du temps et des cons¬ 
tantes arbitraires, on peut y faire t nul ou égal à une valeur quelconque. 
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Soient donc a, C, y, a, ft, t les valeurs de x , y, z, x t , y, , z, quand t = o : on 
pourra les substituer dans le second membre de l’équation précédente, qui se réduira 
ainsi à la forme 

ACldt = A*<JA — JaAX -f- Aejju — J^oAju -f- Ay«N J'yAr. 

Variations des Particularisons maintenant A, et supposons d’abord qu’il désigne une variation par 


coordonnées et 
des vitesses ini¬ 


tiales. 


rapport à * seul, en sorte qu’on ait AA = o, A* — o, etc. : nous aurons alors simplement 

~ A udt = Aaèx, d’où l’on tire fx = ^ dt ; 

le second membre de cette équation étant une fonction de l’élément du temps, on voit què 
Ja variation marquée par la caractéristique f, peut maintenant être rapportée également 
au temps t\ ainsi il est permis et même convenable de changer le en d, ce qui donne 

dx r=ÿ dt. 

dit 

Les mêmes considérations, appliquées successivement aux variations de £, y, A , ft, », 
donnent aussi 


a*» 




d*= dt, 

dx ’ 


de ==_ pdt, 

dft 




équations qui, étant jointes à la précédente, peuvent servir à déterminer d’une manière 
bien simple les variations des coordonnées et des vitesses initiales, dues à l’action des 
forces perturbatrices. 

Expressions çe- Cependant comme l’usage astronomique, de même que l’intégration , introduisent, 

neralcs des varia- comme nous Payons vu, d’autres constantes arbitraires , savoir, les six élémens du mou- 
lions oc fl en 1 

fonction de celles yement elliptique, ce sont leurs variations dont il faut obtenir les expressions, et on 
* o t «. tus. p eu t y parvenir aisément, au moyen des équations précédentes, en regardant ces elemen» 
comme des fonctions de et , C, y, a , ft , », ainsi qu’ils doivent l’être nécessairement. 

En effet, désignons, comme au commencement de ce chapitre, ces élémens par les 
lettres a, b , c , e, f, g, on a alors 

da, 
dâ° 


2 /da dit dn de da dy dCl dx dsi dft dCl dt\ 

, = \dâdâ ‘ ~d* da ' dy da' d* da dft da dv daj * 

ou en mettant pour P, P, etc., leurs valeurs tirées des équations précédentes y 
d * 


dn 

da 


da. * 

, da. , 

il = Ta dX + 


f df . + d . _ 

da da da 


**-Ta** ~ T« dv - 


d ^Ta d ° + % db + 7 c d ° + S * + % d f+ % 


on a d’ailleurs 

et il en est de même pour les variations de toutes les autres constantes; si l’on suppose donc 


da dx dx da 


— — — — , dp d! ay oy _ r a k~\ 

da db da db da db da db da db da db * 


da dx 
db da 


dx da 
db da 


dy dt 
da db 
dy dt 


d ; dy 


dt dy 


de dfc dfi dt ay ar _«y _ a ~i 

db da db da db da db da * 


da dx dx da de du du dZ 

**-<û-Tadi+d a £-£dc+* Q ' = t ““ de su,te ' 
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on aura ^ dt = l a > h l db + t a > c ~\ dc 4 “ [>,e]cfe + [a,f~\df - f- [ a ,g] dg t 

2 g * = [b,aida + [ 4 ,c] de + [6,e]<fe + [ 4 , /]<?/+ [ 4 ,j] «%, 
etc. 

Les coefliciens représentés par des lettres entre crochets carrés, sont, par leur na¬ 
ture , indépendans du temps ; la valeur de ces symboles est nulle lorsque les deux lettres 
sont les mêmes , et elle change seulement de signe quand on y change l’ordre de ces 
lettres , en sorte qu’on a [a,a] = o , [ b,a] = — [ a ,6], etc. 

On voit ainsi que les expressions générales des différentielles partielles de la fonction û, 
par rapporta chacun des six élémens du mouvement elliptique, multipliées par l’élément du 
temps, sont données par la somme des différentielles des cinq autres élémens, multipliées 
par des coefliciens indépendans du temps, qui sont égaux et de signe contraire pour les 
élémens correspondans ; de manière que si l’on représente par / le coefficient de db dans la 

valeur de dt, — l sera le coefficient de da dans la valeur de dt , et ainsi de suite. 

Une conséquence qui resuite de ces formules, c’est que la variation de la fonction fl, en 
tant qu’elle dépend de celle de tous lesélémensa, b, étc. du corps troublé, doit être nulle. 

En effet, si dans la différentielle complète ^ da-\~ ^ db -f-etc. de fl par rapport aux 
élémens de m, on substitue les valeurs précédentes de ^ , etc., tous les termes se dé¬ 
truisent mutuellement. Ce résultat remarquable tient à ce qu’on peut supposer, ainsi 
que nous l’avons vu page 1 85 , que l’orbite reste constante pendant l’instant dt , et qu’elle 
ne varie que d’un instant à l’autre. 

Les formules précédentes donnent les valeurs des différentielles partielles de fl en 
fonction des variations des élémens, tandis que le problème proposé est inverse, puis¬ 
qu’il consiste à déterminer les variations de chaque élément en fonction des forces per¬ 
turbatrices ; mais comme on doit prévoir que le calcul des coefliciens de chaque terme 
en fera disparaître un grand nombre, et qu’il suffira ensuite d’une simple élimination 
entre les équations définitives, pour obtenir les variations de chaque élément en parti¬ 
culier, on peut se servir des formules dont il s’agit pour la détermination cherchée, 
et cette marche, quoiqu’un peu indirecte, est la plus simple pour le calcul. 

Ces formules, au nombre de six, contenant chacune les variations de cinq élémens 
le nombre total des coefliciens qu’on doit déterminer est de trente; mais il suffit* 
d’après la remarque faite plus haut, d’en connaître la moitié, pour en conclure l’autre 
immédiatement par un simple changement de signe. Le calcul de ces quinze premiers 
coefliciens étant encore un peu long, on a cherché à le simplifier en déterminant direc¬ 
tement quatre des équations dont on a besoin, au moyen des intégrales premières du 
problème, et nous allons exposer ce procédé d’après M. Poisson. 

Nous avons trouvé, dans le mouvement elliptique, les équations 

dr a + + à* _ ~ i xd y ~~ V dx ___ ;/ 


Recherche di¬ 
recte de quatre 
tic ces variations. 
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Dans le cas du mouvement troublé, les seconds membres de ces équations, au lieu d’être 
nuis, sontf ( ^ dx 4- ^ dy + ^ &) pour l'une < et /( x f? - J e) * p0 “ 

fautre. Pour exprimer que les équations ont la même forme dans les deux cas, il suffit de 
supposer que les constantes h et k' deviennent variables dans le second, par l’effet des 
forces perturbatrices, et de poser 

,, dci , , dci .dd j .y, / dCl dcï\ j 

M^-^dx + ^dy + j-dz, dk = (x^ - y^) dt. 

On peut mettre ces valeurs sous une forme plus convenable , et y substituer les coor¬ 
données polaires aux rectangulaires. En effet, la première est la différentielle com¬ 
plète de Cl par rapport aux coordonnées du corps troublé. Or, nous avons vu que 
ces coordonnées pouvaient être exprimées en fonction de la seule variable nt c. Si 
donc on regarde comme constant le coefficient n qui multiplie f, supposition que 
nous vérifierons dans la suite, on aura simplement 

da , dci dci j dci . 

E dX + 7Ty d y + dï dz - 7TJÏ n *> 

ce qui donnera, en remarquant que si R est une fonction de nt + c, on a en général, 

dR dR i», . 7, dCl j 

, 1 équation. dh = n-^ dt. 

Pour transformer d’une manière analogue la valeur de dk\ il faut reprendre les express 
sions de x et y' en fonction de pet de q, données à la fin du chapitre précédent, en y met¬ 
tant pour A, B, etc., leurs valeurs. Elles donnent alors, en observant que p et q ne sont pas 

fonctions de «, ^ = — y , ^ = x *, et comme l’on a, en regardant* comme fonction 


dx 

, , dCl dCl dx 

de x et de y, — = --- . 

du doc da. 


■ —j— -j—, on tire de là -7- = x —z -y -3—. 

dy dx du dy J dx 


On peut parvenir au même résultat sans recourir aux formules de la transformation 
des coordonnées, en remarquant que puisque et ^ désignent les composantes des 

, 7 j t . , dCl dCl 

forces perturbatrices suivant les axes des x et des y, la quantité x —-y — exprime 

le moment de ces forces autour de l’axe des z. Ce moment est indépendant de la coor¬ 
donnée z } et il serait le même dans le cas où l’on aurait 2 = o, et où le mobile se trou¬ 
verait sur la ligne des nœuds. Or on a, sur cette ligne, x= r cos a, y = r sin<t; aoù l’on 
tire, en transformant les différentielles partielles (ainsi que nous l’avons déjà fait p. m6), 

dCl dCï dCl J1r dCl . 

x -j -V -7- = -j- » et de la dk = -j- dt. 

dy J dx dx* dx 

Cette formule fait voir que la différentielle du double de l’aire décrite dans l’unité de 
temps parla projection du rayon vecteur sur le plan des xy , est égale au produit de l’élé¬ 
ment du temps par le moment des forces perturbatrices autour de l’axe des 2, ou par 
la différentielle partielle de Cl par rapport à l’angle « : angle dont le sommet est à 
l’origine, qui est situé dans le plan des xy , perpendiculaire à l’axe de rotation , et 
qui varie dans le mouvement autour de cet axe; et comme ce théorème a lieu, quelque 
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«oit le plan que l’on considère, pourvu qu’il passe par l’origine des coordonnées , on peut 
en profiter pour obtenir deux nouvelles formules, sans recourir à la considération des deux 
dernières équations que donne le principe des aires. 

Eu effet, si l’on prend le plan même de l’orbite pour celui sur lequel a lieu le mouve¬ 
ment , et G pour angle variable : le moment des forces perturbatrices autour d’un axe per-* 
rfn 

pendiculaire à ce plan sera , laire élémentaire correspondante sera dk, et l’on aura 


pàr conséquent dk = dt. 

De même, si l’on considère le plan de l’angle y, ou le plan mené par l’axe CZ et 
par une perpendiculaire CR au plan de l’orbite, le moment des forces perturbatrices sur 
ce plan sera ; on aura donc, en désignant par dg la projection de l’aire élémentaire dk 

sur ce plan , dg= -^dt, et il ne s’agira plus que de déterminer dg. 


Or l’on sait, d’après la théorie des projections, qu’étant données celles d’une aire plane 
sur trois plans rectangulaires, on aura sa projection sur un autre plan passant aussi par l’ori¬ 
gine , en prenant la somme des premières, respectivement multipliées par les cosinus des 
inclinaisons de ce plan aux trois plans coordonnés. Dans le cas actuel, une aire élémentaire 
est donnée, sâvoir dk ; ses projections sur les trois plans des xy , xz et^yz sont dk', dk", 
dk m ; le premier plan est perpendiculaire au plan de l’angle y, le second fait avec lui un 
angle complément de *, mais qui, étant situé du côté des^y négatif», doit être pris avec le 
signe —; enfin le plan des^z fait, avec le plan de l’angle y, l’angle et ; on a par conséquent 
dg = dk" cos («t — 90 0 ) dh m cos et ~ dk" s in et -4- dk" cos et; 
et comme nous avons trouvé pag. 222, k" = — k siny cos et, k m = k siny sinee ; 
on tire de là 

dg =— sm*[d(ksiny) coset —k sinysin*rfût]-|-cosa[rf(Asiny) sinet-f-ftsiny cosarfa] z=ksiaydot, 

ce qui donne enfin l’équation cherchée k sin yrfat = — dt. 

dy 


Rassemblons maintenant les formules précédentes, qui ont lieu pour une loi quel¬ 
conque d’attraction, et substituons-y, pour h, k et k', leurs valeurs dans le cas du 
mouvement elliptique, savoir, 

h=— —, k = }/^a(i — e a ) s=t a*n[/i — e % , à' = fccosy; 

2 a 

nous aurons dh = = — da } dk' — dk cos y — k sin y rfy, 

2a 2 ' 


<«=i \/ ! ^~ da - V/î^ e<,e =T v '' =? d a~£=^ *;• 


rfn T on . 
et de là dt — — > 

J Âdt= a -V'7=?da- 
(IC 2 


rfn 


__ .de, < ^dt=ia*nV'i —e a siny det r 

y 1—e a «y 


— dt = — i/i — e*co syda - ; — cosyrfe—1 — e* siny dy. 

det 2 y/i — e a 
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Détermination La loi que nous avons observée, p. 227 , dans les expressions générales des différentielles 
res ëtjoationT'^à partielles de O, nous permet de conclure presque immédiatement, de ces quatre équations, 
l’aide des précé- nn 


' les deux dernières.En effet, puisque lavaleurde ~ dt par exemple, contient le terme ~ da, 

celle de ~ dt devra contenir le terme —-—de : la valeur de -y- dt ne contenant point d# 
da 2 dy 

terme multiplié par da, celle de dt ne renfermera pas non plus de terme en dy ; et 
ainsi de suite. On voit par là que les expressions des différentielles partielles de Cl, par 
rapport aux deux élémens a ete, seront de la forme 

^ dt = — — de — — (d£ + cos y d*) + [«,«] de. 


1 dt = (de + 

y /1 — e 2 


1 y du) — [a,e] da. 


_ . dxdx , dxdx, , dydy, dy dy, dzdz , dzdz r 

en désignant par [«,«] le coefficient^- +^__ ^ + 

qui est le seul qui ne puisse pas être déterminé parles équations précédentes,et ne puisse 1 être 
que par le calcul direct. Or, si l’on reprend les valeurs x = Ap-f-Bq,^ = Ap+B'q, de la 
page 222, en remarquant que les cosinus A, B, A', B', etc. ne dépendent nullement de a ni 
de e, qui sont les dimensions de l’ellipse, et que l’on a d’ailleurs A 2 + A' 2 + A" a =i, 
B 2 4. B'* + B" 2 = 1, AB + A'B'-f* A" B"= o : on aura, en faisant ^z=p t , ^ = q,, 

_ dp dp , dp dp , dq dq t dq dq, 

L°> e J da de de da da de de da 

_ t , da 

Mais p = a ( cos u — e ), q =a y 1 — e 2 sin u, d’où l’on tire p, = — asmu -jp, 

q, =a \/1 — e 2 cos u ^, ou en ayant égard à l’équation ndt = ( 1 — e cos u)du de 

lapag. 220: on sin u an\/ 1—e 2 cos u 

Pi-, o, =-. 

* —- e coa u 1 — e cos u 

On voit par là que tous les termes du coefficient cherché auront sinu en facteur com¬ 
mun ; et comme ce coefficient doit être indépendant du temps, on peut y supposer par 
exemple nt=— c, ce qui donne u = o, et de là [a,e~\ = o. 

Transformation Les équations précédentes sont maintenant en nombre suffisant pour la détermination 
de variables. cherchée ; mais avant d’en tirer, par l’élimination, les variations des élémens, il faut 
substituer aux quantités cet £, introduites par l’intégration et par la théorie des momens, 
leurs valeurs en fonction des deux élémens t et «, qui désignent la longitude de l’époque, et 
la longitude du périhélie, comptées à partir d’une ligne fixe située dans le plan de l’orbite. 

Nous avons trouvé pag. 221, c = * — u, ce qui donne dc=dt — du. Quant à l’angle u , qui 
est indépendant du lieu du nœud, son accroissement provient uniquement du mouvement 
du périhélie pendant l’instant dt ; tandis qu’il est aisé de voir que celui de l’angle qui ex¬ 
prime la distance du périhélie à la ligne des nœuds, se compose du mouvement du périhélie, 
moins le mouvement du nœud sur le plan de l’orbite, ou de ^accroissement de l’angle u, 
moins celui de a projeté sur le plan de l’orbite ; on a donc d<o ■= du — cos ydn. Or, si 1 on 
considère alternativement Cl comme une fonction de c, £ et a , ou de f, u et a, et qu on 
désigne par C~j~) sa différentielle par rapport à «, prise dans la première hypothèse , 
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on obtient l'équation identique, 

do , , do ja . / do\ , do , do - do _ 

3F dc + dl di + W d ~ ~d. * + ST d “ + di d *’ 

ce qui donne, en mettant dans le premier membre, pour dc et di, leurs valeurs, et en 
comparant séparément les termes multipliés par dt, du et du, 

do. _ do do __ do do do. __ /do\ do 

dt ' dc * du di de * det \ dot) di ° S ^ 

Si l’on remet pour les seconds membres leurs valeurs, et qu’on substitue, dans les trois 
autres équations, celles de dc et de di , on aura le système de formules suivant : 

dO , an dO ,_ an an . - -, 

7 -dt = T da, ^dt = -_* + _ (l _ v / 1 _ e . )<? , ( 

d £d t = -£^d., fdt = - a -ï^-ÿ7=F)da--££=de, 

de ÿx—e* du a K v J y/i—e* 

— dt = — a a n y/1 — e a sin y dy, dt r= a a n [/1 — e a siny da; 


d’où l’on tire, avec une grande facilité, les valeurs définitives des variations des six élémens, 


, 2 dO . 

savoir : da =- r dt , 

an dt 


2 au , y î — e” , . /-n an , 

an da a'ne v r cre 

^ - *■> i + ar>* 

1 —e a fta 


Expressions des 
variations des six 
<*lemens du mou¬ 
vement ellipti¬ 
que. 


dt , dy — • 


__ dq Jf 

a*n \/1 — e a siny dy * a*n y/j — e a s j ny da 

On peut remarquer dans ces expressions la même symétrie, par rapport aux coefficiens, 
qui a lieu dans celles des différentielles partielles de O ; ainsi, la valeur de da , par 

exemple, contenant le terme — -j- df, réciproquement l’expression dedi renferme le 

terme — — ^ dt. dont le coefficient est le même et de signe contraire. Les deux der- 
an da 

nières équations forment un groupe distinct, qui sert à déterminer les variations de l’in¬ 
clinaison et du mouvement du nœud, et qui est indépendant des différentielles de £î par 
rapport aux autres élémens. 

Il ne nous reste plus maintenant qu’à légitimer le procédé que nous avons suivi, en 
supposant que n ne varie pas lorsqu on prend la différentielle de O par rapport à nt. 
Pour y parvenir, faisons varier n , et voyons ce qui eu résultera dans la valeur de dt. 
On voit d’abord que la différentielle de l’angle nt -f- £ sera augmentée du terme tdn , 
qui devra faire partie de cette valeur ; d’un autre côté — croîtra du terme ^ pro¬ 
venant de ce que n est fonction de a. Ainsi, pour passer du cas de n constant à celui 

de n variable , il faudra retrancher de la valeur de dt la quantité tdn — — ~ ^ j». 

an dn da * 

r . v do do 

et comme on a, en ne faisant varier SI que par rapport a n, -j- = t , cette quantité 
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deviendra, en mettant pour ^ sa valeur donnée au bas de la pag. 229 , tdn — t -j^da ; 

et elle sera nulle, puisque n n’étant fonction que de a, la différentielle dit est égalé à ^ da.' 

On voit par là qu’on peut, dans le mouvement troublé, ne pas différencier par rap¬ 
port aux a qui entrent dans n , et supposer que l’anomalie moyenne est représentée par 
fndt -f- c au lieu de nt + c; ce qui a l’avantage d’empêcher que le temps t ne sorte hors des 
signes sinus et cosinus, lorsque les quantités que l’on considère sont périodiques. Si 1 on 
désigne alors par 4 le moyen mouvement fndt dans le mouvement troublé , l’équation 

n = \f — . donnera dn — — | \I ^ — = — — da = - à ~r~ dt, et l’on tire de là. 

Va 3 V a J a 2 a a (U 

Variation du ] a variation finie du moyen mouvement, qui provient des forces perturbatrices, et 

moyen mouve- “ ..... . ,,, 

meut, qui doit être ajoutée a la partie elliptique nt de cet clément : 

lî=fndt = -Zff'- d £dt'. 


CHAPITRE III. 


Développement de la fonction perturbatrice. Principes des approximations 
successives.Distinction entre les termes séculaires et les termes périodiques. 


Nous venons de voir, dans le chapitre précédent, de combien de belles propriétés jouis¬ 
sait la fonction n, qui peut être considérée en général comme 1 intégrale, prise par rapport 
aux seules coordonnées du corps troublé, de la somme des composantes de toutes les forces 
perturbatrices , multipliées chacune par l’élément de sa direction. Reprenons maintenant 
la valeur de cette fonction, qui se rapporte à notre système planétaire , afin d en examiner 
la nature, et d’indiquer par quels procédés on parvient à la développer convenablement. 

Nous avons trouvé, page 218, dans le cas d’un corps m soumis à l’action des corps 


M, m\ m ", etc. 


Nature de 
fonction n. 




etc. ; 


et il s’agit de déterminer la valeur de Or, soit v' la longitude du corps m', comptée 
dans le plan de son orbite à partir d’un axe fixe, et V l’angle compris entre les deux 
rayons vecteurs r et / : on aura, dans le triangle formé par ces rayons et par la distance 
mutuelle p des deux corps, = r 2 + r' 2 — zr/ cos V; 

et la question sera réduite à exprimer l’élongation Y en fonction des longitudes v et v . 

Si l’on désigne pour cet effet par I l’inclinaison réciproque des plans des orbites de m et 
de m', par A et a' les angles que fait la ligne d’intersection de ces deux plans avec les axes 
fixes situés sur chacun d’eux : la considération delà pyramide triangulaire, dont les trois 
arêtes sont les rayons r, r' et la ligne d’intersection , donnera 

cosY = cos (w — a) cos (✓ - a') + nn (v — a) sin (✓ - a') cosl. 

Si l’on prend l’axe fixe situé sur le plan de l’orbite de m', de telle manière qu’on ait a'= a, 
çt qu’on substitue 1 — 2 sin* 3 I à cosl, on aura, en développant, 

COS Y = cos (t/ — v) -f- sin* î I Ccos(v' + v — 2A ) ““ coa ( v 
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doù l’on tire, en faisant cos (u' + v — 2A) — cos (</_ v) = A 

P* = r* + r'* — Q’Y cos (/ — v) — ar/' sin 9 i I a 
• a * * 

expression tout-à-fait indépendante des axes. 

Quant à la valeur de I, il est facile de la trouver en fonction des încI : nasona y et y' des 
deux orbites au plan fixe des xy , et des longitudes « et de leurs noeuds , comptées sur 
ce plan, en cous,durant la pyramide triangulaire dont les trois arêtes sont les deux 
lignes des nœuds et 1 intersection mutuelle des plans des deux orbites. En eîTet, on 
connaît dans le triangle sphérique correspondant, un coté . — et deux amdes y' 

Z lL° 0 7’.7T Câté; r a "? l06ie COn T d0Me al0rs ’ P ° Ur k tro ' 3 'ème angle°I, dans 

le cas ou y est plus grand que y comme dans le cas contraire, la formule 
cosl = cosy cosy' -f- siny sin y' cos (* — 

Ces valeurs , qui, étant accentuées, s’appliquent également à chacune des planètes per¬ 
turbatrices m ,m , etc., prouvent que fl se compose en général d’une suite de fonctions 
des rayons vecteurs et des sinus et cosinus des longitudes, des inclinaisons et des angles des 
nœuds de chaque planète,.multipliées par la masse perturbatrice correspondante. Ainsi, pour 
pouvoir prendre les différentielles partielles de cette quantité par rapport aux élémens, 
et es intégrer, après les avoir multipliées par l’élément du temps , il faut nécessairement 
y substituer, pour r , r", u, v , v", etc., leurs valeurs en fonction de ces élémens et du 

temps , ce qm semble d’abord impossible, puisque cela suppose déjà le problème résolu. 

Heureusement les observations apprennent que la masse de la plus grosse planète de 
notre système est au moins mille fois plus petite que celle du Soleil, et que le rapport 
des masses de tous les satellites , excepté la Lune , à celle de leur planète principale 
est encore bien plus petit. Il en résulte que les termes qui sont affectés de ce rapport’ 
dans les équations du mouvement troublé, sont, par cela seul, très petits par rapport 
aux autres. On peut donc y substituer des valeurs des variables qui ne soient qu’appro- 
chees, puisque la petite différence qu’il y a entre ces valeurs et les véritables, ne pourrait, 
lorsqu elle serait multipliée par ce rapport, qu’en produire une doublement petite dans 
es résultats, suivant qu on y aurait egard ou non. Ainsi, après avoir, dans une première 
approximation, négligé les termes qui dépendent des masses perturbatrices, on doit, pour 
en former une seconde, où l’on ait égard à la première puissance des masses substi- 
tuor dans O, au lieu des variables r, /, v, v', elc., les valeurs que l'on a obtenues déni 
la première. Si l'on veut ensuite former une troisième approximation où l'on ait é^ard 
aux seconde» dimensions de ces masses, il faut substituer dans n lés valeurs des va- 

riables qu a données la seconde, et ainsi de suitp ■ rL •> , , 

. . a j J M üe su,re > de niamere que les valeurs qu’on 

substitue dans fl so.ent toujours d'un ordre inférieur d'une unité, par rapport aux 
masses, a ce m auquc on veut se borner. On voit que pour arriver à un certain ordre il 
faut avoir passe par tous les précédens, et que c'est par ces degrés successifs qu'on re- 
médie à l’impossibilité d une solution rigoureuse. 

Il résulte aussi de ces considérations que, dans la seconde approximation, ou peut s.™). su- 
considérer séparément les effets de chaque corps qui trouble le mouvement de m , en P ro *“»» lio “- 
regardant tous les autres comme nuis; car si l’action de m\ par exemple, modifie le 
mouvement de m', les ternies qui en proviennent ont m" en facteur commun • et si 6 
termes en introduisent à leur four de nouveaux dans l’expression du mouvement de m > 

3 Q 
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ces derniers sont nécessairement affectés du produit mm", et doivent par conséquent être 

négligés lorsqu’on se borne à la première dimension des masses. 

Supposons donc m" = o, m" = o, etc. ; substituons pour f sa valeur dans celle de Cl, 

nous aurons 

„ m ' -- Cco.(v'-v)+«b*}I.A]; 

y/ r * _f_ y 2 — nrr' cos ( — v) — a rr' sin a j I. A r 

et il faudra mettre dans cette expression, au lieu de r,/, v, v', les valeurs quelles ont 
dans le cas du mouvement elliptique. 

La somme des Nous avons vu qu’on pouvait développer ces valeurs suivant les puissances des ex- 
muhi; les dans cen t r icïtés, et les sinus et cosinus des multiples des anomalies moyennes ;or, le coeffi- 
Î.TÏÿ£î“ cient numérique qui affecte l’angle • , *ous le signe cosinus, dans un terme quelconque de 
UUJ,C - l’expression de r, étant le même et de signe contraire que celui de l’angle nt + * 

(puisque cette expression se compose des cosinus des multiples de nt -f- * — la somme 
de ces coefficiens est toujours nulle ; il en est de même de celle des coefliciens des ang es 
n > t et J > qui entrent sous le signe cosinus dans la valeur de / ; et cela a lieu aussi 
par rapport à des puissances quelconques de r et lorsqu’on y réduit les puissances et 
produits de cosinus en multiples. On voit de plus, en examinant les valeurs de v et ✓, que 
ai on les substitue dans les fonctions cos (v' - v) et cos (v + v - 2A), qui entrent 
dans l’expression de ,, et qu’on les développe suivant les cosinus multiples, la somme 
des coefficiens de tous les angles qui entrent sous le signe cosinus est toujours nulle , 
quoique les angles *, * et a n’ayent pas toujours des coefficiens respectivement égaux 
et de signe contraire à ceux de nt + ., nt + et de leur somme. Il en sera de même 
pour des combinaisons quelconques de ces quantités , par la nature des fonctions pério¬ 
diques-, ainsi a jouira de cette propriété; et si l’on représente l’un quelconque de ses 

termes par. m'K cos( i'nt — int -f- i't — it — g" — g* — a g " x ) > 

i } g f g' t g" étant des nombres entiers nuis, positifs ou négatifs, on aura la relation 

ï — i — g — g — zg" = o. 

On peut aussi démontrer à priori que cette équation doit avoir lieu, et qu’elle résulte 
de ce que la valeur de fl, et par conséquent celle de chacun de ses termes, doit être 
indépendante de l’origine des longitudes. En effet, supposons cette origine déplacée 
d’une certaine quantité qui soit la même dans chaque orbite : les angles nt + c, 
n ' t _j_ t ' } « > J et A seront aussi chacun augmentés ou diminués de cette quantité ; si donc on 
veut que toutes les combinaisons de ces angles, qui entrent sous le signe cosinus, restent 
les mêmes malgré ce changement, il faut que la somme de ces additions ou diminu¬ 
tions soit séparément égale à zéro dans chaque terme, ce qui ne peut avoir lieu que 
lorsque la somme des coefficiens de chaque angle qui entre sous le signe cosinus, pris 
avec leur signe, est nulle aussi. 

Ordre des si les orbites étaient circulaires et dans un même plan, les quantités r, /, v, v' 
me, seraient égales ào, n', nt + n't + l’angle I serait nul, et: Ton aurait ï = i, 

par rapport aox p U i S q Ue ] e seu | angle dont le cosinus entrât dans la valeur de Cl, serait n t nt t « 
rESiSoü et ses multiples. On voit par là que ï ne peut surpasser i ou en être surpassé qu’au 
moyen des sinus ou des cosinus des termes qui sont affectés des excentricités ou de in- 
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dinaison mutuelle. Celle-ci étant toujours fort petite, on peut développer p et SI suivant 
les puissances de sin* £ I, en une série très convergente , ce qui donne 


y r* -f- r' 2 — 52 rr cos (v' — v) 


T?» r , , 

-TJ- cos (v — v) 


’ {/ a + r'* — 2 rr' cos ( v' — v)} 


7T^] sin 2 j I.A -f- etc. 


Or , nous avons vu, chapitre I, que les valeurs de r et de v étaient telles, que les coef¬ 
ficiens du sinus ou du cosinus de chaque multiple de l’anomalie nt -f -1 — a qui y entrait, 
composaient une série procédant suivant les puissances de l’excentricité e, dont les exposans 
allaient en croissant de deux unités, depuis le premier, qui était égal au numéro même du 
multiple, ou à celui de l’angle— a-, il en est de même pour les valeurs de / et v par rapport 
à e' et à — et leur substitution dans l’expression de Si donne lieu à des remarques analo¬ 
gues. Si donc on regarde les excentricités et l’inclinaison mutuelle comme des quantités très 
petites du premier ordre , leurs carrés ou produits comme étant du second ordre , et ainsi de 
suite: la sommedes multiples des angles «et»', pris avecleur signe, servira à indiquer l’ordre le 
plus bas de chaque terme indépendant de l’inclinaison ; et comme le multiple de a, dans le 
premier terme de A ou de ses puissances, correspond toujours aussi à la puissance de sin ^ I, 
dont ces termes sont affectés, la somme des multiples de «, m et A indiquera la limite infé¬ 
rieure de l’ordre des termes qui seront multipliés par les puissances desin £ I. Ainsi, le 
coefficient K du terme général ci-dessus sera de la forme Ae g e'*' (sin£ I)* s ", lors¬ 
qu'on se borne à son premier terme : A étant un coefficient indépendant des excen¬ 
tricités et de l’inclinaison, g , g', g" étant pris positivement. L’ordre de ce terme 
sera donc g + g'-f- 2 g" y ou ï — i d’après la relation donnée plus haut*, et cela devait 
être en effet, puisque la différence entre i' et i ne provenant que de termes dépen- 
dans des excentricités et des inclinaisons , les rapports qui ont lieu dans ces termes 
entre les multiples de nt ou n't et les coefficiens de leurs sinus et cosinus, doivent avoir 
lieu dans la valeur de SI , entre les multiples de n't — nt et les coefficiens de leurs 
cosinus. 

On serait d’abord tenté de croire que les termes de la valeur de Si, qui proviennent du 
second terme de celle de A, font exception à cette règle, puisque, par exemple, 

la quantité sin 2 £ I cos (/*£ — nt t — < ) qui en fait partie , est du second 

ordre , quoique i' — i y soit nul ; mais il faut remarquer, à l’égard de ce terme et de tous 
ceux du meme genre , tels que ceux où le nombre g est négatif, et dont l’ordre est alors 
i' — i + zg , que I e développement de la première partie de Si. en fait naître de sem¬ 
blables , quant à la valeur de i' — i , qui sont d’un ordre inférieur par rapport aux 
excentricités et à 1 inclinaison ; et qu’ainsi la règle dont il s’agit n’étant applicable qu’à 
l’ordre le moins élevé des coefficiens, n’est réellement pas en défaut, 

Si l’on rassemble tous les coefficiens d’un même cosinus, ils composeront une série de 
puissances des excentricités et du sinus de la demi-inclinaison , dont la dimension ou 
l’ordre croîtra successivement de deux unités ; en sorte que lorsque i' — i sera un nombre 
pair, tous ces termes successifs seront d’ordre pair, et que lorsqu’il sera impair, ih le seront 
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aussi. Cela résulte de la forme même des valeurs de r, /, v > v > et cela doit d ailleurs 

avoir lieu pour que la valeur de Cl soit indépendante de l’origine des longitudes. 

Applications On peut appliquer les principes précédens àla recherche, faite a priori, de 1 ordreetdela 
de ces principes f orme de t0U3 ] es termes dont on connaît l’argument. Supposons , par exemple, qu’on de¬ 
mande ceux qni, étant dépendans de l’angle 5 n t—znt, sont du troisième ordre . on aura 
g 4. g' 2 g" — 3, et g, g', g" seront supposés toujours positifs, ce qui donnera six 

cas dilférens, suivant que deux ou un seul d’entre eux seront nuis, et les autres suc¬ 
cessivement égaux à î , a ou 3 , excepté g", qui ne pourra être que nul ou égal a î. 
Ainsi le cas de g = i, g' = 2 , g" = o , par exemple, donnera un ternie de la forme 
Aee a cos ( 5 /t'f — 2n£ -f- 5 *' — 2i — 2*' — «); et l’on retrouvera ainsi les six termes que 
nous avons rapportés au bas de la page 210 ; les angles w, ^ et n étant seulement 
changés en», a et A, et y en sin^ I. 

Si l’on veut déterminer la nature des termes qui entrent dans le développement de £2, 
et qui ne contiennent pas de cosinus des multiples des moyens mouvemens, on y par¬ 
viendra facilement aussi en supposant i' = o, i = o, et en examinant tous les cas 
dans lesquels l’équation g 4 - g' + 2 g” = o est vérifiée. On voit d’abord que 1 — i 
étant égal à zéro , les termes dont il s’agit seront tous d’ordre pair, à partir de l’ordre 
zéro, et qu’il y en aura trois espèces différentes , suivant que les nombres g , g', g" 
seront tous nuis, ou qu’il y en aura deux ou un de nuis seulement. Dans le premier 
cas, il ne pourra y avoir que des puissances paires des excentricités et du sinus de la 
demi-inclinaison, et les termes seront de la forme 

m' [A 4- AV+ * O+AVe'M-A'V+e'O+B i I + B' (e 9 + e' 2 ) sin 2 i I + etc. ] , 

A, A', B, etc., étant des coefliciens dépendans des demi-grands axes a , a'. Dans le 
second cas, il faudra que l’on ait g = — g', g = — 2g-", g' = — 2g ', suivant que 
ce sera g", g' ou g qui sera nul; ce qui donnera des termes tels que 

m' { Cee' cos (» — o! ) -j- C'e a e' a cos 2 ( « — J ) -+■ C" ( eV 4 " ee' 3 ) cos (» " ) 

-f- De 2 sin a j I cos (2» — 2 X) 4 - D'e' a sin a ^ Icos( 2»' — 2A) 4 * etc * }• 

Enfin le dernier cas sera celui où l’on aura g + g' = - 2g"; il introduira des terme* 
qui ne pourront pas être au-dessous du quatrième ordre, savoir, 
m f Eee' tin 2 £ I cos (# 4 - *> — 2A), etc. 

le coefficient E étant, ainsi que C, D, etc., de la même nature que A, A , etc. 

Ca* Oh l’on se Supposons maintenant qu’on veuille borner l’approximation , dans le développement 
bomeau second de p eX p reS sion de Cl donnée ci-dessus, aux quantités du second ordre par rapport aux 
excentricités et à l’inclinaison, inclusivement : il suffira alors de substituer dans la partie 
de cette expression , qni est affectée de sin* i I, les valeurs r = a, / = a', v — nt + «, 
= rit -f- ce qui la réduira à ^ 

rri sin* i I. A. | aa [ a 2 4- a* — 2<za' cos ( ri t — nt 4- «' — 1 ) ] * — ^ » 
en supposant 4 = cos (n'I + nt + + . - «) - cos (n'f — nt + - 0- 

Quant à la première partie de l’expression de a , qni est indépendante de l’inclinaison 
réciproque , il faudra y substituer pour r et v les valeurs auxquelles nous sommes pa 
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venus, pag. 221, et pour /et /ces memes valeurs, en y marquant toutes les lettres d’un trait. 
Or, si l’on regarde les termes qui suivent le premier, dans ces quatre valeurs comme 
des accroissemens trè> petits , et que l’on désigne par S ce que devient cette partie de Cl 
lorsqu’on y substitue seulement pour r, /, v, / ces premiers termes, on pourra déve¬ 
lopper (ainsi que nous l’avons vu pages 180 et 192), cette partie, d’après la série de 
Taylor, suivant les différentielles partielles de S par rapport à a , a r et rit — nt , multi¬ 
pliées par les puissances des accroissemens, en se bornant aux termes affectés des deux 
premières puissances, quand on ne veut pousser l’approximation que jusqu’aux quantités 
du second ordre i et la détermination de la première partie de Cl sera ainsi réduite à 
celle de S. 

Or on a 



Ÿ a* - f- a “ — 2 ari cos (rit — nt -f- t — f ) 


- cos (n'i — nt 4- *' — 1) ; 


et pour avoir son développement, il fau^onnaître celui du radical qui se trouve en divi¬ 
seur au premier terme, quand on le réduit en une série procédant suivant les cosinus des 
divers multiples de l’élongation moyenne rit — nt- f- *'_*. 

On voit par là, qu’en dernière analyse, le développement de fî dépend de celui de* 
deux facteurs irrationnels. 


-f- ri* — aaa' cos ( rit — etc. ) J ‘ , £a n -f- a'* — 2 aa cos (n'f — etc. )]"*j 
et que, lorsque les quantités a et a! sont de grandeur différente, ceux-ci peuvent être ré¬ 
duits en séries convergentes, ordonnées suivant les puissances du rapport de la plus petite 
à la plus grande, et qui sont récurrentes àcoefficiens variables. Nous avons déjà exposé, 
pages i 3 n, 141 , i 56 , 180 et 193, les principales propriétés de ces fonctions, ensui¬ 
vant l’ordre de leur découverte ; nous avons vu que les relations qui existaient entre les 
coefficiens des divers développemens, permettaient de les déterminer tous, ainsi que 
leurs dérivées par rapport à a et à ri , en fonction de deux d’entre eux ; et que les va¬ 
leurs de ceux-ci pouvaient facilement s obtenir de plusieurs manières. Nous devons ren¬ 
voyer, pour l’exposition complète de cette théorie, au n° 4 g du liv. II de la Mécanique 
céleste , au Calcul intégral de M. Lacroix, page 112 , et au § 12 de la cinquième partie 
des Exercices de Calcul intégral , de M. Legendre. 

Le développement général de Cl, à quelque ordre qu’on s’y arrête, doit produire deux Distinction d. 
espèces distinctes de ternies : la première comprend ceux ou entrent les moyens mou- 
vemens et leurs multiples, sous le signe sinus ou cosinus; la seconde ceux qui ne les ferme*" ^ 
contiennent pas, et qui sont de simples fonctions des élémens et de leurs combinaisons. 

Ces deux espèces de termes n’entrent pas de la même manière dans la valeur de Cl. 

En effet, nous avons trouvé en général, dans le cas de deux corps seulement, 

ci = m'Q- — g* + yy' 4- zz' y 


et si l’on remet dans cette expression, pour x',y', a', leurs valeurs tirées des équations 
du mouvement elliptique du corps tri, ou des équations (1), (2), (3), de la page2ig, en y 
ajoutant un trait à chaque lettre , et en prenant p pour unité, on aura 
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Or, si l'on substitue, dans le second terme de cette expression, les valeurs elliptiques 
des coordonnées et de leurs différentielles , qui se réduisent à des sériés de sinus et cosinus 
des multiples de nt 4- « — * pour x,y,z, et de n't +«' — »' P° ur a/, y', z, on voit 
que comme la différenciation des valeurs de ces dernières fait disparaître leur partie cons¬ 
tante, il ne pourra en résulter aucun terme non périodique , quelque loin qu on pousse 
l’approximation, puisque les multiples de nt ne peuvent jamais être détruits par ceux 
de nt , analytiquement parlant. Ainsi, la seule partie de l’expression de 12 qui puisse 
produire des termes de la seconde espèce sera — , quand on se borne à la première 

puissance des masses perturbatrices-, et comme cette partie est la même, soit que le corps 
troublé soit m ou m', il en résulte une grande symétrie entre le calcul de cette sorte de 
termes pour l’un et l’autre corps. 

On peut aisément trouver directement les termes de cette espèce, qui entrent dans la 
valeur de Cl , lorsqu’on se borne au second ord^p. 

En effet, on a alors 

j 1 oa'sin* \ I fcos (v'-\- v — 2A) — cos ( v' — v)] 


f p/ r »_j_7 /a — 2rr cos (v' — v) 


-f- a'* — 2 aa! cos (v* — v) 3“ 


en supposant, dans le premier terme 

r = a[i-f- Ç— ecos(nf-f i — *)-f etc.], / x=a[i +*— —ecos(n't +«'—•)+ etc.], 


et de là 

r*=a*[i -ffe*—2ecos(nt + t — •>) +etc.], /* =a ' % [ î +le 1 —■ etc.]. 


enfin cos (y — v) = cos (* — * ) + cos (n't — nt + *' — O + etc - 

On voit que le premier terme du développement du radical en donnera un qui ne sera 
fonction que de a et a', et un autre qui sera une fonction symétrique de \ e a et \ \ mais il 

ne pourra en faire naître qui soient affectés de la première puissance deeou e seulement, 
puisqu’un terme e cos (nt + «-—•») ne peut se réduire à e, qu’en étant de nouveau mul- 

ti lié par cos (nt -J- t _«) , qui se trouve toujours lui-même accompagné du facteur e. 

le Second terme du développement pourra en faire naître qui soient de la forme 
ee ' cos («—.'), soit par la combinaison du terme semblable de la valeur de cos (v'—v) 
avec la partie constante de r et /, soit par le produit ee' cos (nt + t —*) cos (n't -f-e'-V) 

cos _ nt -h t — t) des parties variables de r , r' et de cos (v' v). Quant à la 

seconde partie de la valeur précédente, comme il n’y a que les produits de cosinus 
d’angles semblables qui puissent faire naître des termes indépendans de ces cosinus, 
on voit qu’il n’y aura que le second terme du développement du radical dont la combi¬ 
naison avec le cos(v — v) du numérateur, puisse produire un terme non périodique, 

savoir — l Q>a * - sin* \ I, et qu’il sera le seul, lorsqu’on se borne à la seconde di- 

‘ ( a* + a'* )* 

mension des excentricités et de l’inclinaison. 

Si donc on désigne par (Cl) la partie de Cl qui est indépendante des moyens mouve- 
mens, ou qui ne renferme pas le temps d une manière explicite, et par (a, a ) > ( a > a )i > 
(a, a ) 4 , 2 [a, a ], de simples fonctions des moyennes distances o et a , prises posi- 
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tivement, on aura, aux quantités près du quatrième ordre, 

(fi) = m' {(a,a') + i O 5 ’ + e '*) ee ' cos (• — »') — a^a^sin 1 1 1}, 

ce qui s’accorde avec ce que nous avons trouvé plus haut à priori. 

On voit immédiatement que la substitution de la valeur de £2, dans les expressions Inégalités 
des variations des élémens , doit conduire à des résultats très différens, suivant que l’on ?u n "êt dePau- 
considère l’une ou l’autre des deux classes de termes dont nous venons de faire la dis- d< 

tinction. En effet, si après avoir pris les différentielles partielles de la valeur de £2 par 
rapport aux élémens, et les avoir multipliées par dt , on les intègre pour avoir les 
quantités finies qui en résultent, les ternies où entrent les cosinus des multiples des 
angles ni et rit conserveront toujours la même nature - , et comme les moyens mouvemens 
des corps célestes passent successivement et uniformément, dans chaque révolution de 
ces corps, par tous les degrés d’accroissement depuis zéro jusqu’à quatre angles droits , 
chacun de ces termes, après s’être un peu écarté dans l’un ou l’autre sens, de sa valeur 
moyenne, y reviendra constamment au bout d’un temps plus ou moins court, et toujours 
le même , et ne prendra aucun accroissement continu : delà le nom de périodiques donné 
aux inégalités qui en résultent dans le mouvement du corps troublé. L’angle qui se trouve 
sous le signe sinus ou cosinus s’appelle argument ; le coefficient de ce sinus ou cosinus 
étant ce que devient l’inégalité quand le sin. ou cos. est égal à i , marque la plus grande 
valeur de celle-ci, ou le maximum de l’inégalité ; et le retour à cette ^plus grande valeur 
exigeant que l’argument croisse d’une circonférence, l’intervalle de temps nécessaire pour 
cela détermine la période de l’inégalité. 

La partie de £2 qui ne contient pas, sous les signes sinus et cosinus, les moyens mou¬ 
vemens des divers corps du système, étant substituée dans les expressions des variations 
des élémens , fera naître au contraire des termes indépendans de la position relative de 
ces corps , et qui, étant multipliés par l’élément du temps, croîtront par là de siècle 
en siècle. Aussi a-t-on appelé séculaires les inégalités de cette espèce; et quoiqu’on ait 
prouvé depuis que leurs accroissemens n’étaient pas indéfinis, et qu’ils étaient assujétis 
aussi à une période, on a pu, à cause de l’extrême longueur de celle-ci, conserver le 
nom de séculaires à ces variations. 

Entrons maintenant dans l’examen détaillé des inégalités qu éprouve chaque élément 
en particulier, et commençons par celles qui sont les plus importantes, qui résultent 
des premiers termes du développement de Cl , et qu’il faut avoir déterminées avant de 
pouvoir regarder comme constans les élémens qui entrent dans les coefïiciens de toutes 
les autres inégalités. 


CHAPITRE IV. 


Inégalités séculaires des cinq premiers élémens. 

Nous avons vu précédemment, que lorsqu’on a égard seulement à la première puissance 
des masses perturbatrices , la partie séculaire de £2 ne dépend que des grands axes, de» 
excentricités, et des angles A et I, mais nullement de l’angle i, quel que soit l’ordre 


Gratul axe et 
moyen mouve¬ 
ment. 


Excentricité 
et longitude du 
périhélie. 
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auquel on s’arrête par rapport aux excentricités et à l’inclinaison ) ce n’est même qu’une 
vérité de définition, puisque t entrant partout conjointement avec ni , les termes qui 
sont indépendans de celui-ci le sont nécessairement de celui-là. On a donc, en se bornant 
à la première dimension des masses =0: ce qui réduit, quand on ne considère que 
les inégalités séculaires, les deux équations de la page n3i, où entre cette différentielle, 
à celles-ci : 


v/' 


d(O) 

a a ne de 


dt 


1 , \/1 — e a d (Cl) , il» 

da= o, de = — - - --5 — dt, et donne de plus du = 

a A ne au ’ r 

La première équation prouve que le grand axe de l’orbite troublée reste constant, ou que 
ses variations ne sont que périodiques, tant qu’on n’a égard qu’à la première puissance des 
masses ; c’est ce que nous avons déjà vu pages 1 65 et 1 84 - On voit en outre que le moyeu 
mouvement fndt est constant aussi , entre les mêmes limites, puisque l’expression de sa 
variation donnée pag. 232 , se réduit également à zéro. 

Les deux dernières équations forment un système ou groupe indépendant, analogue 
à celui qui est relatif à l’inclinaison et aux nœuds , et qui sert à déterminer les variations 
séculaires de l’excentricité et de la longitude du périhélie. En effet, si l’on y substitue pour 
(Cl) sa valeur trouvée plus haut, et qu’on se borne à la première puissance de l’excen¬ 
tricité , ce qui réduit {/1 — e 2 à 1, on a 


de = (a,a ') 2 e sin(*— u) dt , du—-^- Q(u,a') t -f*(u,o') a - cos (a — u)~\dt. 

an an e 

Enfin , si l’on suppose que l’inclinaison y soit rapportée au plan de l’orbite de m', à unins- 

■Nopuds et in- tant quelconque, en sorte que y soit égal à I, on aura = o, — -- = — 2 m' [/7,a']sin y, 
clinaifeon. du dy 


et les deux dernières équations de la page citée donneront 

dy — o, d«z=z — —{a,a!-\dl-, 
a*n 

ce qui prouve, l°. que l’inclinaison mutuelle des orbites de m et de rn est constante rela¬ 
tivement aux inégalités séculaires; a*, que la ligne des nœuds des deux orbites a sur le plan 
de l’otbite de m un mouvement rétrograde dont la vitesse est constante. 

Ainsi, quoique les inclinaisons des orbites de m et de m', sur un plan fixe , soient 
variables , leur inclinaison mutuelle est constante. Ce theoreme est cependant moins gé¬ 
néral que celui de la constance des grands axes, puisqu’il n a lieu que pour deux orbites, 
et en se bornant aux carrés des excentricités ; mais il est important dans la théorie de 
Saturne et de Jupiter, où les forces perturbatrices principales viennent de l’action mu¬ 
tuelle de ces deux planètes. 

Valeurs or- Lorsqu’on n’a égard qu’à la première puissance des masses, on doit, dans les valeurs 
frrr vanl précédentes de de, du et du, où rn se trouve déjà en facteur commun, regarder e, e',«, u 
du temps. et y comme constans , ce qui donne , en intégrant, des expressions de la forme 
e = kt- {- const., u = It - j- const., et — gt - f- const. : 


les constantes de l’intégration désignant les élémens elliptiques, et les coefïiciens h, l,g 
représentant leurs variations séculaires, regardées comme proportionnelles au temps. La 
différenciation de la valeur de (Cl) par rapport aux élémens de m donnera , en y chan¬ 
geant m en m des équations analogues, dont l’intégra-ion servira à déterminer de la 
même manière les variations des élémens e', u et 
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Ces valeurs suffisamment exactes pour un intervalle de temps peu considérable , ne le 
seraient pas assez pour plusieurs siècles ; mais on peut, par le procédé des substitutions 
successives, obtenir un plus grand degré d’approximation. En effet, si l’on remet au 
lieu des élémens ces premières valeurs dans les coefficiens des équations différentielles, 
et qu’on intègre de nouveau , le terme proportionnel au temps , multiplié par dt, amènera 
le carré du temps dans l’intégrale, et l’on aura de nouvelles valeurs, telles que 

e = kt + k'f -f- const., u = lt 4. /'/* -f- const., * — gt -f- g't 4 + const. ; 

où il faut remarquer que les coefficiens k', l ', g' seront de l’ordre du carte des masses 
perturbatrices, puisque h, l , g étaient déjà du premier ordre des masses, et qu’ils se sont 
trouvés de nouveau multipliés par m, quand on les a introduits dans les expressions de 
de, du et du. On pourrait obtenir de même les termes proportionnels au cube du temps, 
mais ils seraient insensibles dans le cas des planètes. 

Les valeurs précédentes suffisent pour les besoins de l’Astronomie. Cependant comme 
elles croissent constamment avec le temps, on pourrait craindre que les variations séculaires 
des élémens ne devinssent considérables au bout de plusieurs siècles , et qu’elles ne 
finissent par changer la nature et la position des orbites des divers corps de notre sys¬ 
tème. Mais l’analyse a fourni deux moyens de s’assurer que cela ne pouvait pas avoir 
lieu d’après sa constitution actuelle : l’un repose sur l’intégration complète des équations 
qui déterminent ces variations, l’autre se fonde sur l’existence de plusieurs équations de 
condition entre les élémens, qui limitent leurs accroissemens. La recherche de ces der¬ 
nières n’exigeant aucune transformation de coordonnées, nous commencerons par nous 
en occuper , en considérant à la fois , pour plus de généralité, un nombre quelconque de 
corps m, m", m”, etc., qui s’attirent mutuellement. 

Si nous appliquons aux parties de la valeur de (O), qui proviennent de l’action des corps 
m", m", etc. sur m , les mêmes notations que celles dont nous avons fait usage pour 
l’action de m, en les accentuant, nous aurons , en n’ayant égard qu’au second ordre des 
excentricités et de l’inclinaison, et en remettant 1 — cosl au lieu de asin a £ I : 

(£i) — ni {(a,a') (a,a ), (e 2 + e 2 ) -j-(a,a') a ee'cos Çu-u)}-m'[a,d~] (1—cosT) 

-f-m"{(a,a")-f-£ (a,a"),(e a -f-e" 2 ) +(a,a") a ee"cos(u-u")}-m"[a,ci"~\(\ —cosl') -f-etc. 
Nous aurons de même , pour la fonction correspondante relative au mouvement de m r , 
(Q)'=mf(a>) -+- Ka.û), (**+ e ' 2 ) + («»* ee' cos(«'-*)} (1 - cosl) 

-f m"{ (a'.cj+K^ 0 "), (e' a -f-e" 2 )-f- (a',a") a eV’cos(« - «") }-m w [a',a"](i - cosl,) -f-etc., 

et ainsi de suite; en sorte que l’on ait (a,a')=(a',a), (0,0'),=(<*',a),,etc.[>,a'3==(y ,a], etc. 

Or, nous avons vu que les variations séculaires de l’excentricité et de la longitude 
du périhélie ne dépendaient que de la première partie de chaque ligne, et celles de 
l’inclinaison et de la longitude du nœud, de la seconde partie. 

Si l’on suppose donc 

<D =mm' [(a,a') 4 -K a >o)«( e *+ e ^* 4 "(a,a') a ee'cos(<«—»')] + mm"[(a,fl’)-f-etc.]-f- e t c> 

-f-m'/n"[(a / ,a /, )+K af > a, )«( e '*+ e,,a )‘+"C« / ia l ’),eV , cos(«» / -*")]-f-m' , m ,r [(a',a*)-f-etc.]-f.etc., 

*— — mm [a,a'] (1 — cos I)— mm" [a,a"] (1—cos I')— rn'm u [a! } ci~\ ( i — cos I,) — etc . 

3 t ' 


Équations <îe 
condition entre 
les démens. 
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on pourra donner aux équations relatives au corps m, la forme suivante . 

i 


de _i_ tto dt 

ma a ne du * 


c/« = 


d* 


= ;— • 

ma'ne de 

d* 


nufn siny dy 
Celles du corps,m' seront de même 


dt, Jy=— 


ma*7zsiny d* 


A. 


de = — 


d<I> 


mairie' du 


^dt , d*' 


d* = 


md % n! siny' rfy' 




dy — — 


A-nfràt, 
u A ne de 

i d+ 

m'a a n siny' du 


dt. 


et ainsi de suite ; en sorte que les fonctions perturbatrices seront les mêmes pour tous le» 
corps du système, dans chacun des deux groupes que l’on considère à part. 

Or on a, par la nature même des fonctions 4> et *, les équations identiques 


d<I> , d<t> d <D _ 

-—+ etc. = ° » 
du du du 


d* 
d * 


■è + è + e,c - = 0i 


et comme <t> est une fonction homogène de deux dimensions entre e, e', e', etc., on a 
aussi, par la propriété de ces fonctions, 

‘£ + *'£ + ‘'d 7 +“ c - = 3 *- 

Le second membre de cette équation est une quantité constante. En effet, nous avons 
tu que la différentielle complète de Cl, par rapport à tous les élémens de m , était 
nulle ; d’où l’on ne peut cependant pas conclure généralement que Cl soit constante, 
parce qu elle renferme aussi les élémens de m', m", etc.; mais lorsqu’on ne considère que 
sa partie séculaire, on voit, à cause de la symétrie avec laquelle y entrent les variables, 
relatives à m d’un côté , et à m', m", etc., de l’autre , que si sa différentielle est nulle 
uar raDDort aux élémens de m, elle doit l’être aussi par rapport à ceux de m', m , etc. 
P le vérifier directement. Ainsi, * -h + sera une quantité constante ; 

“““eau* de l'indépendance moinelle de ces deux parties, chacune le sera aussi 

>é sTnous n substituons maintenant aux premiers membres de ces équations leurs valeurs, 
elles deviendront 

ma'nede -}- ma^n'e'de -f- rn"a*n e"de” -+- etc. = o, 

ma'n sinydy m'a*n siny'dy' -f- m"a"*n“ siny' dy" -f- etc. =0, 

7 na'ne'du 4- mWe' a d»' + m a" % n e* % du” 4“ etc * = aF » 

F étant la valeur de <I> dans un instant quelconque. 

La dernière ne peut s’intégrer, parce que chaque terme du premier membre contient 
deux variables e et », e et etc. ; mais c’est une équation de condition qui établit 
une certaine limitation entre les mouvemens des périhélies. 

Les deux premières donnent, en les intégrant, les relations 
m a s ne a +m'a'W + mWe" a + etc. ==const., ma a n cosy +m'a'V cos y + etc. = const. 
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Si l’on y remet pour n , n', etc., leurs valeurs , en négligeant le carré des masses per¬ 
turbatrices , et qu’après avoir substitué dans la seconde 1 — y* au lieu de cos y, et 

ainsi de suite, on fasse passer dans le second membre la partie constante.. 

m [/a 4 m -f- etc., elles se réduisent à 

me* V aJ r m ' e '* V d -f* \/a 4 etc. = const. , 

my* V^ a + n»V a Va 4 m"y " a a" 4 etc. = const. 

Nous avons déjà vu, page 2 o 3 , en arrivant aux mêmes équations par un autre pro¬ 
cédé , quelles étaient les conséquences qu’on pouvait en tirer, relativement aux limites 
des accroissemens des élémens, et à la stabilité de notre système, en supposant que tous 
les corps tournent dans le même sens, et que n, n', etc., soient par conséquent tous po¬ 
sitifs. Nous ajouterons qu’il y a cependant un cas dans lequel elles ne suffiraient pas 
pour prouver que les variations des excentricités et des inclinaisons seront toujours 
très petites ; c’est celui de deux corps dont l’un aurait une masse très considérable par 
rapport à celle de l’autre. En effet si, comme dans la théorie de Mars troublé par Ju¬ 
piter , m ' n’est qu’environ de m, l’équation me* \/a 4 mV* \/a' = const. 
pourrait subsister lors même que e' croîtrait beaucoup et que e diminuerait fort peu, à 
cause du diviseur 2000 qu’aurait l’accroissement de e' a ; ainsi l’excentricité d’une très 
petite planète pourrait être fort augmentée par l’action d’une très grosse ; et il en serait de 
même pour l’inclinaison. Il est donc important de constater directement la forme des 
intégrales rigoureuses qui donnent les variations de ces élémens, alin de déterminer leurs 
valeurs extrêmes, et la période de leurs accroissemens. 

On parvient, ainsi que nous l’avons vu page 175, à rendre intégrables les équations Réduction « 1 rs 
relatives à l’excentricité et au mouvement du périhélie , en supposant rentleîl” Im» 

e sin» = h , e cos » = Z, e sin «' = h', e cos»' = ? , etc. , forme linéaire, 

et en transformant, dans ces équations, les élémens e, », e, etc., en fonction des nou¬ 
velles variables h , /, h! , etc. Système re- 

En effet, les valeurs précédentes donnent 


î>yst 

latif aux excen¬ 
tricités et aux 


dh = sin» de 4 e cos » du , dl r= ços» de — e sin » dm , e* — h' 4 Z*, tang» = j» P^kdics. 


d> I> 

r dl dm dh dl de 

d’où l’on tire, pour le corps m, à l’aide des équations ci-dessus , 


d<t> d<î> dh , d<t> dl d<î> 

dï=dhT. + ^^= ec ° 3 ‘'- 


r/<I> 

- e stn » -jj , 


d<S> , d<S> 
:K=3m *rfA +cos *57 : 


d<t> . 


dh = ~.^dt, di= — l -.~dt, 
ma n dl ma*n dh 


ou en mettant pour 4 > sa valeur actuelle, 

<D =mm' [ >a') 4 - 7 (a,a), (Zt* 4 Z* -f h ' 1 4 Z 7 *) -f (n,a') a (hV 4 /Z 7 )] 

4 mm" [ (c,a") 4 \ ( a,a ), (A* 4. Z* 4- /t"* 4. /"=) 4 W 4 /Z”)] 4 etc., 
et en exécutant les différenciations : 

§ = ~ [(<■,«'). 1 + n + ~- K «,0 .1 + («,«"). f ] + etc ., 

d l = - 2'-[ (a,a'), h + («,<0. h '[(<7,0'). k + ( 0 , 0 "). h’2 - etc. 
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On peut obtenir des équations analogues pour chacun des corps m , m , etc., telles que 

~~ c (a,a,) ' 1 + 1]+ 1 + (a ' a) ‘ r ] + etc ' ’ 

et ainsi de suite. Leur ensemble forme un système d’équations simultanées, qui sont 
linéaires du premier ordre à coefficiens constarfs , et où les variables h et l, h et Z, etc., 
ne se trouvent jamais à la fois dans les seconds membres. 

Système re- Les équations qui donnent les variations séculaires de l’inclinaison et de la longitude 
et l 'aux^ncHnaf noeuc * » P euvent être réduites à une forme semblable, ainsi que nous 1 avons vu 

•uns. page 169 , en y faisant 

p= siny sin*, q = siny cos et , p' = siny' sin*', q =siny' cos* , etc. 

En effet, on a alors 

dp = cosy sin etdy -f- siny cos et doc ., dq = cos y cos* dy — siny sin et du, 
d+ / . d+ . d+\ d+ f d*. d+\ 

_ = cosv(sm« 5? +co S «^-y _= s my 

ces valeurs de — et ^, introduites dans celles de d* et rfyde 1a p. 242, donnent en sub- 
dy det 

stituant: , 

dp = S2iy. d *j t> di=-?Ï.ÎA 

^ a 2 mn dq * a mn dp 

Gr, l’on a tanga = siny = Vp* + q a , cosy=\/ 1 —P a — < 7 ** 
et de là, en prenant pour cosl sa valeur trouvée pagea 33 

cosI = v/(i — p a — <7 a ) ( 1 — p' a — <7 ,a ) - 4 -pp' -h<w'- 

Si l’on substitue ces valeurs dans celle de + , en n’ayant égard qu’aux deux premières 
dimensions de p et de q, ainsi qu’on doit le faire quand on se borne au second ordre 
par rapport aux inclinaisons, on aura 

* — — mm [«,a'] { i (p % + < 7 a + p'* -+■ <?' a ) — PP' — W } 

- mm" [a,a"] { H />’ + <? + P"* + ^ ) — PP " " } - etc - * 

et de là en écrivant, par la même raison, î au lieu de cos y, 

± =_£. [«,<.'] ft-rt - s IV3 

!|= ^[o,o']0,-p') + ^[o.«'](P-P*) + ^ [a,^(p-p') + etc. 

Les équations relatives à m' seront de même : 

f=- ^ C“.<o (?' - « •- CaV] (9 ' ~ ‘ J " ) “ etc - ’ 

%= ~ la, aï<jf-p)+£? lof, a -1 (p'-p") + etc. ; 

et ainsi de suite pour tous les corps du système. 

On peut conclure de ces équations, à cause de leur symétrie , les relations 
iricfn dp -f- m' a'*ri dp' -f- m"a*n a dp" -f- etc. = o, ma'n dq -f- ma u n dq -f- etc. ° i 
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elles donnent, en intégrant, deux nouvelles équations de condition, savoir : 

mcfnp -f- m'a'^np' -f- etc. = const., ma*nq -f- m'a'^n'q' 4- etc. = const., 

qui limitent les accroissemens des variables p , q , p r , q', etc. 

Nous voici donc arrivés à deux systèmes d’équations linéaires du premier ordre, tout- 
à-fait analogues, quoique indépendans l’un de l’autre, et dont l’intégration peut servir à 
déterminer, pour un temps quelconque, les variations séculaires des élémens qui fixent 
les dimensions et la position de l’orbite troublée. Les équations de cette espèce s’intégrent 
généralement par les exponentielles, et par les sinus et cosinus : mais, comme dans le 
cas actuel les variables h , /, h', etc., ne se trouvent pas mêlées ensemble, il ne peut se 
trouver à la fois dans les intégrales que l’une ou l’autre de ces espèces de fonctions, et 
l’on peut démontrer à priori , au moyen des relations précédentes, que, dans le cas 
du système du monde, aucune quantité de la première espèce ne peut y entrer. 

En effet, supposons par exemple que les valeurs de h, l, h', etc., provenant de l’in- Il ne peut m- 
tégration , continssent des termes tels que Ht/ 1 , Lc^‘, H '(/*, etc., H, L, etc., étant d c *P™ e, >- 
des quantités réelles , et c étant la base des logarithmes népériens, on aura valeurs des va- 

_ riuLles. 

e a = + /“ = (H a + L a ) c*/', 

et de même pour e' a , etc., en sorte que l’équation de condition trouvée plus haut, rela— 
tivement à cet élément, renfermera le terme 

[ma’n (H“ 4 - L 2 ) 4- mW (H' a 4- L' 4 ) 4- etc. ] c*/‘. 

Or, si l’on suppose que l’exponentielle c?' soit la plus grande de toutes celles qtie 
renferment les valeurs de h , l, etc., il est clair que le terme précédent ne pourra être 
détruit par aucun autre, dans le premier membre de cette équation ; d’où il suit que ce 
membre ne pourra se réduire à une constante, à moins qu’on n’àit 

ma a n (H a 4- L a ) + mW (II' a + L' a ) 4- etc. = o. 

Mais lorsque les quantités ma a n, mW, etc., sont toutes de même signe, ou lorsque les 
corps du système tournent tous dans le même sens, et qu’ils n’éprouvent pas de répul¬ 
sions (puisqu’une répulsion reviendrait à donner un signe contraire à la masse du corps 
qui la produirait) , tous les termes du premier membre ont le même signe, et par consé¬ 
quent cette équation est impossible, à moins que l’on n’ait à la fois H= o, L = 0, etc.; 
et comme le même raisonnement peut être successivement appliqué à toutes les expo¬ 
nentielles , en allant de la plus grande à la plus petite, on peut en conclure généralement 
que les quantités h , /, h', etc., n’en renferment point ; la relation relative aux inclinai- 
naisons peut servir à démontrer que les valeurs de p, q, etc., jouissent de la même pro¬ 
priété ; ainsi les expressions rigoureuses des variations séculaires des élémens ne doivent 
contenir que des termes périodiques. 

Considérons en particulier le premier système d’équations. Il est évident qu’on y satis- intégration dn 
fait par les valeurs suivantes : système relatif 

aux cxcentrici- 

h = Nsin(gf 4 -S), /=Ncos (gt 4- C), fc' = N'sin(gf -f- C), / r = N'cos(^ 4 -f) ,etc. ;£elk s aUX 
En effet, leur substitution dans chaque équation y introduisant cos (gt+G) ou sin(g-f-J_Ç) 
en facteur commun dans tous les termes, permet de faire disparaître ces sinus ou cosinus, 
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et donne les relations 

N g = ” [foOi N K'] 4- ~ [(«>0. n + 0b a ")* N# ] + etc., 

o. ri o. n 

N'g=- 7T1 [( a > a ')i N + (<*><*' )» [( a ', c ')iN+ (a',a n ) % N"] + etc., 

ü a /i o n 


et ainsi desuite.Ce? équations de condition étant en nombre égal à celui des corps qui s’at¬ 
tirent mutuellement, ou à celui des constantes N, N, etc., que nous supposons en nombre r, 
peuvent servir à déterminer toutes celles-ci en fonction de l’une d’entre elles -, d’un autre 
coté, si l’on élimine successivement toutes ces constantes , on aura une équation finale en 
g , du degré i , qui servira à déterminer, en fonction des masses perturbatrices et des dis¬ 
tances moyennes, un nombre i de valeurs différentes de g, dont chacune satisfait aux 
équations proposées. On peut donc substituer chacune de ces valeurs dans les équations 
de condition précédentes ; et pour que les relations qu’elles expriment puissent subsister 
dans tous ces divers cas, il faut que les quantités N, K', etc. changent aussi de valeurs 
dans chaque substitution. 

Soient donc g, g,, g a > etc , les i racines de l’équation en g -, N, N', N", etc., le sys¬ 
tème des indéterminées relatif à la racine g-, N,, N/, N,", etc., le système relatif à la 
racine g, , et ainsi de suite : on aura , par la théorie connue des équations différentielle» 
linéaires , 

h = N sin (gt -f- £) -f- N, sin(g^ -f-b,) 4 "N a sin(g a *-f- C a ) 4- etc., 

/ = Ncos (gt 4- £) 4* jN,cos(git + £,) 4 -N*cos (g a t-f- C 3 ) -f- etc., 

7 i'=N' sin (gt 4- C) -f-N^sinQ^t 4 " 4*N' a sin (g a t 4 * 4 * etc -> 

etc., 

S, etc., étant des constantes arbitraires. Ces valeurs renferment deux fois autant 

d’arbitraires qu’il y a de racines g, g, > gai etc., puisque, outre les i arbitraires £, C,, etc., 
chaque système d’indéterminées N, N', etc., contient une arbitraire j elles sont par 
conséquent les intégrales complètes de notre premier système d’équations. 

Il ne s’agit plus maintenant que de déterminer ces constantes arbitraires. Les ob¬ 
servations ne les donnent point immédiatement ; mais elles font connaître, à une 
époque donnée, les excentricités des orbites et les longitudes de leurs périhélies , et par- 
conséquent les valeurs de h , h', l , etc., d’où l’on tire celles des constantes dont il s’agit, 
ainsi que nous l’avons vu page 170. Celles-ci étant obtenues, si l’on suppose connue» 
aussi les masses et les distances moyennes, tout se trouvera déterminé dans les expressions 

de h, l, h\ etc., et les relations e = ÿh* -f P, tang* =~, etc., serviront à leur 


Limite» 

variations 

élÛBCU». 


tour à conclure de là les valeurs des excentricités et des longitudes du périhélie pour un 
temps indéfini. On aura ainsi, 

* e a =N*4-IN,* 4- etc.-f-aNN, cos [(g.— £)*+•.—î]4aNN a cos[(g a — g)t+ C’a— C] -f- etc. 

N sin (gt 4- £) -f- N, sin (g,f +£,) 4 N, sin (g a f + f a ) 4 etc. 
tau g <» = —---~—- ~ - 


N cos(gt 4 - £) 4- >,cos (g.t 4 -C,) 4 -JN a cos ( g a t.4- ) 4- etc. * 

— N, sin f(g, — £ 4 " ^3 4* etc. 

ou 1 on tire tang ( sr — gt — C) = ^ + Ç _ + etc. 

La dernière expression fait voir que lorsque la somme N, 4- N« 4* etc * > ^ es coe ffi- 
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tiens , pris tous positivement, est moindre que N, tang (*—gt — Ç) ne peut jamais 
devenir infinie -, l’angle « — gt — C ne peut donc atteindre le quart de la circonférence, 
en sorte que le vrai mouvement du périhélie est, dans ce cas, égal à gt. La première 
montre que e a est constamment plus petit que (N -f- N, + N a + etc.) 9 , en prenant 
positivement les quantités N, N,, etc.; mais ces limites n’ayant lieu que lorsque les 
racines g , g t , etc. , sont toutes réelles et inégales, il reste à prouver qu’elles ne peuvent 
être ni égales ni imaginaires. 

Si l’équation en g contenait des racines égales, les expressions de h, l, h', etc., ren¬ 
fermeraient , comme l’on sait, des arcs de cercle. Si l’on désigne alors par V la plus haute 
puissance de t qui y entre, on peut appliquer aux termes qui en résultent, dans e\ e' a , etc., 
et de là dans l’équation de condition qui s’y rapporte, précisément les mêmes raison- 
nemens dont nous avons fait usage plus haut, pour le cas des exponentielles, et l’on 
prouve ainsi, comme nous l’avons vu page 204, que quoique les valeurs approchées de 
h } l,h , etc., puissent etre developpees suivant les puissances du temps, il n’entre réelle¬ 
ment aucune de ces puissances dans leurs valeurs rigoureuses. 

Quant au cas des imaginaires : désignons par n + ri une racine de cette espèce 

qui entrerait dans 1 équation en g, n et n' étant des quantités réelles :,on sait que cette équa¬ 
tion devra avoir aussi n-— ri \/ — 1 pour racine. On aura donc, en les considérant seules, 
et en désignant par A, A', « et ri , les coelficiens et les angles correspondans , 

h = A sin £(»' + »' y/ — 1 ) t -f- «3 4 * A' sin [(« — ri \Z~î) f 4- ri), 

/ = Acos[(« 4- TtV— O* + *] 4 -A' cos[(»--»V-rï) t +*'); 

d’où l’on tire e 9 = h* + l* = A 9 -f- 2AA' cos ( 2 n'*\/—H + a. ri) -f A' 9 , 

ou en mettant, pour le second terme, sa valeur en exponentielles imaginaires, 
e a == A 9 -f- A'* + AA + c -(«-«') ; 

et comme les termes affectés de c an " ne peuvent jamais être détruits par ceux qui le sont 
de c ‘, on voit que 1 existence des racines imaginaires entraînerait l’introduction de 
termes contenant des exponentielles réelles. Ainsi, puisque nous avons déjà prouvé que ces 
derniers ne pouvaient entrer dans l’expression de e*, relative à aucun des corps de notre 
système, il en résulte que l’un des coefïiciens A et A' devra être nul, ce qui entraîne 
l’anéantissement de l’autre; donc , 1 équation qui détermine les valeurs de g ne contiendra 
que des racines réelles, et l’on voit qu’il n’y a pas besoin de connaître les masses pour 
parvenir à ce résultat, puisqu'il a lieu. quelles que soieut ces masse,, pourvu que les corps 
se meuvent tous dans le même sens. r 

Le système d’équations différentielles qui se rapporte aux variables p, q,p', etc., est 
un peu plus simple que le précédent sous le rapport des coefïiciens ; mais son intégration 
se faisant par les mêmes procédés , et conduisant aux mêmes résultats, relativement à 
la longitude du nœud et à l’inclinaison que donne celle du premier pour l’excentricité 
et le périhélie, nous nous bornons à renvoyer aux pages 165 et suivantes, pour le détail 
des opérations quelle exige, et des conséquences qu’on en peut tirer. 

Nous avons vu que les inégalités périodiques, produites par l’action du corps m', étaient Nature de 
de la forme m'k cos (i'nt — int + h), les multiples 1 et i étant tout-à-fait indépendans j™^ iiU!> Hcu ‘ 
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de la masse perturbatrice, et celle-ci n’ayant par conséquent aucune influence sur la 
durée de la période, mais affectant seulement le coefficient du cosinus qui sert à dé¬ 
terminer la plus grande valeur de l’inégalité. Chacun des ternies N cos (g£ +€)>•••• 

N sin (g£ -J- £), etc., que nous venons de voir introduit dans les expressions rigoureuses 
des élémens du mouvement elliptique, par l’efTet de la partie séculaire de O, constitue 
aussi une inégalité qu’on peut encore appeler périodique sous un certain point de vue, 
puisque, parla nature même des sinus et cosinus, elle doit revenir à la même valeur quand 
son argument à cru d’une circonférence; mais dont la période et le maximum dépendent de 
quantités toutes différentes. En effet, l’élimination des coefficiens N , N', etc., dans les 
relations que la substitution des valeurs particulières des variables établit entre eux et 
le multiple g , donne , comme nous l’avons vu, une équation finale pour déterminer ce 
dernier en fonction des coefficiens (a, a'), (a, a"), etc., respectivement multiplies par 

JüL etc. ; en sorte que les racines g, g,, g,, etc., de cette équation sont nécessaire- 

a J n* a^n* 

ment proportionnelles aux masses perturbatrices. Au contraire, les arbitraires N, IN , 
Ç, £, , etc., étant déterminées par les valeurs qu’ont les élémens à l’origine du mouve¬ 
ment ne renfermeront plus explicitement les masses m , m", etc. On voit donc que les 
masses, qui étaiéht d’abord en dehors des signes sin. et cos., passent pour ainsi dire de 
dehors en dedans, par l’intégration, et que le maximum de chacune de ces inégalités 
est indépendant de la grandeur des masses, tandis que leur période en est dépendante, 
en sorte que l’argument gt+Z passe d’autant plus promptement de o à quatre angles droits, 
que la masse perturbatrice correspondante est plus considérable. L’extrême petitesse de ces 
masses par rapport à celle du corps central, dans le cas du système du monde, fait queeette 
période se compose d’un grand nombre de siècles. Ainsi, tandis que 1 effet des inégalités 
périodiques peut être assimilé à de très petites oscillations du corps troublé, autour d un 
point en mouvement sur l’ellipse qu’il décrirait par l’action seule du corps central, les 
élémens mêmes de cette ellipse subissent en même temps , par l’effet des inégalités sécu¬ 
laires , des variations très lentes , qu’on peut considérer, pendant plusieurs siècles, comme 
proportionnelles au temps, mais qui sont limitées aussi, et qui ne changent pas la nature 

de Lesttégrales précédentes seraient rigoureuses si la valeur complète de (£2) était celle 
de la page n3q; mais elles ne sont réellement qu’approchées, puisque cette valeur n’est 
exacte qu’aux quantités près du quatrième ordre, par rapport aux excentricités et a 
l’inclinaison. Cette approximation ne serait probablement pas suffisante dans la théorie 
des nouvelles planètes, sur-tout dans celle de Pallas, où le rapport de 1 excentricité au 
demi-grand axe est de près de \ , et l’inclinaison à l’écliptique d’environ 34°. Si l’on vou¬ 
lait alors avoir égard aux quantités du quatrième ordre, les variables seraient mêlées, 
les équations ne seraient plus linéaires, et leur intégration rigoureuse ne pourrait pas être 
effectuée. Au reste, cette intégration est en général plus utile pour déterminer la forme 
et les limites des variations séculaires , que pour fixer leurs valeurs, puisqu elle exige 
que l’on connaisse exactement celles des masses, ce que l’on ne peut obtenir direc¬ 
tement que pour les planètes accompagnées de satellites ; aussi s’en tient-on, dans la 
pratique , au procédé approximatif que nous avons d’abord exposé , et au premier ternie 
de l’expression différentielle de chaque élément, qui donne sa variation séculaire annuc e, 
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on calcule séparément l’action de chaque corps, sur les élémens du corps troublé, et 
on somme les résultats pour former l’efFet total, en y ajoutant les produite respectifs de 
chaque effet partiel, par un coefficient indéterminé, afin de pouvoir corriger immédia¬ 
tement les résultats, quand on trouvera des changemens à faire aux valeurs admises pour 
chaque masse. 


CHAPITRE Y. 


Invariabilité du moyen mouvement, en ayant égard au carré des masses, 
hquation séculaire de la longitude moyenne. 


A.VANT de nous occuper des variations séculaires du sixième élément du mouvement ellip¬ 
tique, ou de la longitude de l’époque, nous allons démontrer que quel que soit le nombre 
des corps qui s’attirent mutuellement,et quelques grandes que puissent être les excentricités 
et les inclinaisons de leurs orbites , les quantités qui sont de l’ordre du carré des masses 
perturbatrices ne peuvent introduire aucune inégalité séculaire dans le moyen mouve¬ 
ment de chacun de ces corps. Ce théorème, que nous n’avons encore établi que pour 
le premier ordre des masses , est d’une grande importance pour la stabilité de notre sys¬ 
tème planétaire ; car si les termes dépendans du carré des masses pouvaient produire 
des inégalités séculaires dans le moyen mouvement : comme la variation de cet élément 
est donnée par une double intégration, puisque son expression, trouvée page a3a, est 




ces inégalités, dont nous avons vu que les expressions générales étaient composées d’une 
suite de sinus ou cosinus de multiples'du temps qui dépendent des masses, acquerraient 
un diviseur qui serait aussi du second ordre, par rapport aux masses ; par conséquent 
leurs coefficiens se trouveraient, après l’intégration, indépendans des masses, et il en 
résulterait, dans la théorie des planètes , de véritables inégalités séculaires auxquelles il 
serait indispensable d’avoir égard, à cause de leur influence sur la longueur de l’année 
sidérale , que les astronomes regardent comme invariable. 

La démonstration dfrnt nous allons faire usage, d’après M. Poisson, se compose de quatre Dcn,e„ s „.ùou 

parties distinctes. Nous établirons, t°. que la combinaison de la partie des valeurs de — î'ÆTïîlï* 

dt aies et des 

et de la variation de —, qui dépend du premier ordre des masses et des élémens du ▼cmcns. 
corps troublé , ne peut produire aucun terme séculaire; a 0 , que la variation de qui 

résulte de celle du moyen mouvement de ce corps, n’en amène pas davantage; 3°. que 
les variations des autres elemens du corps troublé n’en introduisent pas non plus dans 

; 4’* en 6 n » <I ue cela étant posé , il en résulte, comme conséquence immédiate, qu’il 
ne viendra pas non plus de termes séculaires dans ^ par la variation des élémens de* 

3a 
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corps m', m", etc., qui troublent le mouvement. Reprenons successivement chacune de 

ces propositions. 

_ T . , An _ 2 _? dt • d’où l’on tire, pour la variation Finie 

Nous avons trouve, page soi , da — — • ~dl at 1 Q 011101 1 1 v 

de la distance moyenne, provenant des forces perturbatrices : 

s* . Jn 


ï a= >f±- d *dt. 

J an at 


Si l’on désigne par a la partie constante du demi-grand axe, il faudra, pour avoir 
ëcard au carré des niasses, remplacer a par a + S'a dans l’expression de et y substi¬ 
tuer pour Sa la valeur précédente, en négligeant son carré , et en y regardant an comme 
constant, ce qui donne , v 

kîjx*) 

Cette expression prouve d’abord qu’il n’y a que la combinaison des termes périodiques 
de la valeur de fl, d’où il put résulter des termes séculaires dans SÇ, puisque les termes 
de la première espèce sont les seuls qu’on puisse différencier par rapport à t. 

Nous avons vu qu’on pouvait développer la partie de la valeur de fl, qui dépend de 
îanremière puissance des masses, en une série de cosinus d’arcs multiples de nt et n't. Dési- 
gnon, par A, co, <J!n't-int+ iV - <■+*), A. co, (iVt - mt+i t -«• + «). <•“=•. 
«ne suite de termes où les multiples des moyens mouvemens soient les memes : il est 
facile de voir, d’après ce que nous avons déjà dit sur ce sujet, pag. i 38 , qu’on peut les 


réduire tous à un seul. 

En effet, soit pour abréger ïn't — int + U — <1 = T : si 1 on suppose qu on ait 
A, cos * + A a cos *' = B cos ff, A, sin « + A a sin *' = B sin C, on transformera les deux 
termes A, cos ( T 4- « ) 4 - A a cos ( T + •' ) en un seul fr cos ( T+ C ), et l’on pourra 
toujours déterminer B et £de manière à satisfaire aux relations précédentes. S’il y avait 
un troisième ternie , on pqurrait de même, par un changement de constantes, le com¬ 
biner avec B cos ( T + •) de manière à ce que les deux termes n’en formassent plus 
qu’un seul qui équivaudrait ainsi aux trois premiers , et ainsi de suite. 

On peut donc supposer tous les termes du développement de fl, qui provenant de 
l’action de m', dépendent d’un meme argument, et ne diffèrent que par les multiples 
de *, ou a, réduits à un seul, tel que m A cos ( ïn't—int + ït —i,+C); et l’on a alors 
par rapport à ce terme, 

= sin ( i'n't — int -f* etc. )., f^ dt = ~~ i'^~ T n coS {ïn't — int + etc.), 

—— f~T~ dtz=z — —— sin 2 {ïn't — int -f- ït — it + C), 
dtj dt 2(1 n’ — in) 

ce qui donne pour £ une inégalité périodique dépendante de l’argument 2 (ïn't — int). 

On voit par là que tous les termes de cette espèce, qui sont les seuls qui puissent 
entrer dans la partie de ^ dépendante du premier ordre des masses, n en produisent 
jamais de séculaires dans la valeur de £, parce que les produits des sinus et des cosinus 
d’angles semblables ne donnent jamais que des termes périodiques; et comme ces pro¬ 
duits sont aussi évidemment irréductibles quand les angles sont différens, il en résulte 

que la variation du facteur -- ne peut introduire aucune inégalité séculaire du second 
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ordre par rapport aux masses perturbatrices, dans l’expression de 4> et que l’on peut, dans 
la recherche de ces inégalités, mettre ce facteur en dehors du double signe d’intégration. 

Il s’agit maintenant de prouver que la variation du moyen mouvement 4 ne peut Proposition- 

donner lieu à aucun terme non périodique dans la valeur de En effet, si l’on corn¬ 
as 

sidère cette quantité comme fonction de 4> et que 4 devienne 4 -f- deviendra 

K + etc - » et le second terme représentera la partie de cette variation qui 
dépend du carré des masses. 

Or, l’expression rigoureuse d’un terme quelconque de la valeur de fî , est.. 

kcos(i'£—i£-f- i't —ii-f-etc.), k étant un coefficient dépendant des masses perturbatrices , 

4' et 4 ne différant de rit et dent que de quantités qui sont aussi de l’ordre des masses. 

On tire de là ^ = ik sin (z' 4 ' — + etc. ) , = — i*k cos (z'4' — z '4 -f- etc.) ; 

et l’on voit que quand on néglige le cube des masses, on peut, dans le produit de cet 
quantités, supposer 4 ' = rit , 4 = nt. On a alors 

\ f f TT ~ ~ "v^ s ^ n ^ nt — int “i " li ' — 11 etc * ^ * 

a- J J a% — z/z) a 

Ëk* { -~ ï ïjn'-iny Si ° 8 (iVt “ int + iY ~ ^ + e,C >i 

et comme le terme de O, que nous avons considéré , peut, ainsi que nous venons de le 
voir , représenter la somme de tous ceux qui ont le même argument, il en résulte que la 

variation de 4 n’introduit, dans la partie de dépendante du carré des masses, que des 
termes périodiques. 

Pour déterminer l’effet des variations des autres élémens du corps troublé, il faut se rap- 3 « Proposition, 
peler ce que nous avons remarqué pag. 23 i , sur la symétrie qui existe dans les expressions 
de leurs différentielles : il résulte en effet de3 formules générales qui donnent les varia¬ 
tions des constantes arbitraires dans tous les problèmes de Dynamique, que si la valeur 

de da } par exemple, contient le ternie (a, e) 5 ? dt , celle de de renfermera la quantité 

— («»<0 dt " Si f° n3U PP 03e donc f I ue îes six élémens elliptiques a, e, etc., se changent 
par l’effet des forces perturbatrices en a -f- ïa y e + i'e, et ainsi de suite, et que l’on 
développe Cl, d’après la série de Taylor, pour avoir son accroissement correspondant <T«, 
on aura, pn se boinant au second ordre des masses , ce qui permet de traiter comme 
constans les coefliciens (c,e), etc., qui n’entreront dans le calcul que comme facteurs de 
quantités déjà de cette ordre : 

*-£*+£*+*=c*> [£/£ * - £/£ *] + e,.. 

et cette valeur se composera d’autant de parties semblables qu’il y aura de coefficient 
tels que (a, e). 

Peur aveir les termes qui en résultent dans —, il faut différencier cette quantité 
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par rapport aux < qui se trouvaient primitivement dans Q, et non par rapport à ceux qu* 
v ont été introduits par les valeurs Sa ; Se, etc., parce que la différenciation de H par 
rapport à t , doit être supposée antérieure à la variation des élémens dans cette fonction. 
On a alors 


d.Sn , 

—= (a ' e) L*s 




dt 

Supposons que la valeur de ^ contienne le terme B cos (int — int 4 * 

B cos (T 4 C), et que celle de ~ en renferme un semblable tel que B' cos (T 4 • )* 
cela produira dans Sa le terme 

B .P - fcos (T + e)»in(T + î') — cos(T + S')sm (T + f)]- 

l n — z/i L. 

On tire de là, en ne faisant varier que les < qui entrent sous le signe cosinus, 

--( a, <0 B Ft J- S j n (T 4 Ç) sin ( T 4-C')— sin(T 4 S') sin(T 4 O] =°* 

(ft l Tl - lll 

Ainsi les termes se détruisent identiquement r sans produire même de partie pé¬ 
riodique et la même chose a lieu quel que soit l’élément que l’on considère. Il est vrai 
* . dCi , j dCi 

qu’un même terme de Cl peut faire naître un cosinus dans ^ et un sinus dans 

mais comme ce dernier est toujours égal au cosinus du complément, on peut ne consi¬ 
dérer que des cosinus, en indiquant seulement que les parties constantes C et 6 ne 
«ont pas les mêmes dans les deux cas. Les variations des élémens du corps troublé ne peuvent 
donc introduire, dans la valeur du moyen mouvement, aucun terme séculaire, ni pro¬ 
duire même d’inégalités périodiques dépendantes du double de l’argument qu on considéré. 

Il ne nous reste plus qu’à examiner s’il en est de même des variations des elemens 
des corps rrï , m", etc -, et l’on voit que l’on ne peut pas se servir d’un semblable pro¬ 
cédé pour le constater. En effet, les valeurs des variations S'a , Se , etc., étant de la 

forme dt e * c *> ^ ^ tant ce *l ue devient £1 pour le corps m' : si 1 on con- 

sidèrecette dernière fonction comme variant avec o' et e', et croîaeantpar là de laqnantité 
j dCi rdCl , «12 / ail 

^ Sa' 4 -p Se 4 etc - > ce l & produira dans /il la fonction J dt ^7 J t , 

mais comme la valeur de Cï est différente de celle de Ci, la démonstration précédente ne 
peut plus s’appliquer. Il faut donc recourir à quelque relation générale entre les fonctions Ci 
et Cï, d’où Ton puisse conclure que lorsque la première ne produit pas, par sa variation, 
d’inégalités séculaires dans le moyeu mouvement, il en sera de même de la sêconde. 

L’équation générale du principe des forces vives , que nous avons rapportée page 219 , 
dans le cas de trois corps seulement, remplit le but proposé. En effet , on peut l’écrire 
de la manière suivante : 

C = m (M + m ')!Ël±f±±*+ m'(M+ m) . ■ 

- s wiË±^±M_ s( M + m + W)[M(44)+”~3 
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D’ailleurs nous ayons trouvé, pages 219 et 228, les équations 

, dx % + dy*-+-dz* M + m_ L JL dCl , rfrï . 

*-2F-F—*• M== T7t ndt = n 7. dL 

Si Ton désigne*donc, pour abréger, par d'Cl la valeur précédente de dh , ou la diffé¬ 
rentielle de Ci, prise seulement par rapport au temps introduit par les coordonnées 
x,y, 2, on trouvera 

— 

et l’on aura de même 

en indiquant par d" la différenciation par rapport au temps qui est introduit dans Cl' par 
les seules coordonnées a/, y', z'. 

La substitution de ces valeurs réduira la formule précédente à celle-ci : 

C = m (M + m') fd'a + m' ( M + m) /H"û' 

, dxdx*dydy -f- dzdz ,/m,m' M4- m-f-m'\ 

-mm - -X - + + _---} 

Cette équation doit avoir lieu séparément pour les termes séculaires et pour les pério¬ 
diques, ainsi que pour chaque ordre de termes différent, puisqu’il ne peut y avoir de ré¬ 
duction entre ces divers ordres ôu espèces de termes. Considérons les termes séculaires 
qui sont du troisième ordre par rapport aux: masses perturbatrices : il ne peut en. provenir 
de tels de ceux de l’équation précédente qui ont r ou / en diviseur; en effet il suffit, 
dans l’ordre que l’on considère, de prendre pour ces rayons leurs valeurs elliptiques * 

or le premier terme de celle de -, ou - , est le seul terme non périodique qui puisse y 

entrer, ainsi qu’on peut le vérifier en élevant àla puissance~i la valeur de robtenue p. 221, 
et il ne peut pas donner d’inégalités séculaires du premier ordre par rapport aux masses. 
Ainsi, les termes de cette espèce, provenant de la partie de l’équation qui contient r en di¬ 
viseur , sont au moins du cinquième ordre par rapport aux masses, et il en est de même 
de ceux qui viennent de d. La quantité dxdx' -f- dydy' -f- dzdz' ne peut amener aucun 
terme non périodique, qui ne soit de l’ordre des masses, parce que la différenciation et 
la combinaison y font disparaître les termes constans des valeurs elliptiques ; on peut 
donc représenter par mQ + m'Q' la partie séculaire de cette fonction. Enfin, le terme 
qui contient f en diviseur, peut produire des termes séculaires, soit par le développe¬ 
ment de la partie elliptique de la valeur de f , soit par la variation des élémens qui y 
entrent. Sil on représente donc leur somme par L, et qu’on désigne par m'mYdt, m'mV'dt 
les inégalités de la même espèce, qui entrent dans les valeurs de d'Cl et d"ci\ et qui 
sont nécessairement du second ordre des masses, parce qu’elles ne peuvent provenir 
que de la variation des coordonnées, l’équation précédente deviendra, en se bornant à 
la troisième dimension des masses perturbatrices, 

m'm'MfPdt -f- mm'M/P'dt — mm' [mQ -f- m'Q' -f- (M + m -f- m') L] = C. 

Or, si l’on différencie cette équation, on pourra négliger les termes enQ et Q', qui. 
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étant déjà du troisième ordre, deviendront ainsi du quatrième, puisque les variations 
des élémens sont du premier; la partie de L qui provient de la variation des élémens 
étant déjà du premier ordre, sa différentielle pourra aussi etre négligée; et quant 

l’autre partie de cLL, ou à la partie séculaire de la différentielle complète de - par rap¬ 
port à tous les élémens, nous avons vu, page 2412, qu’elle était identiquement nulle. 
L’équation se réduira donc, en faisant disparaître le facteur commun, a 
mP -f- m'P' = o ; 


et elle ne pourra avoir lieu qu’en supposant séparément P = o, P'— o, puisque ce J 
fonctions sont indépendantes de m et de m . 

Cette démonstration pouvant facilement s’étendre à un nombre quelconque de corps, 
il en résulte que si le moyen mouvement de l’un d’entre eux ne contient pas d inégalités 
séculaires dépendantes des carrés des masses perturbatrices, il n’en contiendra pas 
non plus qui soient multipliées par les produits de ces mêmes masses et de celle du 
corps troublé ; ainsi il ne pourra s’en introduire d’aucune manière dans la variation de 

cet élément. La valeur h = obtenue page 220, donnant I = —^/d'n, fait 

voir de plus qu’il ne peut y avoir d’autres inégalités séculaires dans le grand axe, que celles 
qui entrent dans d'Cl. On "peut donc conclure généralement, de tout ce qui précède, que 
les moyens mouvemens et les grands axes des planètes et des satellites, considérés d'une 
manière abstraite et indépendamment des rapports numériques qui existent entre eux , 
sont invariables , lorsqu’on fait abstraction des inégalités périodiques , et qu'on néglige 
les quantités du troisième ordre par rapport aux forces perturbatrices. 

Ce théorème prouve que si la longitude moyenne fndt + f, du corps troublé, contient 
quelque inégalité séculaire qui soit du premier ou du second ordre des masses, elle ne 
peut évidemment provenir que de celles qui entrent dans l’expression de la longitude de 
l’époque i. Nous allons donc maintenant examiner la variation de cet élément. 

Reprenons , pour cet effet, l’équation de la pag. a 3 i qui s’y rapporte, savoir. 


, _ 3 !*? rj t 4 - ^ X ~~- 

dt ~ an da ^ ‘ a u ne 


(1 




Variation d. substituons-y pour n la valeur de (fl) trouvée page a 3 9 , en désignant, pour abréger par 
JVpoijue, c et B i e3 coefliciens (a, a), etc., en remplaçant 2s m a ^ Ipar 1 — co s I, et e n allant 

seulement jusqu’au carré de l’excentricité, ce qui réduit }/ 1 — e* ( 1 — V 1 — •*) a 5 e* : 


nous aurons 



+ e " ) “H ^ cos ^ ( 1 — cos I 

-1-—— H AV -f* Cee' cos(#—*')""] c?£. 

acén L. — 1 


dt 


Il faudrait maintenant substituer dans le second membre, pour e\ e cos«, cosl, etc., 
leurs valeurs complètes trouvées dans le chapitre précédent, ce qui le réduirait a une 
suite de fonctions périodiques, et le rendrait intégrable par rapport ai^temps ; mais 
l’expression qui en résulterait pour 1 étant très compliquée, il est plus simple de recouiiy 
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àn procédé d’approximation successive, par lequel on ordonne les valeurs cherchées sui¬ 
vant les puissances des masses perturbatrices et du temps. Or,une première intégration, 
faite en regardant les élémens qui multiplient dt comme constans, donnerait un terme 
proportionnel à la première puissance du temps et du premier ordre par rapport à m' 
qui s’ajouterait au moyen mouvement elliptique nt , pour former la partie Uniforme de 
la longitude moyenne de l’orbite troublée. Si l’on suppose donc que le moyen mouvement 
est déterminé par observation, on devra négliger ce terme, parce qu’il se trouve déjà com¬ 
pris dans le moyen mouvement observé, ainsi que nous l’avons remarqué page 21 G. 

La variation séculaire de 1 élément t ne peut d après cela provenir que de termes qui dé¬ 
pendent des puissances des masses supérieures à la première, et l’extrême petitesse des 
tuasses des planètes, comparées à celle du Soleil, montre évidemment que dans la théorie 
des planètes , ces termes doivent être trop peu sensibles pour qu’on y ait égard. 

Il n’en est pas de même dans la théorie de la Lune, où le corps qui trouble le mouve¬ 
ment est le Soleil, dont la masse est plus de 337000 fois plus grande que celle du 
corps central, qui est la Terre; ce qui, malgré la distance qui les sépare, produit, comme 
nous l’avons vu page 108, une force perturbatrice moyenne, égale à environ un 358 e de 
la force principale. Aussi le périgée de l’orbite lunaire achève-t-il sa révolution en neuf 
ans, la ligne des nœuds la sienne en dix-huit ans, et l’excentricité éprouve-t-elle aussi 
des variations très promptes; ce qui permet de faire abstraction, dans l’expression de dt, 
des inégalités qui proviendraient de ces élémens , parce que , quoiqu’indépendantes des 
sin. et cos. des moyens mouvemens, elles croissent avec une telle rapidité, que ce sont, 
sous ce rapport, de vraies inégalités périodiques. 

Il resuite aussi de 1 invariabilité des grands axes et des mouvemens moyens, en ayant égard 

aux deux premières puissances des masses, que les valeurs des coefficiens — — etc • 

an da an da 

ne pourront pas contenir de terme proportionnel à la première puissance du temps, ni 
introduire par conséquent d’équation séculaire dans 1 . Il ne nous reste donc plus, sous ce 
rapport, que deux termes de 1 expression de dt à examiner, savoir, celui qui est affecté 
du cosinus de l’inclinaisbn mutuelle, et celui où entre le carré de l’excentricité e' de 
l’orbite du Soleil. 

Nous avons déjà démontré que l’inclinaison mutuelle des orbites de deux corps qui Constance da 
s’attirent mutuellement est une quantité constante; mais cela ne suffit pas pour prouver |, , ' n £ l . inai J son , <le 
que celle du plan de l’orbite de la Lune, au plan de l’orbite apparente du Soleil autour *T’edipdquT* 
de la Terre, ou de l’écliptique vraie, le soit aussi, parce que ce dernier peut être Vraie ‘ 
déplacé par l’action de toutes les planètes. Ainsi, pour pouvoir supposer que le terme 
cosl dt , qui entre dans la valeur de dt, ne peut pas produire d’équation séculaire dans 
le cas de la Lune , il faut démontrer directement que I est aussi Constant dans cette 
théorie. ( Voyez part. I, page 87, et le tome III de la Méc. cél., page 184). 

Désignons, pour cet effet, par x , y , z les coordonnées rectangulaires du centre de la 
Lune, rapportée au centre de la Terre et à une écliptique Gxe; par r, u, v et s le 
rayon vecteur de la Lune , l’inverse de la projection de ce rayon sur le plan fixe, l’angle 
fait par cette projection et par l’axe des x, et la tangente de la latitude de la Lune 
au-dessus du plan fixe; enfin, par les mêmes lettres, marquées d’un trait, les variables 
semblables relatives au Soleil. L’équation (g), de la page 127, peut servir à déter- 
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miner s, au moyen des autres élémens et des différentielles partielles de la fonction R 

des forces perturbatrices. 

Or, on a, en désignant par m'la masse du Soleil, 

m' m' (xx+yy' + z ±J. 

R ~ - — - fi — » 

y r /a -h r 1 — 2( xx' +yÿ -+- z*' ) 1 

ou en développant, suivant les puissances descendantes de 

w m' , m'r*. , (r x'+yÿ+ z z'— L A (xr r -fy/ 4- zz' — \ , efc . 

R = "p -»"ps • » r 's • » r 7 

et en substituant aux variables x,y t z,r leurs valeurs en fonction de u , v et s, donnée* 
page 126, et qu’il suffit d’accentuer pour avoir celles de x\y , z',/, 

roV f , , 3 C uf/COa —O "H uu'ss'—Xu\ 1 4 -^)2 . etc . I 

Il est facile de voir, d’après l’équation (7) de la page 99 , en y substituant la valeur de 
tangy que donne l’intégration complète des équations séculaires relatives à ^l’inclinaison 
et à la longitude du nœud, que la quantité que nous désignons ici par / est égale à 
une suite de termes de la forme k sin (✓ + gt + ») 9 g étant un coefficient extrêmement 
petit, dont nous négligerons le produit par m'a' 3 . La valeur de 5 peut de meme, en né¬ 
gligeant les quantités de l’ordre s 3 , être représentée par la quantité 2. k sin (v +£*+ 0 + V* 
la caractéristique 2 placée devant le premier terme désignant la somme de tous les 
termes semblables qui entrent dans cette valeur, et 5 , étant la tangente de la latitude de 
la Lune au-dessus de l’écliptique vraie. Cela posé, on aura, en n’ayant egard quaux 

/i a U ' 3 k* U * 

termes non périodiques, et en négligeant les quantités affectées de s / , u+ * ^6 » e c> * 

s /< 7 R\ m'u ' 3 1 + a* /c?R\ m'a' 3 /^R\ _ . 

u\du / 2 u+ ’ u* \ds) u 4 '* V^/ 


e qui réduit l’équation (g) à celle-ci : 

d*s 


1 ? 




A 2 u 4 


- -f- etc. 



Si l’on néglige les excentricités et les inclinaisons des orbites, et qu on désigne par a 

et a' les moyennes distances de la Lune et du Soleil à la Terre, on aura u = - , u' = ^, 

et l’on pourra conclure de ce que nous avons dit au bas de la page 19, a. Si 1 on 

fait ensuite —, = m, ml sera le moyen mouvement du Soleil, et il sera permis de sup- 

peser que le temps t soit représenté par le moyen mouvement de la Lune, ce qui donne 

— = 1. Substituons maintenant ces valeurs et celle de s dans l’équation precedente, en 
a 3 

observant que l’on peut ici changer gt en gv , nous aurons 

-+• Ci-f|m a )f / 4 - 2 ./iri^(g 4 - O a ]si n ( 1 '+g l, + 9 ) + etc • ==0, 
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ce qui donne, en intégrant, pour la partie de relative au mouvement séculaire de 
l'écliptique, 

* == + »inÇy + gy 4 . Q 

Cette dernière quantité est insensible, car gv s’élevant au plus à 5 o* cent, par année , et 
* m q ui exprime à peu près , comme nous l’avons vu au bas de la page 3o, le mouve¬ 
ment rétrograde du nœud, surpassant 20° c.,|m s est au moins 4000 fois plus grand que 
20- ; ainsi on peut négliger ce terme dans l’équation différentielle en s ], qui devient alors 
indépendante de tout ce qui a rapport au mouvement séculaire de l’écliptique. On voit 
donc qu’à raison de la rapidité du mouvement des nœuds de la Lune, on peut supposer 
constante l’inclinaison moyenne de l'orbite lunaire à l’écliptique vraie. 

Ainsi la seule quantité qui puisse produire une équation séculaire dans la longitude de Yé- Équation 

poque, et par conséquent dans la longitude moyenne, sera — —. qui donnera Lua*? de U 

an da ^ 

un terme proportionnel au carré du temps, lorsqu’on y substituera pour e' la partie ht de 
sa variation qui dépend de la première puissance du temps. Les astronomes, observant 
à des époques différentes la longitude vraie de la Lune, et en déduisant la moyenne en 
retranchant de la première 1 équation du centre, obtenaient, en divisant la différence 
par le nombre d’années écoulées entre chaque époque, la longitude moyenne annuelle de 
la Lune, qu’ils appelaient improprement son moyen mouvement; et ils avaient reconnu 
en comparant des déterminations semblables faites dans des siècles différens , une accélé¬ 
ration sensible dans ce moyen mouvement. Nous avons vu, dans le chapitré 10 de notre 
première partie , que non-seulement la théorie précédente a fourni de ce phénomène une 
explication complète , mais quelle a permis d’en déterminer l’expression analytique pour 
un grand nombre de siècles, avec une extrême précision, et quelle a servi à découvrir 
de semblables inégalités qui existent dans les mouvemens de la ligne des nœuds et d„ 
périhélie de l’orbite lunaire. & 6t dU 

Il existe entre les variations séculaires de la longitude de l’époque , produites par l’ac¬ 
tion mutuelle de deux corps, une relation analogue à celle que nous avons déjà reconnue 
entre les variations des autres élémens. 


En effet, représentons toujours par L la partie non périodique de la valeur de 
- : L étant une fonction homogène de dimension — 1, par rapport à a et à a' on aura 
dL ,dL 
a di+ a Ja'=~ L . 


et le second membre de cette équation sera constant, d’après ce que non, avons T n 
page 254. Or , si 1 on reprend 1 expression générale de d ,, en se bornant au carré de l’ex- 
centricite, et en mettant a la place du dernier terme sa valeur d., on pourra lui donner la 
forme suivante : 


et on aura de même 


A = 5 e* du • 


di' = ’ c' a dm' ■ 


2 m dL . 
.777 <*. 


33 
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Si l’on substitue les valeurs qui en résultent pour -j- et , dans 1 équation precedente, 

en ayant égard à l’équation de condition déjà trouvée page 242, e ll e se réduira, en suppo- 
sant que la partie constante se détruise séparément, à 

mcfndi -+- maPridt = o ; 

d’où Ton voit que toutes les fois que deux corps agissent l’un sur l’autre, les variations 
séculaires qui en résultent dans chaque élément sont de signe contraire et en raison in¬ 
verse des quantités ma*n*et m a a n . 

Ainsi, puisqu’il existe une équation séculaire dans la longitude moyenne de la Lune, 
il doit y en avoir aussi une dans le mouvement du Soleil ; mais on voit en même temps 
que l’extrême petitesse du rapport de mrz a n à m a*n! doit rendre cette dernière insen¬ 
sible , en tant quelle dépend de l’action de la Lune. 

Lorsque les inégalités séculaires sont développées suivant les puissances du temps, les 
termes qui contiennent la même puissance de la masse et du temps sont les seuls quon doive 
considérer. En effet, supposons par exemple un terme qui ait m' 3 t a en facteur, ou dans 
lequel la puissance de la masse soit supérieure d’une unité à celle du temps : on peut le re¬ 
garder comme provenant du développement d’une fonction telle que m' cos (m'af-f «),où 
la masse perturbatrice se trouverait à la fois en dehors et en dedans du signe périodique. 
Ainsi, l’inégalité correspondante aurait une période extrêmement longue, et un maxi¬ 
mum dépendant de la masse -, elle devrait par conséquent être négligée. 

On peut remarquer cependant que s’il existait de tels termes dans la variation du grand 
axe, ils en produiraient dans celle du moyen mouvement qui contiendraient la masse et 
le temps à la même puissance : car, soit un terme tel que Am a t, dans la valeur de i'a ou 

de — f*—— dt , celui qui en résulterait pour serait — \ — Am/ â £ a , d apres la for— 

an J dt a 

mule de la page 24g , et l’on devrait par conséquent y avoir égard. 

On pourrait se demander aussi ce qui arriverait s’il existait des termes qui continssent 
la masse à une puissance moindre que le temps. Supposons un terme de cette espèce, 
qui eût en facteur : il devrait résulter du développement d’une inégalité de la forme 

JL cos ( m 'at -f «) , et dont le maximum serait par conséquent en raison inverse des 

masses; ainsi, s’il existait de tels termes, le système ne serait pas stable, en n’ayant 
même égard qu’à la première puissance des masses. Ce cas pourrait se présenter dans le 
moyen mouvement, si le grand axe contenait des termes séculaires dépendans de la 
première puissance des masses ; car il est facile de voir qu’un terme Am t, dans tu, ferait 

naître dans /£ la quantité — £ ^ A mt\ On voit par là de plus en plus toute l’importance 
du théorème de l’invariabilité des grands axes pour la stabilité du système du monde. 


CHAPITRE SIXIÈME. 




CHAPITRE VI. 


Inégalités a courte et àjlongue période. Cas de la commensurabilité des 
moyens mouvemens. 

Considérons maintenant les inégalités du mouvement des corps de notre système, 
qui dépendent de leur configuration, soit entre eux, soit à l’égard de leurs nœuds et de 
leurs périhélies, et qui se rétablissent toutes les fois que ces configurations redeviennent 
les mêmes. Nous avons déjà vu dans le chapitre III, qu’on pouvait classer les termes pé¬ 
riodiques qui entraient dans la valeur de fl, en divers ordres de petitesse, suivant le* 
puissances des masses perturbatrices , des excentricités et des inclinaisons dont ils étaient 
affectés; mais la substitution de ces termes dans les expressions différentielles des élé- 
mens, et leur intégration , peuvent modifier essentiellement leur grandeur. En effet, soit 
m II cos (t n t int -f- 1 1 — /i -f' *) un des termes de ce genre, que renferme le déve¬ 
loppement de fl : il produira dans -j- la quantité m'Hi ain ( i'nt — int -f- etc.), et le# 

variations finies des élémens a, Ç, etc., du corps m, seront par rapport à ce ternie, en 
vertu des équations de la page 231, 


—~ «,) CM (' Vt -‘'"<+etc.), (i ’n'l—iM +etc.),etc. 


On voit que 1 intégration faisant passer en diviseur le multiple de t qu’a l’argument du 
ternie dont il s’agit, la grandeur de l’inégalité dépend de la'valeur de ce multiple aussi 
bien que dè l’ordre du terme , et qu’il peut se présenter trois cas différens , suivant que le 
multiple i f n r — in est grand, petit ou égal à zéro. Examinons successivement la nature de» 
inégalités qui résultent de chacune de ces suppositions. 

Lorsque le terme de fl, que l’on considère , est tel, que ïn — in n'est pas une très incite'* \ 
petite quantité , ou qu’il est peu différent de n ou de n , l’argument prendra des accrois- courte ^niiiode. 
^ semens rapides, la période de l’inégalité sera courte, et sa grandeur dépendra uniquement 

de l’ordre de son coefficient. On pourra alors supposer que les élémens qui y entrent sont 
constans, à cause de l’extrême petitesse de leurs variations séculaires au bout d’un court 
espace de temps. Il sera permis de se borner en général, dans la théorie des ancienne* 
planètes, aux inégalités qui dépendent de la première puissance des masses perturbatrices, 
et qui sont du premier ordre par rapport aux excentricités et à l’inclinaison. Il faudra 
cependant avoir egard aux termes dépendans des carrés et produits de ces dernières 
quantités , dans le développement de fl, parce que leur différenciation par rapport à 
ces élémens abaissera leur exposant d’une unité, et pourra produire des inégalités du 
premier ordre par le moyen de termes qui étaient du second. Lorsqu’on aura ainsi diffé¬ 
rencié tous les termes de fl par rapport aux élémens qui y entrent, il ne s’agira plus que de 
substituer les valeurs de ces différentielles partielles dans les expressions des différentielle* 
dechaque élément, et d’intégrer par rapport au temps, pour avoir les inégalités périodique* 
du premier ordre qui font partie de leur variation. Si l’on veut ensuite en construire 


Incgaliti's H 
longue période. 
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des tables commodes pour la pratique : au lieu de considérer ainsi les inégalités comme dis¬ 
tribuées entre chacun des élémens , il conviendra, ainsi que nous 1 avons "\u P a o e 1 97» ® 
les appliquer aux trois coordonnées astronomiques, savoir, le rayon vecteur, a ongituc e 
et la latitude, en augmentant chaque élément qui entre dans leurs valeurs elliptiques, de 
sa variation due aux forces perturbatrices, et en négligeant le carré de ces torces. Ainsi, 
la considération de la variation isolée de chaque élément n’est , pour ainsi dire, que pro¬ 
visoire dans la théorie des inégalités périodiques, et la méthode dans laquelle on ca eu e 
immédiatement les perturbations des coordonnées polaires , sans supposer que or i à 
troublée soit elliptique, est peut être, dans ce cas , la plus directe et la plus courte y 
tant qu’on se borne à la première dimension des masses. ^ 

L’expression de du, obtenue page a3i , contenant le terme l - . j- dt, il semble que, 

quand on veut avoir égard à la première puissance de l’excentricité, il faut pousser le calcul 
de Cl jusqu’aux e 3 , puisque le diviseur et la différenciation abaissent chacun dune unité 
l’exposant de e dans l’expression de du ; mais il faut remarquer que, comme 1 excen¬ 
tricité ou son carré multiplient tous les termes des valeurs elliptiques de r et de voù entre a, 
la présence de ce facteur les élève déjà suffisamment, pour qu’on puisse, dans 1 approxi¬ 
mation dont il s’agit, se borner aux e 3 dans «. # • . ‘ . 

' Si l’on voulait faire usage de la méthode de la variation des elemens, dans la theone 
de la Lune , il faudrait pousser au moins jusqu’au carré des excentricités et des incli¬ 
naisons , la recherche des termes qui dépendent de la première puissance de la masse 
perturbatrice, et former ensuite une nouvelle approximation dans laquelle on aurait 
égard à tous les termes de l’ordre du carré des masses. Le procédé qui semblerait le 
plus naturel pour parvenir à ce dernier but, serait de faire varier, par rapport aux elemens, 
les différentielles partielles de Cl, déjà déterminées ; mais comme il y a autant de ces 
différentielles partielles qu’il y a d’élémens, et qu’il faudrait faire varier chacune par 
rapport à tous ces élémens, qui sont au nombre de sept, en y comprenant le moyen mou¬ 
vement cela ferait quarante-neuf termes nouveaux à considérer. Il serait donc plus 
simple de substituer immédiatement dans n, au lieu des élémens <.«.«. «“• ' du 
veulent de la Lune , leurs nouvelles valeurs { + H, “ + e + te, etc., afin de dé¬ 
terminer racornissement ^ + etc., qui en résulterait pour cette 

fonction, et qui ne serait composé que de sept termes; cela reviendrait au meme 
pourvu qu’en prenant ensuite les différentielles partielles de cet accroissement par rap¬ 
port à chaque élément, on ne différenciât que par rapport à ceux qui se trouvaient déjà 
dans Cl, en regardant comme constans ceux qui y auraient été nouvellement introduits. A 
la rigueur il faudrait aussi supposer dans Cl les élémens a', e', etc. du Soleil, variables, et 
augmentés de leurs perturbations dues à l’action de la Lune, ce qui introduirait sept 
autres termes dans l’accroissement de Cl -, mais la petitesse de ces variations permettrait 
de les négliger, et de ne considérer que les termes en m' a sans avoir egard à ceux en 
mm'. Ayant ainsi obtenu les parties des différentielles partielles de Cl par rapport aux 
élémens, qui sont du second ordre des masses, il ne s’agirait plus que de substituer ces 
valeurs dans les expressions des différentielles des élémens , pour avoir, après l’intégration, 
la partie périodique de leurs variations qui dépend du carré de la force perturbatrice. 

Considérons maintenant le second des cas dont nous avons fait plus haut la istino 
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fîôn. Polir que lé développement de Cl puisse faire naître des termes où le Coefficient 

ï n ' _ i n> q U i multiplie le temps sous les signes périodiques, soit très petit, il faut que 

le produit du moyen mouvement nt de la planète perturbatrice par un nombre entier, 
soit presque égal à celui du moyen mouvement nt de la planète troublée par un autre 
nombre entier, ou en d’autres termes , que ces moyens mouvemens approchent beaucoup 
d’ètre commensurables entre eux. On voit en effet que dans ce cas les configurations 
réciproques des deux planètes, et leurs positions dans leurs orbites, doivent revenir les 
mêmes au bout d’un temps déterminé , et que ces retours doivent avoir une grande in¬ 
fluence sur les effets de leur action mutuelle. L’argument des termes dont il s’agit étant 
fort petit, son accroissement doit être très lent, et la période de l’inégalité correspon¬ 
dante ne doit s’accomplir qu’au bout d’un long espace de temps ; mais le coefficient de 
cette inégalité acquérant par l’intégration le très petit diviseur i'n' — in, qui se trouve 
même au carré dans l’expression du moyen mouvement, on voit que lors même qu’ells 
serait d’un ordre supérieur au premier, par rapport aux masses ou aux excentricités et 
inclinaisons, elle peut devenir par là très considérable. 

C’est par l’examen attentif des valeurs numériques des moyens mouvemens des divers Grandes inr. 
corps de notre système, ou des rapports de leurs révolutions sidérales, que l’on peut feretde < Satui P nê 
découvrir les inégalités de ce genre auxquelles leur action mutuelle doit donner lieu. C’est 
ainsi que Jupiter achevant sa révolution à peu près en douze ans , et Saturne la sienne 
en moins de vingt-neuf ans et demi, on a remarqué que le produit du premier nombre par 5 
était, à fort peu de chose près, égal au double du second; d’où Fon a conclu que les 
inégalités dépendantes de l’argument bft't — 2 nt, nt étant relatif à Saturne, devaient 
être très considérables dans la théorie de Saturne et de Jupiter. Nous avons déjà développé 

ce cas dans le dernier chapitre de notre seconde partie, et nous avons vu page 236 , Trimère di- 
... . < • , r , . . ,, , r 0 y mensjon des 

comment on pouvait déterminer a priori la forme des six termes du développement de Cl, masses. 

qui, étant du premier ordre des masses, et du troisième par rapport aux excentricités et 
à l’inclinaison, ont 5 n't — 2 nt pour argument. Comme il y a sept élémens à considérer, 
cela peut produire quarante-deux termes affectés de cette grande inégalité, dans les per¬ 
turbations de l’une et de l’autre planète ; mais les plus sensibles sont ceux qui entrent 
dans la variation de l'excentricité ou dans celle du moyen mouvement. Dnns la première ils 

viennent du terme - — dt de l’expression de de, qui, ayant e en diviseur, abaisse d’une 
e du 

unité l’ordre de chaque terme de il; dans la seconde, leur introduction tient à ce que la 
double intégration amène le carre de i n —in en diviseur. Les inégalités sont rendues par là 
si considérables, que, parmi les termes de fî qui ont 5 nt — 2 /if pour argument, et qui 
sont affectés de la première dimension des niasses, on doit même avoir égard à ceux qui 
sont du cinquième ordre par rapport aux excentricités et à l’inclinaison. On voitfacilement 
alors, en reprenant les considérations de la page 236 , que ces derniers se composent des 
mêmes combinaisons dangles qui entrent dans les ternies du troisième ordre, et qu’ils en 
introduisent de plus quatre nouvelles , où l’argument 5 n't — 2 nt -f- 5 % — 21 est suivi des 
angles — 4* -f t>, u — — 2 A, — 2 ® — 2 A, dans lesquels g -f- g' -f- 2 g" 

est toujours égal à 3, sans que g , g ', g" soient tous de même signe. 

L’équation de condition qui existe entre les inégalités séculaires de tous les élémens 
a lieu aussi relativement aux inégalités à longue période du moyen mouvement, qui 
dépendent de la première puissance des masses. 
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En effet, l'équation, provenant du principe des forces vives, à laquelle nous sommes 
parvenus page 253, a lieu séparément, et est rigoureuse, par rapport aux inégalités pé¬ 
riodiques qui ont le même argument ; mais si cet argument est tel que in in soit 
très petit, et que l’ordre des termes où il entre soit d’ailleurs assez éleve, on peut se 
borner à ceux qui acquièrent i'n — in en diviseur, parce que ce sont les seuls qui 
puissent produire des inégalités auxquelles on doive avoir égard. Or, comme il n en peut 
provenir de semblables que de l’intégration , les seules parties de l’équation qui peuvent 
en contenir de tels , sont celles où entrent fd'Cl et fd"CÏ , puisque les autres ne sont pré¬ 
cédées d’aucun signe d’intégration, et qu’on ne doit y mettre, pour les variables, que leurs 
valeurs elliptiques, quand on néglige le cube des masses. Si donc on remet, pour ces 
quantités, leurs valeurs, et qu’on néglige les produits des masses perturbatrices, on aura, 
par rapport aux inégalités à longue période, du premier ordre des masses, qui peuvent 
devenir sensibles , la relation 

r dci , , , r , dcï 

ml n dT dt m I n ~dV dt = °> 

qui devient, en y substituant pour leurs valeurs en fonction des variations des 

moyens mouvemens , et en regardant a et n comme constans, 
mcfnd . -f- ma' a n'd = o , 

d’où l’on tire, en intégrant, en remettant pour n et n leurs valeurs, et en négligeant le 
carré des masses, _ • 

m m o! à'Ç = const., 

équation à laquelle nous sommes déjà parvenus page no5, et qui permet, comme nous 
l’avons vu , dans le cas de la grande inégalité de Jupiter et de Saturne, de conclure 
immédiatement, de celle qui se rapporte à l’une des planètes, la valeur de l’inégalité 
correspondante pour l’autre planète. 

Secondediroen- Les quantités qui sont de l’ordre du carré des masses, peuvent produire , dans cette 
sion des masses. ^g 0r i e f des inégalités très sensibles, qui aient 5 rît — ont, ou le double de cet angle, 
pour argument. Les premières viennent de la variation de Cl et Cl' qui résulte de celle 
des élémens, et en particulier, de la combinaison des termes périodiques du premier 
ordre des masses qui ont 3 nt — ni et ni — ünt pour argument. Quant à l’inégalité 
qui dépend du double de 5 ni — 2 nt, on peut conclure, de ce que nous avons vu 
page 2 Ô 2 , qu’il ne peut point en provenir de semblable dans le grand axe et dans le 
moyen mouvement, par les variations des excentricités, des périhélies, des nœuds et des 
inclinaisons , qui dépendent de l’argument 5 nt — q nt ; mais il n’en est pas de même de 
celles qui peuvent provenir de la variation des moyens mouvemens. 

En effet, l’accroissement de Cl qui résulte de la variation de £ et Ç étant. 

îïï celui du moyen mouvement de m , qui y correspond, aura pour ex- 

pression - afj~ K + 

Si Y on suppose donc 

Cl = m'H cos ( i'S' — 4- iY — ii 4- «) , ff=mn cos (»T — iÇ 4- etc> ) i 



on aura 
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~ = m'Hi sin ( i'Ç — % 4 etc. ), = — mHi' sin ( i'f — ££ 4. e f C . ) ? 

d’où l’on tire, pour les variations de £ et qui sont du premier ordre des masses en 

remettant, pour ces élémens , leurs valeurs elliptiques ni et nt sous le signe sinus, 

** ( lV( —>"< + *<=•)> t{ — — 


et comme on a 
d*Cî 


=— rn'Hi* cos (/'<f — 4 etc.), = mW cos (ÏÇ — /£ 4. etc.) , 


d&t 


on obtient, pour l’accroissement de qui est de l’ordre m*, en exécutant les produits 
et en intégrant, après avoir fait £ =±= nt , Ç = nt , sous le signe périodique, la quantité 
q/n.'H 2 i //ni 2 mi' 2 \ . 

_ 8a*(iV-TTn)4 U r + sm a n ~ '»< + ->'<+•)} 

qui se réduit, dans le cas de Jupiter, en y faisant ï = 5 , i = 2, à 


qmTP /4Ai' û5m\ . , . , 

~ V5 r+ ? r /*“‘ ( ‘ on '— ,c ‘ -* + =«)• 


4 a a ( 5 ;i 

L’inégalité qui en résulte a une période deux fois plus courte que celle de la pre¬ 
mière; et quoiqu’elle soit du second ordre de*s masses, et du sixième par rapport aux 
excentricités et à l’inclinaison, elle est cependant sensible à cause du très petit diviseur 
5 n ' — 2/1 quelle a acquis à la quatrième puissance. 

Nous n’avons pas eu égard , dans ce qui précède, à la variation de a, dont le carré 
entre en diviseur sous le double signe intégral, dans l’expression de et qui, par la 
combinaison du terme de sa variation, qui a l’argument 5 n't — ant , avec le terme sem¬ 
blable de^r, pourrait en produire un qui eût le double de cet angle pour argument; 
mais il est facile de voir que le terme provenant de la variation de n’aurait que la 

première puissance de i'n' — in en diviseur; ainsi, la combinaison et la double intégra¬ 
tion ne pourraient jamais amener que son cube; et comme l’inégalité serait du sixième 
ordre, et dépendante du carré des masses , le diviseur ne serait pas assez petit pour com¬ 
penser cette élévation, et rendre son coefficient sensible. 

Pour pouvoir déterminer la période et le maximum de la grande inégalité de Jupiter 
ou de Saturne, il faut rassembler les diverses parties dont elle se compose, et qui sont de 
diffiérens ordres, afin de les réunir toutes en un seul terme. Nous avons déjà vu, page 209, 
comment on réduisait chaque terme dont l’argument était 5 nt — ünt + 5$' — 2t où 
£, à la forme k sinÇ 4 h! cos£, et de là à la forme Csin (£ 4 a) , en faisant 

tang A = ■jr ) G ^ ~h k “i et comment on devait avoir égard, à cause de la longueur 

de la période, aux variations séculaires des élémens qui entraient dans les coefficiens 
h et k'. Supposons donc la somme de tous les termes de la grande inégalité réduite à 
la forme ( A 4 Bt 4 C* 2 ) sin Ç 4 (A' 4 B't 4 C'r 2 ) cos£ : il faudra, pour la réduire 
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à un seul terme, la calculer pour trois époques différentes, telles que 1750, 225 o 
et 2700, au moyen des valeurs numériques des élémens à chacune de ces époques. Soit 
e s in a + A) sa valeur pour . 7 5 o ; soient t„ C,. A, ce que deviennent « et a aux 
époques de aa 5 o et a 7 5 o : l'expression de cette grande inégalité, relative a un temps 
quelconque t , sera 

( f +* a ■+ * ‘‘ a?) sin (c+*+* j t +i f 5^) •• 


les différentielles de £ et de a se rapportant à l’époque de 1750. 

Or, l’expression générale de C, savoir C ^ 4 t* ^ donne, en y faisant succes¬ 

sivement t = 5 oo, t — 1000, 

C, = C + 5 oo ^ + i ( 5 °°)* C. = C+1000 jjj + i ( 1000)* ^. 

dt 4 t, — 5 J— C. C. —at. + C . 

d’où l’on tire loco > 3Ï* 25cooo * 

et il suffit de changer dans ces équations £ en a pouf avoir des valeurs semblables, 
relatives à cette dernière quantité. 

Ayant obtenu par là les valeurs des coefficiens des puissances du temps qui se trouvent 
en dehors ou en dedans du signe sinus, en fonction des quantités connues £, £ /} etc., 
on peut déterminer, ainsi que nous l’avons vu page 212, la période de la grande iné¬ 
galité, en cherchant quel est l’accroissement annuel de son argument, et quel est le 
temps'nécessaire pour que cet argument augmente d’une circonférence. On trouve par là 
que cette période est d’environ 929 ans , et qu’elle est, à très peu de chose près, la 
même pour Jupiter et pour Saturne. Nous avons vu d’ailleurs que ces inégalités étaient 
de signe contraire, et que celle de Satufne, dont le maximum était d’environ 48 ', ten¬ 
dait actuellement à diminuer sa longitude moyenne. On doit aussi avoir egard, dans 
les valeurs du rayon vecteur, et de la longitude vraie de ces deux planètes , à plusieurs 
inégalités dépendantes des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons, et 
qui acquièrent en diviseur, par l'intégration, la première puissance de M — an, ainsi 

que nous l’avons déjà remarque page 2 1 o. , . . 

La théorie des différentes planètes de notre système présente plusieurs exemples 
d’inégalités à longue période , beaucoup moins considérables, il est vrai, que les pré¬ 
cédentes, et que l’on calcule isolément comme celles-ci, en ne déterminant, parmi les 
quantités* de l’ordre dont elles dépendent, que les termes qui ont l’argument correspon¬ 
dant a l’inégalité cherchée , ou ceux que le rapport approché de conmîensurabilité peut 
rendre sensibles. Ainsi, le moyen mouvement de Mercure étant, à très peu de chose 
près quadruple de celui de la Terre, il en résulte, dans la théorie de la première pla¬ 
nète’ ùne inégalité dont l’argument est nt - fyi't , et qui est sensible quoiqu’elle dépende 
de la* troisième dimension des excentricités et de l’inclinaison; mais sa petitesse permet de 
négliger les termes qui n’ont point («— 4«) 4 pour diviseur, et de ne pas supposer ses 
coefficiens variables par rapport au temps. L’action de Saturne sur Uranus produit aussi 
une grande inégalité, qui a pour argument trois fois le moyen mouvement de ce dernier 
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moins celui du premier. On voit même qu’il doit exister de semblables inégalités dars la 
théorie de toutes les planètes , puisqu’on peut toujours trouver des nombres dont les 
produits par les moyens mouvemens respectifs soient à peu près égaux; niais on ne 
doit y avoir égard que lorsque la différence de ces nombres s’écarte peu de l’unité, 
puisque , dans le cas contraire , l’ordre des termes est trop élevé, et leurs coefficiens 
sont trop petits , pour qu’il faille les prendre en considération. 

Dans les nouvelles petites planètes, dont les moyens mouvemens sont presque égaux, la Noirndl» 
commensurabilité se trouve dans les termes indépendans des excentricités, et l’on a’, à pUmète *' 
fort peu de chose près, n — »' = o, dans la théorie de Cérès et Pallas. Il semble alors 
qu’on devrait y avoir égard aux termes dépendans de tous les multiples de l’élongation 
nt — n't, puisque le terme A cos 10 (n/ —7i'/), par exemple, ne diminuerait en l’intégrant 
que par le diviseur îoo, qu il acquerrait dans le moyen mouvement, ce qui ne suffiraitpas 
quand A serait grand, pour rendre l’inégalité insensible. Heureusement les masses de ce» 
planètes sont si petites, qu’on peut négliger les effets de leur action mutuelle par rap¬ 
port à ceux qui proviennent de l’attraction des autres planètes environnantes. Au reste, 
d autres obstacles dont nous avons déjà parlé, savoir, la grandeur des excentricités et 
des inclinaisons, se présentent dans leur théorie, et rendent insuffisantes toutes les mé¬ 
thodes connues, pour déterminer leurs perturbations. En effet, les développemens 
ordonnés suivant les puissances des excentricités, étant alors fort peu convergens , il fau¬ 
drait pousser les calculs si loin , qu’ils deviendraient presque impraticables • les théories 
de Cérès et de Vesta offriraient peut-être un peu moins de difficultés que celles des deux 
autres ; mais on a vérifié que dans le cas de Pallas , par exemple, il faudrait environ quatre 
cents inégalités pour représenter la seule attraction de Jupiter.Les facteurs numériques qu’ac¬ 
quièrent les coefficiens de chaque équation dans les ordres supérieurs deviennent si considé¬ 
rables qu’on pourrait même douter s’ils ne produiraient pas quelque terme sensible 
dans la théorie des anciennes planètes, et il serait important d’avoir un moyen d’appré¬ 
cier les limites des erreurs que l’on commet, en s’arrêtant à un certain ordre d’approxi¬ 
mation ; cependant, la comparaison de la théorie avec les observations prouvant que les 
résultats de celle-là s accordent en général avec celles-ci, à moins de io" près, fournit 
utie vérification suffisante pour l’Astronomie, si elle ne l’est pas entièrement pour l’Ara yse, 

La théorie des satellites de Jupiter qui, à cause .de la promptitude de la révolution 
de ces astres , a présenté, dans le court intervalle d’un siècle et demi, tous les grands 
changement que le temps ne développe qu'avec une extrême lenteur dans le système pla pte ' 
nétaire , offre uu exemple bien remarquable du troisième des cas que nous avons dis¬ 
tingués au commencement de ce chapitre, de celui où le coefficient du temps, sous le 
signe périodique, est égal à zéro. 

Considérons en effet les 3 premiers satellites, en négligeant le 4 •, ou le plus éloigné de WdWsoui 
Jupiter, dont action sur es precedens est, à raison de sa distance, presque insensible, de Ja 

même que celledu Soleil, en comparaison de l’action mutuelle des 3 premiers satellites ; dé- S« 
signons par fndt,fn dt, fn dt , ou les moyens mouvemens respectifs de ces derniers : 

les observations ont fait voir que ces élémens suiventà peu près une progression sous-double 
c’est-à-dire que le moyen mouvement du i er satellite est, à fort peu de chose pi es , doublé 
de celui du second, qui lui-même est presque double de celui du troisième. Il en résulte 
d’abord que les inégalités qui ont nt — a n't et nt — a n’t, ou leurs premiers multiples* 
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pour argument, et qui sont d’ailleurs du premier ordre par rapport aux masses et aux 
excentricités, seront en général très considérables dans cette théorie, de même que toutes 
celles qui acquièrent n — o.ri et u —2/1" en diviseur ; et comme 1 ellipticité des orbes du 
premier et du second satellite est insensible, la variation de l’excentricité, dépendante de 
ces argumens, et qui a, comme nous l’avons vu, e ou e en diviseur, sera plus considérable 
que la variation correspondante du moyen mouvement, quoique celle-ci ait les carrés 
de n — 2n' ou n — ari en diviseurs. Nous avons vu, page 221, que le second terme de 
l’expression elliptique du rayon vecteur r du corps m était — ae cos (nf -f- t — «) si 
l’on y substitue, au lieu de e , la partie de sa variation qui dépend de l’angle nt — 2 rit, cela 
fera naître une inégalité indépendante de l’excentricité , et dont l’argument sera 2 (nt—ri l); 
il en est de même pour le terme correspondant de la longitude vraie ; et l’inégalité qui 
en résulte est la plus sensible du mouvement du premier satellite, la seule que les obser¬ 
vations aient fait reconnaître.De semblables substitutions, dans les valeurs des coordonnées 
des satellites m et m ", y produiront des inégalités considérables, qui dépendront, dans le 
premier'cas, des angles nt—rît ou nt —n"f,et dans le second cas, dece dernier seulement. 

Mais l’inégalité la plus remarquable de ce système, est celle qui dépend de l’angle 
n t — 3 nt -f- 2 n°t. En effet, n — 3 n' -f- 2 n" étadt égal à la différence entre n— an et 
ri— in , est incomparablement plus petit que chacune de ces quantités, et il semble que 
les termes qui ont cet argument doivent produire de très grandes variations dans les 
moyens mouvemens, d’autant plus que leurs coefliciens sont indépendans des excentricités, 
quand on se borne à ceux de l’ordre le plus bas. Nous allons chercher à faire voir com¬ 
ment l’action mutuelle de ces mêmes satellites tend à rendre ces inégalités peu sensibles. 

Inégalité*qui II est évident, d’après ce que nous avons établi au bas de la page 233 , que les termes 
de l'aegle n t -Zal + 2n n t ne peuvent se trouver que parmi ceux qui sont 
niuk«es. du second ordre des masses perturbatrices, puisque les termes du premier ordre, qui 

proviennent de l’action de m." ou de m'sur m, ne peuvent contenir à la fois, sous les signes 
périodiques, que n"t et nt ou rit et nt. On voit de plus que les principaux des termes 
dont il s agit résulteront de la variation des coordonnées de m , dans les termes de ft et 
G r où entre COS (y-—O, dans ceux de Ci! et £1 qui dépendent de cos 2(1/ — v"); 
mais il suffit de calculer ceux qui se rapportent à l’un des satellites, pour obtenir, avec 
une grande approximation, les termes qui sont relatifs aux deux autres. 

En effet, reprenons l’équation mrind.^ = o de la page 262, qui a lieu 

pour un nombre quelconque de corps , et appliquons-la au cas actuel, en y supprimant 
la caractéristique ce qui revient à regarder £ et Ç comme les moyens mouvemens des 
orbites troublées : nous aurons, en la différenciant, et en remarquant qu’on a 

d{=ndt, dn = ^, da =— ^ da, etc. : 
ma .„ ÏÀ + mW ^ + mW = o. 

L’équation ma*n -f- m'ri'ri -f- rria H *ri = const., qui provient, comme nous l’avons 
vu page ao3, de l’une des intégrales des aires, quand on y néglige les excentricités et 
les inclinaisons, subsiste par rapport aux inégalités à longue période, parce que les 
termes, multipliés par mm', qu’on néglige pour obtenir cette relation, n’ont point en di¬ 
viseur les petits coefficiens i'ri—in dans l’ordre que l’on considère (voyez Mec. cél., tome I, 
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page 317). Elle donne, en la différenciant, et en remettant pour da et dn leur* 
valeurs, 

a d*£ , , a d’Ç „ d 2 ^ 

ma Si +ma ~JT + ma ~cü~°■ 

On tire de ces deux équations, en retranchant l’une de l’autre, après avoir multiplié 
la dernière par n" ou par n , 

d 2 Ç ma a ( n — n") d*£ d 2 £" mû 1 (n—n') à 

~dt m'a 2 (n — n") dît * dt m'a"* (n — ri) dt * 

On a d’ailleurs, d’après la page a 3 a, ^ ~ ; 

si donc on suppose dans ~ le terme — A sin(£— 3 <f + 2^ -f- 1 — Z% -f a*") , 

„ _ 3 /mm" , „ mm" n — ri mm' n — ri \ „ 

*tq ue lonfts3e ï (-^r +“-??• 7 -.-^; A=f * 


dt a 


= Ç 8 in(C-3r+<+e~3^ + 2 t ff ), 


' dl* 


d’où l’on tire, en posant £ — 5 £' 4 - q£" 4 * * — 3 i r 4- a«* = Q, et en supposant d’abord 


<, «', 1" constans , l’équation 


d J lp 

dF 


= C sin p. 


Les observations apprennent que la combinaison des moyens mouvemens, représentée 
p ar £ — 3<f 4- 2Ç", est une très petite quantité ; on peut donc supposer, en général, quand 
on regarde t, «"comme constans, <p — a +u, a étant une constante, et u une variable 
très petite, dont il est permis de négliger le carré ; l’équation précédente devient alors 


au - , _ . 

=uf cos a +1 sin a. 

Or, il est facile de voir que les valeurs sint \/— • cos a, et cost \/~—Çcosa, données 
à u , satisfont à cette équation quand on fait abstraction de son dernier terme, et que, 
pour que la substitution de la valeur de u rende nulle l’équation toute entière, il suffit d’y 
ajouter un terme constant, qui étant multiplié par S cos a, soit égal et désigné contraire à 
Ç sin a. On tire de là , pour l’intégrale complète de eette équation : 

u = k «in (f 1/ — C cos a 4 h ) — tanga, 


k eth étant deux constantes arbitraires. 

Pour que la valeur de u reste très petite, il faut que le terme affecté de tanga dispa¬ 
raisse ; car supposons qu’au point de départ où l’on a t = o, k sin h fût à peu près égal à 
ç tanga : comme.l’argument du premier terme croît avec le temps, ces deux termes pour¬ 
raient bientôt différer beaucoup, ce qui serait contre notre hypothèse, déduite des observa¬ 
tions savoir> que u reste toujours très petit, ou que l’angle p est, à très peu de chose prèa, 
constant. Il faut donc, pour que l’équation puisse subsister, que l’on ait tanga = o, et 
par conséquent que a soit égal à zéro, ou à une demi-circonférence, ce qui donne 1er 
équations 

Cu, et n==,^sin (4 +//). 
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Ainsi, de même que dans la théorie du pendule il n’existe que deux positions d’éqni-* 
libre, il*n’y a de même que deux cas où la valeur moyenne de la combinaison des longitudes 
désignée par ç> reste constante ; mais pour que u demeure toujours très petit, ou que 
l’équilibre soit stable, il faut encore que [/ z+: £ soit toujours une quantité réelle , ne 
puisse devenir imaginaire, puisque sans cela sin *!/:+:£ se changerait en exponentielles 
réelles, qui croîtraient indéfiniment avec le temps ; ainsi, si £ est négatif par lui-même, 
il doit être précédé du signe , ce qui exige que l’on ait cos a = 1 , ou que a soit égal à 
zéro ; si au contraire £ est positif, il doit être pris aussi avec le signe -f- sous le radical, 
et il faut par conséquent que l’on ait cos a = — 1 , ou a zx= 

Dans le cas des trois premiers satellites de Jupiter, le calcul donne, pour £, une 
quantité positive ; l’angle <p ne doit donc qu’osciller de part et d’autre de deux angles 
droits , et c’est ce que confirment en effet les observations. La période de cette oscillation 


est donnée par l’équation t \/ G = 2sr, et elle est égale à ce l a fait monter 

à environ deux ans, lorsqu’on met dans cette expression pour £ sa valeur. Pour déterminer, 
son maximum , il faudrait connaître , au moyen des observations , la valeur de cor¬ 
respondante à /=o. En effet, soit « cette valeur, et supposons qu’on ait u = o quand t = o, 
ce qui donne en général u = k sin t [/~S : on aura, en différenciant et en faisant ensuite 
t nul, * = k y/ £> d’où l’on tire k =—; mais comme jusqu’ici, malgré la rapidité de 

la période de u, on n’a pu trouver aucune trace de cette inégalité, il s’ensuit que, même 
dans son maximum, elle est d’une extrême petitesse. Ainsi la commensurabilité des moyens 
mouvemens produit une espèce de libration entre les longitudes moyennes des trois satel¬ 
lites, qui est une véritable équation séculaire, en tant qu’elle'est indépendante de la con¬ 
figuration de ces corps entre eux, mais dont le coefficient est arbitraire , et paraît être 
jusqu’à présent insensible par les observations. 

Il nous reste â faire voir que les variations des longitudes de l’époque, dont on ne 
peut faire abstraction dans les satellites de Jupiter, comme dans les planètes, ne modi¬ 
fient pas ces résultats. Supposons, pour cet effet, que ces variations ajoutassent à la 

valeur de —-, une quantité de la forme : on peut, à cause de l’extrême longueur 
dt % dt 

de leur période, comparée à celle de sin t \/ £, supposer toujours <p r + u , u étant 
une très petite quantité ; ce qui donne l’équation 


d*u „ , d°t 

3 ?=“ fu+ dï‘ 

On tire de là, en intégrant par approximation , ou en supposant d’abord le dernier 
terme constant, puis variable , et en modifiant la valeur de u de manière à ce que l’é¬ 
quation soit toujours satisfaite : 

u= k sin (t \/~Z + h) + ^ — j/— -f- etc. 


Nous avons vu que l’inégalité séculaire de la longitude de l’époque était de la forme 
m fe*dt , et que la valeur de l’excentricité e' se composait généralement d’une quantité cons¬ 
tante et d’une suite de termes de la forme A cos^f-f- «) , f*. étant de l’ordre des masses 
perturbatrices. Comme la dilféreuciatiou de cette valeur fait sortir le très petit multiple f* ea 
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dehors du signe périodique, il en résulte que la quantité ^ sera à la fois excessivement 

petite, et d’une période qui ne s’accomplit qu’en plusieurs milliers d’années : ce qui prouve 
qu’on peut la négliger par rapport à une inégalité dont la période n’est que de deux ans ; 
et il en est de même à plus forte raison des termes suivans. 

Puis donc que 1 angle nt 3 n t -f- 211"t + 1 —■ 3 t -f- 2i" ne fait qu’osciller de part et 
d’autre de deux angles droits, sa valeur moyenne est égale à deux angles droits, et l’on 
a, en n’ayant égard qu’aux quantités moyennes , n — 3 n -f 2 n" = o ; c’est-à-dire que le 
moyen mouvement du premier satellite, moins trois fois celui du second , plus deux fois 
celui du troisième , est exactement et constamment égal à zéro .Il n’est pas même nécessaire 
que cette égalüé ait eu lieu exactement à l’origine, ce qui serait très peu vraisemblable ; il 
suffit quelle ait été fort approchée, et que n — 3 n' -f- 2/1" ait été moindre, abstraction 
faite du signe, que k \/ £, pour que l’attraction mutuelle des trois satellites ait rendu 
cette égalité rigoureuse. 

On a ensuite t 3 t' -f- 2«"=:*• j ainsi, la longitude moyenne du premier satellite t 
tnoins trois fois celle du second , plus deux fois celle du troisième , est exactement et 
constamment égale à deux angles droits; et l’on peut conclure de là , que les équations 
séculaires des longitudes moyennes des satellites seront toujours tellement coordonnées 
par leur action mutuelle , que celle du premier, plus deux fois celle du second sera tou¬ 
jours égale à trois fois l’équation séculaire du troisième. Ces beaux théorèmes, qu’on a 
proposé d’appeler les Lois de Laplace , du nom de celui qui les a le premier établis par 
la théorie, ont lieu relativement aux moyens mouvemens, et aux longitudes moyennes 
synodiques des trois satellites , parce qu’ils sont indépendans de l’axe auquel on rapporte 
les angles ; et il en résulte que les trois premiers satellites ne peuvent jamais être éclipsés 
à la fois. En effet, dans les éclipses simultanées du premier et du second, par exemple , 
nt + « et n't + «' sont égaux à une demi-circonférence, ce qui donne, en vertu de l’équa¬ 
tion précédente, 2 n"t -f- 2^ = 3 *-; d’où l’on voit que la longitude moyenne du troisième 
satellite, est alors égalé a f *•. Ces théorèmes montrent aussi que les deux inégalités prin¬ 
cipales du rayon vecteur, et de la longitude vraie du second satellite, c’est-à-dire celles 
dont l’argument est nt — n't ou 2 n't — 2 n"t, peuvent se réduire à une seule, dépen¬ 
dante du premier argument ; et que ces inégalités étant une fois réunies , il n’est point 
à craindre qu’elles viennent à se séparer par la suite. 


CHAPITRE VH. 

Travaux récens sur la théorie des mouvemens de translation des planètes. 

Tandis que la publication de l'admirable ouvrage des Principes fut , comme nous 
l’avons vu, suivie d’un grand nombre d’années où l’on ne vit paraître , dans ce genre 
aucun travail important et original, celle du Traité de Mécanique céleste de M. Laplace* 
faite dans un siècle plus éclairé, semble au contraire avoir donné aux esprits une impulsion 
nouvelle et rapide. Nous ne parlerons pas ici des découvertes et des travaux astro¬ 
nomiques qui rendent déjà cette époque remarquable, mais nous nous bornerons à énn- 
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mérer les principaux Mémoires que ce siècle a vus naître, sur la théorie analytique des 
perturbations planétaires, et à donner une légère idée de chacun d eux, en pro itant 
des analyses qui en ont été faites dans le Nouveau Bulletin de la Société l i omat uque. 

On peut dire, avec Lagrange (Mec. anal. , tome II, page 77), que ce sont es 0 ser 
vations elles-mêmes qui ont fait connaître la solution du problème des mouvemens des 
planètes, fondée sur la variation des élémens de leurs orbites elliptiques : puisque les 
irrégularités quelles firent découvrir dans ces mouvemens étaient assez petites pour que 
les astronomes, qui voulaient en tenir compte, dussent, en admettant toujours le mouvement 
elliptique comme étant le véritable, supposer seulement que les élémens éprouvaient e 
très légères variations; ce fut en effet la marche suivie par Newton dans sa Théoriède 
la Lune. Cette méthode, qui, considérée analytiquement, revient à substituer, à trois 
équations différentielles du second ordre, un nombre double d’équations du premier 
ordre, ne serait presque d’aucune utilité si la solution rigoureuse était possible ; mai» 
elle est très avantageuse dans le cas contraire, et lorsque les forces perturbatrices sont 
très petites ; car elle permet de conserver la forme elliptique des orbites, de supposer meme 
l’ellipse invariable pendant un temps infiniment petit, et de faire une suite d approxi¬ 
mations ordonnées suivant les puissances des forces perturbatrices ; enfin, elle ramené 
immédiatement aux quadratures les valeurs déterminées par la première approxima¬ 
tion. Euler est, à ce qu’il paraît, le premier qui soit parvenu, des .748, par ce procédé, 
aux véritables expressions analytiques de la variation de l’inclinaison et de la longi¬ 
tude du nœud ; et il l’appliqua avec succès à la fin de sa Théorie de la Lune, de i 7 53 , 
à celles du grand axe, de l’excentricité et de la longitude du pénhehe, sans obtenir 
cependant des valeurs exactes dans les applications numériques qu il fit de ses formules. 
Nous avons vu Lagrange parvenir, en 1776, à exprimer la variation du grand axe au 
moyen de la différentielle d’une certaine fonction Q des forces perturbatrices , prise par 
rapport aux seules coordonnées rectangulaires du corps troublé, et donner, en 17 1, 
de semblables formules pour tous les autres élémens, excepté la longitude de époque , 
nuil se contenta d’exprimer en série. M. Laplace, qui avait déjà donné une metho e pour 
r • J* Ips arcs de cercle, fondée sur la variation des constantes arbitraires, lit de- 

faire disparaitr Mécanique celeste , les expressions différentielles 

inclinaison et’de la longitude de se, nœuds, de, diffé- 

rentielleTpartielle, de la fonction perturbatrice, par rapport aux coordonnées pola.res ; 

etTl parvint, par une transformation, à mettre les deux dernières sous une forme plus 
«impie et plus symétrique encore, en y exprimant la différentielle de chacune de. deux va¬ 
riables relatives à la position de l'orbite, an moyen de la différentielle part,elle, par rap¬ 
port à l'une de ces mêmes variables, il prouva dan, le livre VI, que uniformité 
moyens mouvemens n'est point altérée par le, grande, inégalités de Saturne e *.* 
en avant égard aux carrés de, masse, ; ce qui était d'autant plu, important, qu ,1 avait fait 
voir que JL grande, inégalité, ont une influence considérable sur les variations séculaires 
de^orbites de ces deux planètes-, il montra aussi que les inégalités séculaires, dues 
aux carrés des forces perturbatrices , u'altéraient pas le, équations de condition qm ont 
lieu entre les variations de chaque élément ; que la partie de la fonction perturbat rice. 
qui est indépendante des moyens mouvemens, est constante par rapport aux e eme 
de la planète troublée ; et que sa différentielle, par rapport à ces elémem , est nul e, 
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moins lorsqu’on néglige le3 quantités du quatrième ordre , par rapport aux excentri ¬ 
cités et aux inclinaisons. Enfin, il fit voir , dans le livre VIII, imprimé en i 8 o 5 , 
que l’inégalité séculaire de la Lune ne saurait être altérée par celles de son moyen mou¬ 
vement. 

Tel était à peu près l’état de la science sur ce point, lorsque M. Poisson lut à Tins- i* r Mémoire 
titut, le no juin 1808, son Mémoire sur les inégalités séculaires des moyens mauve- sur ce sser* 01 * 
mens des planètes (*), dans lequel il a le premier démontré que les quantités du second 
ordre par rapport aux forces perturbatrices , ne peuvent produire aucune inégalité sécu¬ 
laire dans les grands axes ou dans les moyens mouvemens. Pour parvenir à ce théorème 
important pour la stabilité de notre système, et qui ne pouvait être établi sans le secours 
de la théorie , l'auteur, après avoir rappelé les formules d’où dépendent les variations 
de tous les élémens elliptiques , et en avoir donné de nouvelles, détermine directement, 
par l’analyse, les inégalités séculaires du moyen mouvement, dépendantes du carré des 
niasses , en négligeant d’abord les quantités du quatrième ordre par rapport aux excen¬ 
tricités et aux inclinaisons, et en faisant usage de considérations sur l’ordre des termes, ana¬ 
logues à celles que nous avons présentées, chap. III, d’après la Mécanique céleste. Le ré¬ 
sultat de ce calcul extrêmement long, et qui deviendrait impraticable pour les ordres 
supérieurs , lui fait voir que les termes non périodiques , qui sont en nombre infini, se 
détruisent tous dans l’expression du moyen mouvement. Il prouve ensuite, en recourant, 
ainsi que nous l’avons vu pag. a 5 a, à l’équation générale des forces vives, sous la forme 
que lui a donnée M. Laplace (*+), que si les variations des coordonnées delà planète trou¬ 
blée n’introduisent aucun terme non périodique dans l’expression du moyen mouvement, 
il en sera de même des variations des coordonnées de la planète perturbatrice, en ayant 
égard à toutes les puissances des excentricités et des inclinaisons. Il ne lui reste plus alors 
qu’à étendre la démonstration du-premier point à un ordre quelconque par rapport à ces 
derniers élémens, et il y parvient généralement, en exprimant les variations des coor¬ 
données de la planète troublée au moyen de celles de ses élémens elliptiques, en les 
substituant ensuite dans l’expression différentielle du moyen mouvement, et en les mettant, 
ainsi que nous l’avons fait page 2Ô2, sous une forme particulière, qui fait voir clairement 
que tous les termes séculaires doiveht se détruire : ce résultat s’étend aussi à la variation 
du grand axe, et ne suppose aucune forme déterminée à la fonction perturbatrice. 

L’auteur passe de là aux variations séculaires de la longitude moyenne, et les déter¬ 
mine à l’aide de l'expression bien remarquable qu il avait donnée au commencement de 
son Mémoire pour celle de la longitude de l’époque, en remplaçant ainsi la formule de 
Lagrange seulement approximative, par une formule rigoureuse et très simple, que nous 
avons rapportée page a 3 i i il retrouve aussi entre les inégalités séculaires de la longitude 
de l’époque, provenant de l’action mutuelle de deux planètes , le même rapport que 
M. Laplace avait obtenu entre les carrés des excentricités et des inclinaisons. Il démontre 
enfin que ces derniers elemens sont toujours renfermés dans d’étroites limites, et que 
la stabilité du système planétaire n’est pas altérée sous ce rapport, quand on a égard 
aux carrés des masses, et à toutes les puissances*tles excentricités et des inclinaisons. 

M. Laplace lut, le 17 août de la même année, au Bureau des Longitudes , un Mé- g 
----—— - ■ ■ M. Laplace. 

(*) Il se trouve dans le XV e cahier du Journal de l’École Polytechnique. 

(*♦) Mcm. de Paris, 1784, pag. 18; Méc. ccl, tom. I, pag. iîi. 
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moire pour servir de Supplément à la Mécanique céleste, où il est parvenu à donner une 
forme plus simple aux expressions différentielles des élémens elliptiques des planètes , 
en ne les faisant dépendre que des différentielles partielles de la fonction perturbatrice, 
prises par rapport aux élémens eux-mêmes , et multipliées par des facteurs qui ne ren- 
ferment que ces élémens. Pour cela, il a repris la formule de Lagrange, pour le grand 
axe, en remarquant qu’on pouvait y substituer , à la différentielle de la fonction pertur- 
batrice par rapport aux coordonnées ou au moyen mouvement de la planète troublée, 
sa différentielle partielle par rapport à la longitude de l’époque ; il est arrivé, pour la varia¬ 
tion de cette dernière, à la même formule que AI. Poisson ; il a repris, pour l’excentricité, 
les nœuds et l’inclinaison , les expressions qu’il avait déjà données, en modifiant un peu 
Ja première , d’après la remarque que la différentielle partielle de la fonction perturba¬ 
trice par rapport à la longitude vraie, est égale à la somme de ses différentielles partielles 
par rapport aux longitudes de l’époque, et du périhélie; enfin, il est parvenu à déter¬ 
miner la différentielle du périhélie , en observant que celle de la fonction perturbatrice , 
prise par rapport aux élémens, est égale à zéro : ce qui donne une équation entre les 
différentielles des six élémens, au moyen de laquelle on obtient celle du périhélie, lorsque 


/celles des cinq autres sont déjà connues. 

Nous avons vu que le principal avantage de ces formules rigoureuses et très simples, 
était de déterminer les variations finies de chaque élément, par le développement d’une 
seule/onction en une série de cosinus d’angles qui croissent proportionnellement au temps, 
par la différenciation , la substitution et l’intégration de chaque terme ; et que la partie in¬ 
dépendante du temps donne par là des formules différentielles des variations séculaires, 
aussi exactes qu’on veut par rapport aux puissances et aux produits des excentricités 
et des inclinaisons. M. Laplace observe de plus, quelles mettent en évidence le beau 
théorème de M. Poisson : en effet, l’expression du moyen mouvement prend d’elle-même 
la forme d’où ce dernier a conclu qu’elle ne pouvait contenir aucune inégalité séculaire 
due aux variations des coordonnées de la planète troublée ; et quant aux variations des 
coordonnées des autres planètes , M. Laplace prouve, par la forme même de la fonction 
perturbatrice, qu’elles ne peuvent pas non plus introduire d’inégalités séculaires, en 
quelque nombre que soient ces planètes. 

Ces expressions conduisent l’auteur à la solution la plus générale et la plus simple des 
variations séculaires des élémens ; il y présente la fonction perturbatrice sous une forme 
où elle devient indépendante du plan auquel on a rapporté les coordonnées, et que nous 
avons donnée d’après lui , chapitre III ; il fait voir que la partie non périodique de cette 
fonction ne dépend que de celle du terme de son expression qui est symétrique par rapport 
à m et à m'; il détermine la position des orbites par rapport à la position variable de la 
ligne de leur intersection mutuelle; il fait voir que cette ligne ne sort pas du plan inva¬ 
riable, que son mouvement séculaire sur ce plan est donné par une intégration qui se 
rapporte aux quadratures , et conclut de ces formules les deux inégalités du mouvement 
lunaire en longitude et en latitude qui dépendent de l’aplatissement delà Terre, et 


qu’il avait déjà déterminées par une atitre méthode. 

Mémoire tic L’attention de Lagrange sur un objet qui l’avait autrefois si heureusement occupé, 
.a^un^e, qui qu’il avait ensuite totalement perdu de vue, fut réveillée, comme il le dit lui-mêm 


date de fa même 
époque. 


inattention ue Lagrange :ui un uujn « iU i * --—-t*'- > 

qu’il avait ensuite totalement perdu de vue, fut réveillée, comme il le dit lui-même, 
par la découverte de M. Poisson, et il présenta au Bureau des Longitudes, dans la séance 
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même où les belles recherches de M. Laplace lui furent communiquées, un Mémoire sur 
la théorie des variations des élémens des planètes, et en particulier des variations des 
grands axes de leurs orbites. Il forme la première partie du Mémoire qui se trouve, 
•ous ce titre , dans ceux de l’Institut, pour l’année 1808. 

Lagrange y considère, comme M. Laplace, les différentielles partielles de la fonction 
perturbatrice , par rapport aux constantes arbitraires qui proviennent de l’intégration des 
équations du mouvement elliptique, et il parvient, par une analyse très simple et trè» 
élégante, à exprimer chacune d’elles par une fonction linéaire et symétrique des varia¬ 
tions infiniment petites de ces arbitraires , où celles-ci se trouvent multipliées par de 
certaines combinaisons des différentielles partielles des coordonnées rectangulaires du 
corps troublé, et de leurs dérivées , prises par rapport à ces mêmes constantes ; ce sont 
ces expressions générales que nous avons données au haut de la page 227 : elles sont 
indépendantes de la considération des orbites elliptiques, et peuvent s’appliquer à tout* 
autre hypothèse de gravitation , dans laquelle les orbites ne seraient plus des section* 
coniques. L auteur, mettant alors les trois équations du mouvement sous une forme 
particulière, parvient, en les différenciant par rapport aux constantes arbitraires, et en 
combinant les résultats, à démontrer généralement, ainsi que nous l’avons fait page 224, 
que toutes les combinaisons de différentielles partielles, qui forment les coefiiciens de ce* 
expressions, sont constantes, c’est-à-dire qu’elles ne renferment pas le temps d’une manière 
explicite, et ne peuvent être fonctions que des élémens eux-mêmes. Il reprend ensuite 
l’équation qui donne la variation du grand axe de la planète troublée, pour démontrer, 
a 1 aide des formules precedentes , et indépendamment de celles du mouvement ellip¬ 
tique, que les variations des élemens de cette planète ne peuvent introduire, dans la va¬ 
leur du grand axe, aucun terme proportionnel au temps, et du second ordre par rapport 
aux masses perturbatrices. Nous avons déjà vu qu’on ne pouvait pas se servir de la même 
méthode pour étendre ce théorème aux variations des élémens des autres planètes, parce 
que la fonction perturbatrice n’est pas symétrique par rapport aux coordonnées de toutes 
les planètes-, pour éviter cet inconvénient, Lagrange déplace l’origine des coordonnées, 
qui était au centre du Soleil, et il la transporte au centre de gravité du système planée 
taire ; la fonction devient alors symétrique, et demeure la même pour toutes les planètes. 
Il démontre ensuite l’invariabilité des grands axes des ellipses décrites autour de ce der¬ 
nier centre , en ayant égard aux variations des élémens de toutes les planètes ; et il fait 
voir enfin, que ces grands axes étant invariables, ceux des ellipses décrites autour du 
centre du Soleil le sont aussi. 

Dans la seconde partie de ce Mémoire, lue à l’Institut le 12 septembre de la même 
annee, Lagrange particularise les constantes de l’intégration, qui étaient jusqu’ici des 
fonctions quelconques des elemens elliptiques ; il prend pour ces constantes les élémens 
eux-memes, et calcule alors, au moyen des formules connues du mouvement elliptique , 
et en employant la considération de l’anomalie excentrique, les valeurs des quinze coefii- 
ciens qu il est necessaire de déterminer immédiatement ; les substitutions qui paraissent 
devoir être Très compliquées, se simplifient beaucoup lorsqu’on rejette d’avance tous le* 
termes qui contiennent le temps hors des signes périodiques, en se fondant sur ce que 
tous les coefiiciens doivent être indépendans du temps. Le résultat du calcul fait voir que 
les expressions de chacune des différentielles partielles de la fonction perturbatrice 
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renferment au plus , dans le cas des planètes, les différentielles de deux des six elemen», 
au lieu de contenir , comme dans le cas général, celles de cinq d entre eux • de sorte 
que l’élimination qu’il faut faire pour obtenir la valeur de la différentielle de chaque 
élément, ne présente plus aucune difficulté. Lagrange fait, page 64 » une remarque essen¬ 
tielle au sujet de la différenciation partielle de la fonction perturbatrice, relativement au 
grand axe, c’est qu’on peut se dispenser d’y faire varier la quantité n qui dépend de a; 
ce qui permet de substituer fndt k la place de nt , et fait disparaître les termes qui se 
trouveraient multipliés par t. Les formules définitives auxquelles il parvient s’accordent 
av ec celles de M. Laplace , et il fait voir comment on peut le3 appliquer à la recheic e 
des équations séculaires. 

-, Il appartenait à l’auteur de la Mécanique analytique, de considérer la théorie de la 

MémoîrcileTia- variation des constantes arbitraires dans toute sa généralité, et d'en étendre 1 usage 
S aD |oi.^n de à tous les problèmes de la Mécanique. C’est en effet le but du Mémoire que Lagrange 
lut à l’Institut le i 3 mars 1809 (*). On sait que, quel que soit le système de corps dont 
on cherche le mouvement, et de quelque manière qu’ils agissent les uns sur les autres , 
on peut toujours réduire les variables qui déterminent leur position dans 1 espace, à un 
petit nombre de variables indépendantes , en éliminant, au moyen des équations de con¬ 
dition données par la nature du système, autant de variables qu’il y à de conditions. 
Cette réduction supposée, le problème consiste à déterminer chacune de ces variables 
par le temps. Lagrange avait donné, dans la seconde partie de sa Mécanique analy¬ 
tique , la forme générale des équations différentielles , pour chacune des variables 
indépendantes dont il s’agit. Il suppose alors que, dans un problème donné, on soit 
parvenu à intégrer complètement les équations dont il dépend, mais en faisant abstrac¬ 
tion de certaines forces perturbatrices très petites, qui agissent sur ces corps dans une 
raison quelconque des distances-, il réduit l’effet de ces forces à ne faire varier, dans la 
solution générale , que les constantes arbitraires introduites par le9 différentes intégra¬ 
tions ; et comme il doit y avoir deux constantes arbitraires, k raison de chaque variable, 
puisque ces variables dépendent d’équations différentielles du second ordre, il peut faire 
en sorte que non seulement leurs expressions finies, mais encore leurs expressions diffé¬ 
rentielles soient les mêmes que si les constantes dont il s’agit demeuraient invariables. 
En considérant, sous ce point de vue, la variation des constantes arbitraires, il parvient 
à un résultat aussi simple qu’inespéré, savoir : que la fonction qui représente 1 intégrale 
de toutes les forces perturbatrices, multipliées chacune par l’élément de la distance dont 
elle dépend, jouit, comme dans le cas des perturbations des planètes, de la propriété 
que ses différentielles partielles., relatives à chacune des constantes arbitraires, sont 
exprimées uniquement par des fonctions différentielles de ces mêmes constantes sans le 
temps. L’auteur fait voir ensuite qu’on peut appliquer ces formules à l’un des problèmes 
les plus importans du système du monde , celui de la rotation des planètes autour 
de leur centre de gravité, "en ayant égard à leur figure non sphérique, et à l’attraction que 
les autres planètes exercent sur chacune de leurs molécules ; il annonce qu’il se pro- 


C) Il te trouve dans les Mtm- de rirut. pour 1808, sous le titre de Mémoire sur la théorie général* 
de la variation des constantes arbitraires dam tous les problèmes de la Mécanique. 
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pose d’en faire l’objet d’un autre Mémoire, mais il n’a pas exécuté ce projet, et c’es t 
à M. Poisson qu’on doit de l’avoir le premier réalisé. 

Dans le Mémoire actuel, Lagrange démontrait d’une manière fort longue, et en exécu¬ 
tant entièrement les différenciations, la propriété fondamentale que les coefliciens des diffé¬ 
rentielles des constantes, dans les expressions des différentielles partielles de la fonction 
perturbatrice, sont indépendans du temps ; mais il prouva, peu de temps après, dans une 
addition à ce Mémoire, qu’il était possible de simplifier l’équation intégrale qui exprime 
cette propriété, et de la déduire directement des trois équations différentielles du problème, 
par le seul jeu des caractéristiques A et J, uniquement relatives à la variation des cons¬ 
tantes arbitraires. Il montra aussi, dans un Supplément, que la formule qui donne la dif¬ 
férentielle partielle de la fonction perturbatrice par rapport à l’une des constantes au 
moyen des différentielles de toutes les autres constantes, et à laquelle il n’était arrivé que 
par une analyse assez compliquée, pouvait se déduire immédiatement des équations prirui-* 
tives ; et que son Mémoire présenté de cette manière ne tiendrait que deux ou trois pages. 

M. Poisson lut aussi à l’Institut, le 16 octobre 1809 , un Mémoire sur la variation 
des constantes arbitraires , dans les questions de Mécanique , dans lequel il présenta toute 
cette théorie sous un nouveau point de vue (*). Il parvint à exprimer directement les diffé¬ 
rentielles premières des constantes arbitraires devenues variables, au moyen des différen¬ 
tielles partielles de la fonction perturbatrice, prises par rapport aux constantes arbitraires, 
et multipliées par de certaines fonctions de ces mêmes quantités. L’auteur ayant démontré 
dans un lemme préliminaire, par une méthode dont la longueur est peut-être inévitable 
dans le cas général, que ces dernières fonctions ne renfermaient pas le temps d’une ma¬ 
nière explicite , obtint ainsi des formules inverses de celles de Lagrange, et qui offrent 
avec ces dernières une singulière analogie. Elles sont plus directes et n’exigent aucune 
élimination ; elles ont aussi l’avantage de pouvoir encore s’appliquer, quand les équations 
du mouvement primitif ne peuvent s’intégrer que par la méthode des quadratures, et 
qu’il est impossible par conséquent d’exprimer les coordonnées des mobiles en fonction 
des constantes arbitraires. 

M. Poisson choisit pour premier exemple de l’application de ses nouvelles formules, 
le mouvement d’un point attiré vers un centre fixe suivant une loi quelconque. On par¬ 
vient dans ce cas à séparer les variables dans les équations différentielles du mouve¬ 
ment, sans pouvoir achever les intégrations, ni exprimer les variables sous forme finie, 
tant que la loi de l’attraction reste indéterminée. Cette circonstance n’empeche pa* 
d’obtenir, au moyen des formules de M. Poisson, les variations des six arbitraires 
contenues dans les intégrales de ces équations différentielles. La forme de ces expressions 
ne dépendant pas de la loi d’attraction, elles doivent s’accorder avec les valeurs des 
différentielles des élémens des planètes qui se rapportent au cas de la nature, où cette 
force suit la raison inverse du carré des distances. L’auteur vérifie en effet qu’elles 
coïncident dans ce cas avec celles de Lagrange ; et il prouve aisément, par quelques 
transformations, quelles s’accordent aussi avec celles du Supplément à la Mécanique 
céleste. Il fait ensuite l’application de ses formules à un second exemple , savoir le 
mouvement de rotation d’un corps solide de figure quelconque ; mais comme ce cas 


(*) Voyez le XV e Cahier du Journal de l’École Polytechnique. 
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bien remarquable en ce que les différentielles des constantes qni s y rapportent ont 
identiquement la même forme que dans le premier problème, n entre pas dans notre 
sujet, nous ne devons pas nous y arrêter. 

Lagrange parvint encore, dans un petit Mémoire lu le 19 février 1810, a simp i 1er 
l’application de ses formules générales aux problèmes de Mécanique, en remarquant 
que, si l’on développe les expressions des variables indépendantes, en séries de puis¬ 
sances ascendantes du temps, les fonctions de ces variables, qui forment les coefficiens 
de chaque terme des expressions générales des différentielles partielles de n , ne renfer¬ 
mant pas le temps , ne doivent contenir, après les sul^titutions, que les premiers termes 
tous constans de ces séries, et les coefïiciens des seconds. Si donc on adopte ces quantités 
pour constantes arbitraires, on aura directement les expressions très simples de leurs 
différentielles, ou de celles des coordonnées et des vitesses initiales, lorsqu’il s agit 
du mouvement de translation; expressions que M. Poisson avait données déjà, dans 
ce cas , à la fin du numéro 27 de son second Mémoire. Si l’on veut ensuite faire usage 
de nouvelles constantes arbitraires, on peut facilement, en les considérant comme des fonc¬ 
tions des premières, obtenir aussi leurs variations. C’est la marche que nous avons suivie 
page 226, dans la détermination des différentielles partielles de la fonction perturbatrice. 
On peut éviter ainsi l’élimination, en employant l’intermédiaire d’un système particulier de 
constantes arbitraires, pour lesquelles cette élimination se trouve toute faite, et en reve¬ 
nant ensuite de ces constantes particulières à des constantes quelconques. Les formules 
auxquelles M. Lagrange parvient ainsi, ne coïncident pas immédiatement avec celles de 
M. Poisson, parce que celles-ci renferment les constantes arbitraires en fonctions des 
variables du problème et de leurs différentielles, au lieu que celles-la ne renferment 
ces constantes qu’en fonctions d’autres constantes ; mais il observe qu il est facile de se 
convaincre à priori qu’elles conduisent aux mêmes résultats» 

Les modifications successives , et les perfectionnemens graduels que Lagrange avait 
faits à sa théorie de la variation des constantes arbitraires, dans les problèmes de Méca¬ 
nique , devaient faire désirer qu’il rassemblât tous ses travaux sur ce sujet, pour en 
former un tout réduit au degré de généralité et d'élégance qu’il pouvait hii donner. C’est 
à ce but important qu’il est parvenu dans la seconde édition de sa Mécanique analytique, 
dont le premier volume, imprimé en i8n, renferme une Section (la cinquième de la se¬ 
conde partie) intitulée : Méthode générale cT approximation pour les problèmes de Dy¬ 
namique, fondée sur la variation des constantes arbitraires. L’auteur a applique cette 
méthode au système du monde, dans la Section VII, qui contient, outre la théorie du mou¬ 
vement elliptique ou parabolique, celle de 3 variations des élémens des planètes, et en par¬ 
ticulier celle de leurs inégalités séculaires, avec les équations de condition qui limitent leurs 
accroissemens ; on n’y trouve pas cependant le développement de la méthode suivie pour 
l’intégration des équations séculaires , ni la théorie des inégalités périodiques. La mort a 
enlevé ce grand homme au monde savant, avant quil eût termine son ouvrage, et Ion 
devra toujours regretter cette perte irréparable. 

La première classe de l’Institut avait proposé, dès l’année 1804, pour sujet d’un prix 
de Mathématiques, la théorie des planètes , dont Vexcentricité et linclinaison sont tiop 
considérables pour qu'on en puisse calculer les perturbations assez exactement par les 
méthodes connues ; elle n’exigeait que des formules analytiques , mais disposées de ma- 
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ïùèfe qu’on pût les appliquer avec sûreté, soit à la planète Pallas j soit à toute autre. 
N’ayant alors reçu aucun Mémoire sur la question proposée , elle a continuellement remis 
ce sujet au conpours, sans obtenir encore aucune solution satisfaisante. MM. Burckhardt 
et Binet sont parvenus cependant l’un et l’autre à pousser plus loin qu’on ne l’avait encore 
fait le calcul analytique des perturbations. Le premier, dans un Mémoire compris dans 
ceux de l’Institut pour 1808, a déterminé, par la méthode de M. Laplace, plusieurs 
classes de termes qui donnent des perturbations des six premiers ordres; le seconda pré¬ 
senté à l’Institut, en 1812, un grand travail sur le développement de la fonction d’où 
dépend le calcul des perturbations des planètes, et dont l’objet est de fournir les moyens 
de calculer immédiatetnent un terme quelconque de ce développement dépendant d’un 
argument déterminé , en supposant l’approximation portée jusqu’aux septièmes dimen¬ 
sions des excentricités et des inclinaisons. 

M. Poisson a pris, dans l’année 1816, la Mécanique analytique pour texte d’un 
Cours public, où il a particulièrement développé la théorie des perturbations planétaires, en 
cherchant à en simplifier de nouveau l’exposition. Il a présenté à l’Institut, le a sep¬ 
tembre de cette même année, un nouveau Mémoire sur la variation des constantes 
arbitraires , dans les questions de Mécanique, dont la publication est impatiemment 
attendue des amis des Sciences mathématiques. On voit, d’après l’annonce que l’auteur 
en a faite dans le Bull, de laSoc.Phil., de 1816, page 148, qu’il s’y est proposé d’ob¬ 
tenir les expressions différentielles des constantes arbitraires, ou du moins une partie 
d’entre elles , par une méthode indépendante de la nature du problème. Il trouve, en 
général, dix constantes arbitraires dont les différentielles sont connues à priori, savoir, 
les six constantes qui sont relatives au centre de gravité, la constante qui entre dans 
l’équation des forces vives , et celle que contient chacune des trois équations relatives à 
la conservation des aires; ou bien, à la place des trois dernières, les deux angles qui 
déterminent la direction du plan invariable , et la somme des aires projetées sur ce plan. 
Dans le problème du mouvement d’un corps attiré vers un centre fixe , et dans celui du 
mouvement de rotation, on n’â pas à considérer les six constantes relatives au centre de 
gravité ; mais, aux quatre autres, il en faut joindre deux r dont l’une est la constante 
ajoutée au temps, et l’autre un angle compté dans le plan invariable : ces deux constantes 
n’entrant pas dans les intégrales communes à tous les problèmes , leurs différentielles ne 
«ont pas connues à priori; mars l’espèce de réciprocité qui existe entre les coefliciens 
Contenus dans les différentielles des constantes qui se rapportent à un même problème, 
ne laisse qu’un seul coefficient à déterminer par rapport aux deux nouvelles constantes ; 
et sa valeur, calculée par les formules du premier Mémoire de M. Poisson, se trouve 
être égale à zéro pour l’un et pour l’autre problème. L’auteur, après avoir ainsi obtenu 
des expressions différentielles des six constantes arbitraires, applicables aux deux ques¬ 
tions, et les mêmes que celles du Mémoire cité, se borne à considérer, dans son qua¬ 
trième et dernier paragraphe, les variations des grands axes et des moyens mouvemens 
des planètes. Il rappelle d’abord sa démonstration de l’invariabilité de ces élémens, 
quand on néglige les quantités du troisième ordre par rapport aux masses des planètes , 
et qu’on fait abstraction des inégalités périodiques ; il démontre ensuite que les variations 
des coordonnées de la planète troublée n’introduiraient aucune inégalité séculaire dans la 
différentielle seconde de soa moyen mouvement, lors même que l’on pousserait dans 
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celles-là l'approximation jusqu’aux termes du sfecond ordre inclusivement, et peut en 
conclure, par induction, qu’il en serait de même dans toutes les approximations sui¬ 
vantes. Il resterait encore à démontrer qtffe les variations des coordonnées des planètes 
perturbatrices ne peuvent pas non plus produire, dans le moyen mouvement, d’inégalités 
séculaires du troisième ordre par rapport aux masses ; mais heureusement, passé le se¬ 
cond ordre, cette question n’intéresse plus l’Astronomie, puisque si le moyen mouvement 
renfermait des inégalités séculaires dues à ces variations, elles seraient comparables, 
dans leur maximum, aux inégalités périodiques ordinaires, et n’auraient par conséquent 
aucune influence sensible sur les mouvemens planétaires. 

Nous terminerons ici l’exposition que nous avions entreprise des principaux travaux 
relatifs à 1 une des plus belles parties de l’Astronomie, espérant que la lecture de cet 
Essai pourra inspirer à quelques personnes le désir de puiser aux ouvrages originaux, 
et que l’analyse de ce qui a déjà été fait de plus remarquable sur ce sujet, pourra 
provoquer de nouvelles recherches. 


NOTE 

Relative à Véquation séculaire de la Lune. 

Nous n’avons pas cité, dans le chapitre 10 de notre première partie, le Mémoire sur 
T équation séculaire de la Lune , donné par Lagrange dans le Recueil de l’Académie 
de Berlin pour 1793, soit parce qu’étant fort postérieur à la découverte de M. Laplace, 
il perdait ainsi une grande partie de son intérêt, soit parce que nous n’avions pas encore 
parlé de la méthode sur laquelle il est fondé : c’est à suppléer cette omission que la 
note suivante est destinée. 

Nous avons vu que Lagrange avait le premier reconnu , par la théorie, que les lon¬ 
gitudes moyennes pouvaient être sujettes à des variations séculaires dépendantes des carrés 
des excentricités et des inclinaisons, et nous avons donné d’après lui, au bas de la 
page 201 , une formule approchée de ces variations. Il lui échappa, dans l’application 
numérique qu’il en fit à Jupiter et à Saturne ( Mém. de Berl. i 7 83 , pages 220 et 223 ), 
une singulière erreur de calcul; car il supposa, dans l’évaluation des coefliciens, que 
la division d’un certain nombre de secondes par un autre nombre de secondes, donnait 
pour quotient une fraction de seconde, tandis que le quotient était un nombre abstrait 
exprimé en parties du rayon pris pour unité. C’est à cela ( de même qu’à une légère 
inexactitude que Lagrange a remarquée depuis dans la valeur du coefficient (a) du second 
terme de sa formule, qui devait être égal et de signe contraire au coefficient (4) du 
quatrième) qu’est due l’excessive petitesse de l’inégalité qu’il en conclut pour Jupiter 
et pour Saturne ; et ce résultat lui fit alors, probablement, regarder comme inutile de 
faire la même application à la Lune. 

L’objet de son Mémoire de 1793 est de montrer avec quelhe facilité sa formule fournis¬ 
sait, en y substituant la Terre au Soleil, la Lune à Jupiter, et le Soleil à Saturne, 
les termes dont M. Laplace venait de déduire l’explication de l’équation séculaire de 
la Lune. Il trouve en effet, page 296, dans l’expression différentielle de la variation sécu« 



NOTE. â 7g 

laire de la longitude de l’époque 2, un terme qui peut être mis sous la forme........ 

| n* (tang 8 y— a' 8 ) dv) n étant le rapport des temps périodiques de la Lune et de la 
Terre, a' l’excentricité de l’orbite de la Terre, *• le moyen mouvement de la Lune, 
y l’inclinaison mutuelle des deux orbites-, et l’intégrale — f n 8 /*' 8 ^, considérée seule, 
lui donne, en y mettant pour a' sa valeur approchée de la forme a -f- ht, ce qu’il appelle 
l’équation séculaire du mouvement moyen. 

Il manquait cependant deux choses à cette méthode pour la rendre entièrement satis¬ 
faisante. En effet, il fallait d’abord prouver que le terme dépendant de l’inclinaison 
mutuelle ne pouvait apporter aucune modification sensible dans la variation séculaire de 
l’époque : c’est ce que nous avons fait page 255 , en démontrant, d’après M. Laplace, 
que cette inclinaison est constante, même dans le cas de la Lune ; et comme l’équation 
séculaire dépend du carré des masses, il fallait aussi avoir démontré l’invariabilité des 
moyens mouvemens, en allant jusqu’aux quantités de cet ordre, pour pouvoir supposer 
que toute l’inégalité séculaire de la longitude moyenne était comprise dans celle de la 
longitude de l’époque. Au reste, il était possible, dans le cas de la Lune, de se passer 
de ce dernier théorème, par la considération suivante, qui est due à M. Laplace. 

En effet, nous avons déjà vu, d’après l’expression générale de la variation du moyen 
mouvement, que ce n’était que par la combinaison des termes périodiques, qu’il pouvait 
résulter dans cet élément des termes séculaires de l’ordre du carré des masses. Supposons 
donc dans fi un terme A cos ( i.' n't — int -f- iV — it -f- et) que l’on combine avec un autre 
terme B cos n't—gnt +g't — gt -f- ff) provenant de la variation des élémens : il en résul¬ 
tera dans Xi la quantité £ AB cos [(i' — g') ( n't -f ,') — ( i —.g ) ( n f -f- .) + « — C], 

ce qui produit dans ^ , en observant de ne différencier que par rapport aux i qui se 
trouvaient primitivement dans fi , le terme 

i ABisin[(i'— g')(n't+S )~(i — g) (nf -J- c) -}- *— C]; 

celui-ci ne peut faire naître d’inégalité non périodique que lorsqu’on a i=g } i' — g, 
et que i n’est ni égal à zéro, ni égal à i'. En effet, les première* conditions sont néces¬ 
saires pour que les moyens mouvemens disparaissent, et les dernières doivent avoir lieu 
pour que le terme tout entier ne soit pas nul, puisque nous avons vu, page a 34 , que i' — i 
était égal à la somme des multiples des angles * , et A qui entraient sous le signe pé¬ 
riodique , et que la supposition de i' — i égal à zéro , donnerait par conséquent » — o, 
C = o. 

On voit par là que si la variation des élémens pouvait produire, dans le moyen mou¬ 
vement, des termes non périodiques, ils dépendraient nécessairement du sinus des 
longitudes du nœud ou du périhélie de la planète troublée -, et comme les variations de 
ces élémens dans la théorie de la Lune rentrent, à cause de leur rapidité, dans la 
classe des simples inégalités périodiques, on peut en conclure à priori , que s’il existait 
quelque inégalité séculaire dans le moyen mouvement de la Lune, elle ne pourrait altérer 
celle de sa longitude moyenne. 

11 n’est peut-être pas inutile de remarquer à ce sujet qu’on peut, par la seule méthode 
donnée par Clairaut, dans sa Théorie de la Lune , découvrir le terme qui produit l’équa¬ 
tion séculaire de ce satellite. Reprenons en effet les notations du chapitre 2 de notre 






s8o TROISIÈME PARTIE. THÉORIE GÉNÉRALE, NOTE, 

première partie, et désignons par r et l les distances de la Lune et du Soleil à la Terre,' 
par k étalés demi-paramètres des deux orbites, par e et i leurs excentricités , par z et 
mv les anomalies vraies correspondantes comptées de l’apside supérieure; nous aurons, 
d’après les pages 24 et aJ 6 , 


- = 1 —ecosmv 


f 

— etc., ~ I — n 


Ces valeurs étant substituées dans le ternie - 


->'Ç= 1 +1 i a -fetc. 

’ i ' l’ ex P ress i° n de la fonction 


d’où -jp = 1 -f- etc. 


ieroni iituiie 


de Clairaut, qui se trouve page 43 de la seconde édition de sa Théorie, y 
la quantité — £ «i*, où et = — j, représente le carré du rapport des moyens mouvement 
de la Lune autour de la Terre, et de la Terre autour du Soleil. 

Ainsi l’intégration complète de l’équation fondamentale -J- s -{- Si = o, donnée par 


Clairaut, page 5 de sa Théorie, et à laquelle nous sommes parvenus page io 4 , 
amènera dans la valeur de s, ou de 1 —~ , le terme a e t de là dans celle de r* le 
terme A* (1 -f“ I 

Or, l’équation des aires donne dans ce cas r'dv = k*ndt, en désignant par nie moyen 
mouvement de la Lune ; ainsi le terme dont il s’agit produira, dans l’expression de la 
longitude vraie v, la quantité—£ uf^.ndt, ce qui s’accorde entièrement avec l’ex*. 
pression de l’équation séculaire de la Lune, donnée par M. Laplace. Méc. cél. , 
tome III, page 227. 

Au reste, il faut se rappeler que la variabilité de l’excentricité de l’orbite terrestre 
n’étant pas généralement admise du temps de Clairaut : lors même qu’il aurait reconnu 
1 existence de ce terme, il est probable qu’il n’en aurait déduit aucune conséquence 
utile, et qu il l’aurait négligé comme étant compris dans le moyen mouvement observé. 
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Page i 3 , iïg ne * 3 , en remontant. On doit mettre au rang des meilleurs Commentaire* 
de l’ouvrage des Principes , celui qui est à la suite de la traduction française de ce traité 
par M® du Chastellet, et où se trouvent particulièrement développées les théories des 
trajectoires, de l’attraction des sphéroïdes, de la figure de la Terre et des marées. 

Page 96, ligne 1 4 , en remontant. M. Burckhardt a présenté à l’Institut, le 3 o jan¬ 
vier 1809 , un Mémoire sur plusieurs moyens de perfectionner les Tables de la Lune , 
dans lequel il a simplifié l’application de la règle, attribuée à Mayer, par laquelle on 
détermine, par observation, le coefficient d’une inégalité, et qui consiste à diviser la 
somme des erreurs des Tables par la somme des sinus de l’argument que l’on consi¬ 
dère : en donnant un moyen simple d’obtenir à priori cette dernière somme d’une manière 
suffisamment exacte. lia inséré dans la Conn. des Tems de 1812, un petit Mémoire sur 
l’usage de la période de dix-huit ans pour trouver avec facilite des lieux approches de 
la Lune. Ses Tables, construites à l’aide de plus de quatre mille observations, ont été 
présentées à l’Institut, en décembre 1811 ; ce sont les premières où l’on corrige tous 
les argumens, à commencer par celui de Yévection , en y ajoutant la somme de toutes 
les équations précédentes. Elles ont été adoptées par le Bureau des Longitudes pour le* 
calculs de la Connaissance des Tems. 

Page 99 , ligne 1 4 - L’angle <p — « est ce qu’on appelle Y argument de la latitude. 

100, 9 , en remontant. Les lignes on et op sont les espaces décrits en vertu 

des forces S et n , quand on suppose que ces forces impriment au commencement de 
l’instant dt , toute la vitesse qu’elles produisent réellement à la fin de cet instant. 

Page 102 , ligne 6. On voit plus clairement pourquoi la composante de la force », qui 

agit suivant le rayon vecteur x , est + ^ , en traçant la figure de manière à ce que ce 

rayon prenne, dans l’instant dt , un accroissement au lieu d’un décroissement. 

Pare 1 04, ligne 5 , en remontant. La marche la plus directe, pour déterminer les 
constantes de l’intégration, dans le cas de fl = cos mv , est de ne pas ajouter de nouvelles 
constantes dans la détermination de A, mais de supposer, après la substitution de la 
ds 

valeur de A dans celle de s , que s et j- sont nuis quand v = 0 ; et l’on trouve bien ainsi 

H—r—=°» g=°* 

1 m*—x 

Page 109, ligne g. L’équation /cosSTLrr:^ cosT^ s’obtient en abaissant des points S 
et S' des perpendiculaires Sp et S'p sur LT , et en remarquant que la ligne T p est à 
la fois le cos. de l’angle STL, multiplié par le rayon ST, ouïe cos. de l’angle S'TL, mul¬ 
tiplié par le rayon S'T. 

Pare 168, à la note. Si l’on suppose que l’inclinaison se compte positivement en s’éle¬ 
vant du plan des xy vers l’axe des z, l’angle xaa ' devra être pris négativement, ce qui 
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donnera tanga'* = — fl sin u \ mais comme l’on aura aussi tang a!x — - = — , il en 

° * R 

résultera toujours en comparant : 9 sin* = 

R 


Page 218, ligne i 5 . Pour obtenir les trois intégrales générales des aires, dans le cas 
de trois corps dont les masses sont M, m et m' } multiplions d’abord respectivement par 
m [My — m' (y'— y ) ] et m [ Mx — m' (*' — *)], les deux premières équations du 
mouvement relatif du corps m , et ajoutons la somme des produits à celle des deux pre¬ 
mières équations relatives à m par — m' [ M/— m (y —/ )] et m' [ M *'—m (*—*')] ; 
les termes se détruiront tous mutuellement, à l’exception de ceux qui viennent du premier 
de chaque équation, et nous attirons simplement 


m Q. 

+ mm' _ 0 _ 

ou en intégrant, avec une constante arbitraire c. 


Cette équation ne se rapporte qu’aux aires décrites sur le plan des xy, mais il suffit d’y 
changer x, x', y, y', en 2, z', x,x, ou en y, y', z, z', et réciproquement, pour obtenir 
les deux intégrales premières relatives aux plans des xz et desya, savoir : 

^Vm z -^=s±+ m 'ü£-=iÉi~\ 1 , 

L. dt dt J L dt J — c * 

Ce sont ces intégrales d où l’on peut conclure les relations du bas de la page ao 3 . 

On peut aussi mettre la première équation sous la forme 

- ,idy'-y'd J c+ I 'dy-ydæ' _ 

dt dt dt —’ c * 

Si l’on y substitue pour - fo ~ ydx et x dy leurs valeurs '/W+m)a{i— 7 )cosy 


et v '( M+ a '( 1 — ® a ) COS y', où y et y' représentent les inclinaisons des orbites de 
m et m' au plan des xy, et que l’on ne considère que les termes qui donnent des inégalités 
séculaires : on verra facilement que le dernier ne peut pas en produire qui soient du 

premier ou du second ordre des masses perturbatrices, et l’on aura en faisant. 

M -f- m ■= n a a\ M + 771' = 7 i' a q' 3 , et en divisant partout par a i na'*n , l’équation 
ma'n' {/1 — e a cos y -f- m'an y 1 ' 1 — e' a cos y' = c, 
qui subsiste par rapport aux variations séculaires dépendantes du carré des masses. 

Page 252 , dernière ligne. On peut parvenir directement à l’équation des forces vives, 
sous sa forme définitive, en multipliant respectivement les trois équations de la page 217, 


2m[(M -f m')dx — m'dx'], 2tt»[(M- f m') dy—m'dy'J, am[(M + m')dz-m'dz'] i 
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et en ajoutant les produits, à ceux des équations relatives à m' par 
a rrî [(M -f-m) dx — mdx ~\, m) dy — mdy ], 2m' [(M +m) dz! — mdz]. 

Page 257, ligneZ. La partie de s t , relative au mouvement séculaire de l’écliptique, 
ne se compose, comme l’on voit, que de termes périodiques, mais sa substitution dans 
la relation (7) de la page 9g, qui détermine, la tangente de la latitude en fonction de 
celle de l’inclinaison , produirait dans cette dernière, par la combinaison des quantités 
sin(v-f-ô) et sin ( v + gt + 0), des termes de la forme Asin(gf + a) qui donne¬ 
raient des inégalités séculaires. C’est pour cela qu’il a été nécessaire de prouver que ces 
termes acquerraient un trop grand diviseur pour qu’on dût y avoir égard. 

Page 276, ligne 3 . On doit remarquer que ces formules directes, de M. Poisson, étaient 
les seules qui pussent être employées dans le problème du mouvement de rotation, et que 
celles du premier Mémoire de Lagrange ne pouvaient en donner la solution. 
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Pages. 

Lignes. 

au lieu de 

1 

6 en remontant 

humaines 

3 

3 et 8 en rem. 

i5 p< i l 

17 

27 

m 

76 

3 de la note 

r cos *, 


Id. 

cos <? COS 4. 

Jd. 

I -h X 



rd's , \ 

9° 

4 en remontant 


101 

iii 

4 

rd*v — 2 drdv 

11 

MO' parallèle à OC 

ia3—ia5 

ia5 


fJR 

’(§). , 

128 

i5 

u = a sin ( m — iar ) 

168 

6 en remontant 

1 de lü note 

0 cos u = s , 0 sin « = u 

1 

207 


y(x' — x)' -y (y' —y ) + (z'~T) 

218 

a 


220 

i3 

r— ----—■ 

/u+ V/u* 4-2AA» cos (v — ») 

222 

26 

mbd = tang y 

356 

5 en remontant 

~T 7 — m 

a * 

26 6 

4 en remontant 

les excentricités et les inclinaisons 

Jd. 

i5 

ou n't — n''t 

Jd . 

Id. 

de ce dernier seulement 

274 

note marginale 

nouveaux Mémoire 


lisez 
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